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PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

GALOIS  (E.).  —  ŒuvRKs  biatiikmatiques  publiées  sots  les  auspices  de 
LA  Société  mathématique  de  France.  Avec  une  introduction  par  M.  E. 
Picard,  i  vol.  in-8";  x-6i  p.  Paris,  Gauthier- Villars  eC  fils,  1897. 

Liouville  avait  recueilli  et  publié  dans  son  Journal  les  Couvres 
mathématiques  d'Evariste  Galois.  La  Société  mathématique  a 
pensé  avec  raison  qu'il  convenait  de  publier  une  édition  séparée 
de  ces  Couvres;  cette  édition  est  d'ailleurs  conforme  à  celle  de 
Liouville.  On  n'a  rien  retrouvé  depuis  1846  et  l'on  ne  peut  guère 
espérer  qu'on  retrouve  quoi  que  ce  soit  qui  vienne  s'ajouter  à 
l'œuvre  si  courte  et  si  considérable  de  Galois. 

Dans  une  intéressante  Introduction,  M.  Picard  retrace  à  grands 
traits  la  vie  de  Galois  et  le  rôle  qu'ont  joué  ses  découvertes  dans 
la  Science  moderne. 

M.  Picard  cite  avec  les  éloges  qu'il  mérite  le  travail  biogra- 
phique que  M.  Paul  Dupuy  a  publié  en  1896,  A'dnsXes  Annales 
de  V Ecole  Normale  supérieure.  Si  Galois  n'entra  qu'à  contre- 
cœur dans  cette  Ecole,  s'il  en  fut  chassé  au  bout  d'un  an,  il  en 
reste,  malgré  tout,  une  des  plus  grandes  gloires  et  la  Maison  qu'il 
a  traversée  lui  doit  des  honneurs,  par  cela  seul  qu'il  y  a  passé  :  elle 
>'est  rappelé  Galois,  quand  elle  a  fêté  son  centenaire  et  Sophus 
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Lie  a  parl<!  de  lui  comme  il  convrnait,  en  savanl;  mais  il  restait  à 
écrire  la  vie  de  Galois. 

C'est  ce  qu'a  fait  M.  Dupuy  et  je  crois  bien  que  M.  Picard  a 
raison  quand  il  dit  que  son  travail  est  définitif.  Il  était  grand 
temps  qu'il  fiU  accompli.  M.  Dupuj  a  pu  consulter- ceux  des 
contemporains  de  Galois  qui  survivent  et  se  souviennent  de  lui, 
il  a  pu  recueillir  des  membres  de  sa  famille  les  renseignements 
les  plus  précieux  ;  on  lui  a  confié  l'inestimable  portrait  que 
MM.  Gaulhier-Villars  ont  reproduit  en  lête  de  ses  Couvres;  avec 
la  passion  et  les  procédés  d'un  érudit,  il  a  feuilleté  les  journaux 
du  temps,  les  registres  d'écrou  de  Sainte-Pélagie,  les  registres 
d'entrée  à  l'hôpital.  . .  .  Grâce  aux  souvenirs  de  ceux  qui  avaient 
connu  Galois,  grâce  à  ses  patientes  recherches,  il  a  su  faire  revivre 
un  peu  ce  merveilleux  génie  et  l'étrange  milieu  révolutionnaire 
où  il  s'est  agité  pendant  de  si  courtes  années;  il  a  pu  enfin  nous 
faire  comprendre  ces  défauts  de  caractère  que  l'on  reproche  juste- 
ment à  Galois,  mais  qui,  dès  qu'on  les  comprend,  ne  découragent 
plus  la  sympathie.  Aussi  faut-il  savoir  gré  à  M.  P.  Dupuy,  de 
l'œuvre  pieuse  qu'il  a  menée  à  bonne  fin.  Quant  à  l'admiration 
qui  est  due  a  Galois,  les  soixante  pages  où  tiennent  ses  Œuvres 
mathématiques  suffisent  à  lui  assurer  une  durée  égale  à  celle  de 
la  Science.  J.  T. 


FRISCHAUF  (J.)-  —  VoRLESUNGEN  UEBER  Kreis-  uxi)  Kcgel-Fuxctionen- 
Reiiien.  Un  vol.  in-8",  vi-Go  p.  Leipzig,  Teubner,  1897. 

L'objet  essentiel  de  l'auteur  est  d'établir,  sous  les  conditions  de 
DIrichlet,  la  possibilité  de  la  représentation  des  fonctions  au 
moyen  des  séries  trigonomé triques  ou  des  séries  de  fonctions  sphé- 
riques  :  relativement  aux  fonctions  sphériques,  il  se  borne  à  éta- 
blir celles  des  propriétés  qui  sont  tout  à  fait  fondamentales,  ou 
dont  il  aura  besoin  pour  la  démonstration  de  la  convergence  :  la 
démonstration  qu'il  expose  est  au  fond  celle  de  Dini  (Annali  di 
Matcmallca,  \l,  1874)»  mais  notablement  simplifiée.  L'exposi- 
tion est  claire  et  élémentaire  :  elle  rendra  service  aux  étudiants  en 
Mathématiques  qui  veulent  s'initier  aux  éléments  d'une  théorie 
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1res  importante  et  à  ceux  des  étudiants  en  Physique  qui  éprouvent 
le  besoin  de  connaître  la  démonstration  de  propositions  malhé- 
matiques  dont  ils  ont  à  faire  un  usage  continuel.  J.  T. 


JANUSCHKE  (II.)-  —  Has  Princip  der  Eriialtung  der  Energie  lnd  seixb 
Anwendlxg  in  dkr  Naturleiire,  Ein  Hilfsbuch  fur  den  hiiheren  Unler- 
richl.  Un  vol.  in-8';  x-/|V5  p.  Leipzig,  Teubner,  1897. 

Le  Livre  de  M.  Januscbke  est  intéressant  et  utile;  il  permet  à 
un  lecteur  qui  a  reçu  une  bonne  éducation  mathématique  et  qui 
connaît  les  élément»  des  Sciences  expérimentales  d'acquérir  des 
idées  d'ensemble  sur  les  points  essentiels  de  la  Physique,  telle 
qu'elle  est  aujourd'hui  constituée.  Si  l'auteur  a  du  goiH  pour  les 
généralités,  il  n'en  a  pas  moins  pour  la  précision  et  il  a  multiplié 
singulièrement  les  exemples  concrets  et  les  applications  numé- 
riques, bien  propres  à  fixer  dans  l'esprit  du  lecteur  le  sens  des  pro- 
positions ou  des  théories  qu'il  développe.  M.  Januscbke  a  pour 
son  sujet  un  certain  enthousiasme,  qui  n'est  pas  pour  déplaire  :  il 
est  persuadé  que  l'étude  de  la  Physique  est  excellente  pour  former 
V esprit  et  le  cœur  :  cette  étude  aussi  rendra  la  vie  plus  douce  aux 
hommes,  en  leur  faisant  connaître  et  aimer  cette  Nature  qui 
causait  tant  de  terreurs  à  leurs  superstitieux  ancêtres.  Voilà  une 
opinion  qui  est  rassurante  pour  l'avenir,  et  qui  a  le  mérite  d'en- 
courager dés  à  présent  ceux  qui  la  partagent. 

iM.  Januscbke  a  emprunté  une  curieuse  épigraphe  à  R.  Mayer  : 
c'est  une  déclaration  de  guerre  à  ce  qui  reste  des  dieux  de  la  Grèce, 
réfugiés  dans  les  fluides  impondérables  ;  c'est  là,  il  faut  l'avouer,  un 
triste  déguisement  pour  ces  radieuses  divinités,  plus  triste  encore 
que  ceux  qu'avait  rêvés  la  fantaisie  de  Henri  Heine  ;  ceslamentables 
>doles  sont  maintenant  détrônées  par  le  principe  de  la  conservation 
de  l'Energie.  Si  ce  principe  devient  une  religion,  il  convient,  peut- 
être,  de  lui  pardonner  le  mystère  dont  il  reste  enveloppé;  tous  les 
termes,  à  vrai  dire,  n'en  sont  pas  d'une  parfaite  clarté  ;  si  les  forces, 
dont  la  notion  est  assurément  un  résidu  métaphysique  n'y  figurent 
pas  immédiatement,  il  est  difficile  de  dire  ce  que  c'est  que  les 
mnsses,  à  moins  de  se  résoudre  à  les  regarder  comme  des  corf/i- 
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cients  quHl  est  commode  d'introduire  dans  les  calculs  (*),  ce 
que  c'est  que  Ténergie  polentielle,  à  moins  de  la  regarder  comme 
une  fonction  des  coordonnées,  ce  qui  est  peul-élre  insuffisant. 
Mais  M.  Januschke  ne  se  perd  pas  dans  ces  questions  théologîques. 
C'est  la  pratique  du  culte  qu'il  veut  enseigner  :  le  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie  est  posé  comme  une  induction  résultant 
des  découvertes  de  Galilée;  quelques  exemples  concrets,  simples 
et  bien  choisis  permettent  d'en  donner  quelque  habitude  au 
lecteur.  Disons  de  suite  que  l'auteur  a  grand  soin,  dans  toutes  les 
parties  de  son  Livre,  de  donner  d'intéressants  détails  historiques 
sur  les  découvertes  scientifiques  et  l'évolution  des  idées  qui  s'y 
rattachent;  c'est  là  une  excellente  méthode  qui  marque  d'ailleurs 
les  tendances  philosophiques  de  M.  Januschke,  assez  nettement 
inclinées  vers  le  positivisme.  S'il  est  vrai  que  l'auteur  incline  dans 
ce  sens,  pourquoi  énonce-t-il  cette  proposition  :  l'énergie  totale 
de  rUnivers  est  constante?  Elle  semble  bien  supposer,  pour  avoir 
un  sens,  que  l'Univers  soit  fini,  et  cette  hjpothèse-là  dépasse  la 
Science  positive.  Celle-ci  est  essentiellement  limitée  dans  le  temps 
et  dans  l'espace,  à  des  choses  voisines  de  nous,  à  moins  que 
nous  ne  prétendions  substituer  un  Univers  de  définition  à  celui 
dont  l'induction  nous  permet  de  pénétrer  une  faible  partie. 

Le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  une  fois  posé,  l'au- 
teur en  développe  les  conséquences  :  c'est,  d'abord,  toute  la  Mé- 
canique, puisque  le  principe  de  d'AJembert  peut  être  considéré 
comme  une  de  ces  conséquences,  en  regardant  tous  les  mouve- 
ments d'un  système,  compatibles  avec  les  liaisons,  comme  satisfai- 
sant au  principe  de  la  conservation.  Plusieurs  des  problèmes 
classiques  de  la  Mécanique  rationnelle,  particulièrement  impor- 
tants sont  d'ailleurs  développés  avec  détail.  Deux  Chapitres  sont 
consacrés  au  mouvement  et  à  l'équilibre  des  fluides;  l'auteur 
insistera  naturellement  sur  le  rôle  que  la  notion  de  travail  joue 
dans  l'interprétation  des  propriétés  de  ces  corps  :  l'étude  des  pro- 
priétés mécaniques  des  fluides  se  relie  naturellement  à  celle  des 
forces  moléculaires  et  de  l'élasticité,  qui  termine  la  partie  pure- 
ment mécanique  de  l'Ouvrage. 


(  '  )  PoiNCARÉ,  Les  idées  de  Hertz  sur  ta  Mécanique  (  Revue   générale  des 
Sciencesy  3o  seplen^bre  1897). 
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Dans  la  seconde  Partie,  Fauteur  passe  ensuite  en  revue  les 
diverses  parties  delà  Physique  :  Chaleur,  Électricité,  Magnétisme 
et  Lumière.  C'est  un  intéressant  résumé  de  Physique  niathéma- 
lique,  que  nous  nous  contentons  de  signaler.  J.  T. 


LAMB  (H.).  —  Arc  elbmbntary  course  of  infinitksimvl  Calculus.  Un  vol. 
petit  in-8*,  xx-6i6  p.  Cambridge,  Univcrsily  Press,  1897. 

L'auteur  dit  dans  sa  préface  qu'il  n'a  eu  l'intention  d'enseigner 
ni  la  Mécanique,  ni  la  Physique,  ni  l'Art  de  l'Ingénieur,  mais 
d'habituer  le  lecteur  au  genre  de  Mathématiques  que  l'on  fait  le 
plus  habituellement  en  Mécanique,  en  Physique,  ou  dans  le  métier 
d'Ingénieur.  Cette  phrase  me  paraît  caractériser  parfaitement  le 
livre  qu'il  a  voulu  faire,  et  qu'il  a  réussi  à  faire.  C'est  vraiment  un 
cours  élémentaire  de  Calcul  infinitésimal,  non  un  traité  d'Analyse: 
tout  ce  qui  n'est  pas  indispensable  a  été  délibérément  sacrifié; 
mais,  à  coup  sûr,  Tauteur  range,  parmi  les  choses  indispensables, 
la  clarté  et  la  correction  des  démonstrations;  son  livre  n'est  pas 
non  plus  un  recueil  de  recettes,  et  il  n'est  pas  douteux  que  l'étu- 
diant en  Mathématiques,  celui  même  qui  a  l'intention  de  pour- 
suivre des  études  théoriques,  ne  puisse,  avant  d'aborder  des 
traités  plus  complets,  tirer  un  excellent  parti  de  ce  livre,  d'une 
part  pour  acquérir  une  vue  d'ensemble,  d'autre  part  et  surtout 
pour  se  familiariser  par  de  nombreux  exemples  simples,  gradués, 
intéressants,  avec  le  maniement  des  formules  et  des  méthodes  les 
plus  élémentaires  et  les  plus  usuelles  du  Calcul  diflerenliel  et  in- 
tégral. C'est,  à  ce  que  je  crois,  une  excellente  discipline  que  de 
s'habituer  à  l'usage  de  Toutil,  avant  de  pousser  un  peu  loin  les 
études  théoriques.  L'exposition  est  d'ailleurs  bien  appropriée  à  la 
classe  de  lecteurs  que  M.  Lamb  a  eue  en  vue. 
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G.  Lejel'nk  Dirichlht's  Werkr,  herausgegeben  auf  Veranlassung  dcr  K.  P. 
Akademie  der  Wissenscliaflen  von  A.  Kronecker,  fortgesclzt  von  L.  Fuchs. 
Zweiler  Band.  In-4%  x-422  p.  Berlin,  G.  Reimer,  1897. 

Le  Volume  que  nous  avons  sous  les  jeux  et  qui  lermine  la 
publicalion  commencée  par  Kronecker  se  compose  de  deux  Par- 
lies  distinctes.  La  première,  qui  fait  suite  au  premier  Volume, 
comprend,  dans  leur  ordre  chronologique,  les  Mémoires  publiés 
par  Dirichlet  lui-même;  elle  s'étend  depuis  le  Mémoire  Ueber  die 
Stabilitàt  des  Gleichgewichts,  publié  en  janvier  1846  dans  le 
Journal  de  C relie,  jusqu'à  la  Démonstration  nouvelle  d\ine 
proposition  relative  à  la  théorie  des  formes  quadratiques  et 
aux  Untersuchungen  ilber  ein  Problem  der  Ilydrodynamik, 
publiées  en  iSS^.  M.  Kronecker,  qui  avait  commencé  la  publica- 
tion, avait  l'intention  d'y  joindre  toutes  les  traductions  si  nom- 
breuses des  Mémoires  de  Dirichlet  qui  ont  paru  en  France  par  les 
soins  et  dans  le  Journal  de  Liouville  ;  M.  Fuchs  qui,  après  la 
mort  si  regrettée  de  Kronecker,  a  été  chargé  par  l'Académie  de  Ber- 
lin de  continuer  la  publication,  s'est  bgrné  à  publier  les  CEuvres 
originales  et  il  a  rejeté  à  la  fin  du  Volume  la  liste  des  traductions 
dont  la  publication  aurait  fait  double  emploi.  On  ne  saurait  le 
regretter,  la  connaissance  de  la  langue  allemande  étant  aujourd'hui 
très  suffisamment  répandue. 

La  seconde  Partie  comprend  l'Éloge  de  Dirichlet,  prononcé  par 
Kummer,  en  1860,  devant  l'Académie  de  Berlin;  quelques  travaux 
publiés  après  la  mort  du  grand  géomètre,  en  partie  les  Untersuchun- 
gen liber  ein  Problem  der  Ilydrodynamik ,  dont  nous  devons 
l'impression  à  M.  R.  Dedekind;  différents  morceaux  moins  éten- 
dus; la  correspondance  entre  Gauss  et  Dirichlet,  entre  Dirichlet 
et  Kronecker;  quelques  lettres  échangées  entre  A.  de  Humboldt 
et  Dirichlet;  on  a  laissé  de  côté,  dans  cette  dernière  correspon- 
dance, tout  ce  qui  n'a  pas  un  intérêt  purement  mathématique.  Les 
indications  données  dans  la  préface  par  M.  Fuchs  montrent  avec 
quel  soin  la  publication  a  été  dirigée  et  par  lui-même  et  par  les 
collaborateurs  qui  lui  ont  prêté  leur  concours  pour  telle  ou 
telle  partie  de  l'Ouvrage. 
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SUR  LA  MÉTHODE  D'APPROXIMATION  DE  LA6UERRE; 

Par  m.  Emile  BOHEL. 

Dans  un  Mémoire  (*)  publié  en  i8So,  Laguerre  a  indiqué  une 
méthode  d'approximation  qui  s^applique  seulement  aux  équations 
algébriques  ayant  toutes  leurs  racines  réelles,  mais  qui  Ta  néan- 
moins conduit  à  des  résultats  importants  (^).  Dans  l'édition  des 
Œuvres  de  Laguerre,  publiée  sous  les  auspices  de  TAcadémie 
des  Sciences  (•),  M.  Hermite  a  consacré  à  ce  Mémoire  une  Note 
des  plus  intéressantes  dans  laquelle  il  établit  les  résultats  fonda- 
mentaux de  Laguerre  par  une  méthode  nouvelle  et  plus  directe, 
Uoe  étude  approfondie  de  cette  dernière  méthode  m*a  conduit 
à  penser  qu'en  modifiant  légèrement  la  forme  de  l'exposition,  il 
serait  possible  à  la  fois  de  rendre  presque  intuitif  le  résultat  de 
Laguerre  et  de  montrer  qu'il  donne  la  solution  complète  d'un 
problème  important. 

Désignons  par 

une  équation  de  degré  n  qui  a  toutes  ses  racines  réelles;  par  a^  //, 
r,  . .  .,  /  ces  n  racines,  distinctes  ou  non,  et  par  x  un  nombre 
que:lconque.  Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  x  compris 


(  *  )  Sur  une  méthode  pour  obtenir  par  approximation  les  racines  d'une 
ér/uation  algébrique  gui  a  toutes  ses  racines  réelles  {Nouvelles  Annales  de 
Ma  t  hé  ma  t  iq  ues,  1880). 

{')  Parmi  ces  résultats,  je  citerai  la  formule  approchée 

TX                                    X- 
cos  —  :  -- 1 » 


-(x-O^Î-., 


qui   donne  la  valeur  du  cosinus,  x  étant  compris  entre  o  et  i,  avec  une  erreur 
inftTicure  à  o,ooo3. 

t  M  ^iiui'res  de  Laguerre,  t.  1.  î'aris,  Gautliior-Villars:  lî^î.);. 
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entre  deux  racines  (*)cle  l'équation  (i)  et  nous  nous  proposons  de 
trouver,  pour  chacune  de  ces  deux  racines,  une  valeur  plus 
approchée,  et  approchée  dans  le  même  sens  que  x.  En  d^autres 
termes,  nous  cherchons  un  intervalle  comprenant  x  et  ne  renfer- 
mant aucune  racine  de  Téquation  (i). 

Voici  comment  nous  procéderons,  d'après  Laguerre  et  M.  Her- 
raite. 

Nous  avons 

f{x)        X — a       X  —  b       '"       X — / 
f"'(x)-f(,x)f{x)  I  ,  I  ,  ,  I 


Posons 

(^)  7(77-^'     îTxnpi -•''      ^^''' 

nous  pourrons  écrire 

(4)  a  -f-  p  -4-...-f-X  =  A, 

(5)  aï+p*H-...-i-X»=B». 

Par  hypothèse,  les  quantités  a,  p,  . .  .,  X  sont  réelles;  on  en^ 
conclut,  par  exemple, 

l«l<B, 
et,  par  suite, 

C'est  en  généralisant  ce  premier  résultat  que  Laguerre  a  été 
conduit  à  son  théorème,  que  nous  allons  démontrer  d'une  manière 
différente. 

Écrivons  l'équation  (4)  sous  la  forme 

p  -h . . . -H  X  =  A  —  a 

(')  Dans  le  cas  où  x  serait  supérieur  à  la  plus  grande  ou  inférieur  à  la  plus 
petite  racine  de  Tdquation,  on  pourrait  changer  x  en  —  dans  Téquation  (i)  et 

X 

l'on  serait  ramené  au  cas  que  nous  traitons.  Voir  Œiwres  de  Laguerre,  p.  89. 
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el  supposons  que  a  ail  une  valeur  déterminée;  les  nombres  réels 
p,  . . . ,  X  sont  donc  assujettis  à  avoir  une  somme  constante.  Dès 
lors,  si  nous  considérons  l'expression 

cette  expression  sera  minimum  pour  fi  = . . .  =  a  =  i . 

Nous  pouvons  donc  affirmer  que,  les  nombres  réels  a,  p,  . .  . ,  a 

vérifiant  la  relation  (4)9  on  a 

/A  —  a  \  ' 
(6)  ^'^       "' 


?*+•••+ '■•s(«->)(^y 


l'égalité  ayant  lieu  seulement  lorsque  les  nombres  p,  . . . ,  X  sont 
égaux. 

Si  nous  tenons  compte  de  la  relation  (5),  Tinégalité  (fi)  devient 

(/i  — i)(B«— a«):^(A  — a)î 

ou  enfin 

/lot*—  'aAœ  -+-  A' —  {n  —  i)B»^o. 

Désignons  par  -h  a'  et  —  a"  les  deux  racines  du  trinôme  du 
second  degré  en  a  qui  forme  le  premier  membre  de  cette  inéga- 
lîlë  (*);  on  aura  certainement  ow  bien 

OU  bien 

a  <  —  a". 

Les  relations  (i>. )  prouvent  dès  lors  que  Ton  a  on  bien 


ou  bien 


//  ^^.    r  -i—   . — 


«<.r_^. 


D'ailleurs  a  est  une  racine  quelconque  de  Téquation  donnée. 

Les   nombres  x 7  et  x  -\ — -,  sont  précisément   les  valeurs 

a.  a  * 

approchées  que  Laguerre  a  proposées  pour  les  deux  racines  qui 

comprennent  le  nombre  x.  Il  a  montré,  de  plus,  par  des  exemples 


(  '  )   On  s'assure  aisément  que,  en  vertu  des  hypothèses  faites,  ces  deux  racines 
sont  de  signes  contraires. 
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auxquels  on  est  ainsi  conduit  sont  assez  pénibles  cl  paraissent 
exiger  la  résolution  d'équations  dont  le  degré  dépasse  deux.  A. 
moins  de  résoudre  ces  équations  elles-mêmes  par  approximation, 
ce  qui  paraît  êlre  une  voie  bien  détournée,  ces  généralisations  ne 
semblent  guère  pratiques.  Sans  rechercher  si  elles  n'ont  pas  d'in- 
térêt théorique,  nous  pouvons  conclure  que  la  méthode  d'approxi- 
mation de  Laguerre  est  la  méthode  générale  la  plus  parfaite  (*) 
pour  les  équations  dont  toutes  les  racines  sont  réelles. 

Les  exemples  numériques  donnés  par  Laguerre  montrent,  en 
efTet,  qu'une  seule  application  de  sa  méthode  fournit  souvent  une 
très  grande  approximation;  d'autre  part,  cette  méthode  est  simple    , 
et  d'une  perfection  théorique  absolue.  Aussi  paraît-elle  mériter 
à  tous  égards  d'être  mieux  connue. 

C'est  dans  l'espoir  de  contribuer  à  sa  diffusion  que  j'ai  écrit  cette 
petite  Note.  Elle  ne  saurait  d'ailleurs,  est-il  besoin  de  le  dire, 
remplacer  le  Mémoire  de  Laguerre  ni  le  Commentaire  de  M.  Her- 
mîte  qui,  remplis  d'aperçus  originaux  et  profonds,  seront  toujours 
consultés  avec  le  plus  grand  fruit  par  les  chercheurs. 


(')  II  est  clair  que,  pour  telle  équation  particulièrement  choisie,  une  autre 
méthode  pourra  être  préférable  au  point  de  vue  du  calcul  numérique. 
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GAAfBORG  (V.).  —  Logarithmetabbl  indeholdende  Logarithmer  og  An- 

TILOGARITHMER.    LOGARITHMERNE  TiL  DE  TrIGONOMETRISKE   FuNKTIONER.   Un 

vol.  in- 8".  Copenhague,  Hegel  et  Son,  1897. 

Les  Tables  de  logarithmes  et  d'antilogarilhmes  vont  de  i  à 
10 000  et  comportent  cinq  décimales  :  elles  sont  à  double  entrée; 
les  lignes  (au  nombre  de  5o  par  page)  et  les  colonnes  sont  groupées 
par  1,3,2,3,  1 .  Par  exemple,  pour  ce  qui  est  des  colonnes,  après 
la  colonne  qui  correspond  au  chiffre  o  il  j  a  un  blanc,  puis 
viennent  les  trois  colonnes  qui  correspondent  aux  chiffres  i,  2,  3, 
puis  un  blanc,  puis  deux  colonnes  répondant  aux  chiffres  4 
et  5,  etc.  De  même  pour  les  lignes.  C'est  une  disposition  qui 
semble  extrêmement  commode  pour  les  recherches.  Les  différences 
ne  sont  écrites  que  pour  le  nombre  qui  termine  une  ligne  et  celui 
qui  commence  la  suivante.  Cela  est  parfaitement  suffisant  :  il  y  a 
d'ailleurs  des  Tables  de  parties  proportionnelles.  Je  crois  inutile 
de  m'étendre  sur  les  services  que  peut  rendre  une  Table  d'anti- 
logarithmes  un  peu  étendue.  Deux  doubles  pages  à  la  fin  du 
Volume  contiennent  une  Table  de  logarithmes  et  d'antilogarilhmes 
à  quatre  décimales,  allant  de  1  à  1000.  Ces  Tables,  que  Ton  n'a 
pas  à  feuilleter,  sont  extrêmement  précieuses  pour  les  calculs 
pratiques  qui  ne  demandent  qu'un  petit  nombre  de  figures.  Les 
Tables  trigonométriques  vont  de  minute  en  minute.  Un  degré  est 
entièrement  contenu  dans  une  page. 

L'impression  est  claire  et  bien  soignée.  J.   T. 


Li)VE  (A.).  —  Theoretical  Mecanics  an  introductory  Treatise  on  the 
principles  of  Dynamics  witii  applications  and  numerous  examples.  Un 
vol.  in-8",  w-'iyij  p.  Cambridge,  Universily  Press,  1897. 

S'il   importe   assurément,    pour   la    bonne  constitution    d'une 
Science  qui  prétend  au  litre  de  rationnelle,  que  les  postulats  en 

IIull.  des  Sciences  mathém.,  a»  série,  t.  XXII.  (Février  1898.)  a 
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soient  rédiiils  au  moindre  nombre  possible,  il  importe  encore  plus 
que  ces  postulats  soient  clairs.  C'est  de  celte  clarté,  comme  de  la 
netteté  et  de  la  précision  des  définitions,  que  M.  Love  semble 
s'être  particulièrement  occupé  dans  le  Traité  élémentaire  que 
nous  signalons;  aussi  la  lecture  de  son  Livre  est-elle  intéressante 
et  profitable. 

Tout  d*abord  les  choses  sont  bien  distinguées;  ce  que  l'on  pour- 
rait  appeler   Tinlroduclion    géométrique    de     la     Mécanique,    la 
théorie  de  l'équivalence    des  systèmes   de    vecteurs,  est  trailé  à 
part,   indépendamment  de    la  Cinématique  ou    de   la  Statique,  à 
laquelle  on  l'a  si  longtemps  rattachée.  La  Cinématique  n'intro- 
duit pas  d'autre  notion  étrangère  à  la  Géométrie  que  la  notion  de 
temps.  L'Auteur  adoptera,  pour  le  temps,  une  définition  arbitraire 
(temps  solaire  moyen)  qu'il  rattachera  plus  tard  à  celle  du  temps 
sidéral,  défini  par  l'angle  dont  la  Terre  a  lourné.  Pour  lui,  d'ail- 
leurs, le  mouvement  est  essentiellement  relatif.  La  question  de 
savoir  si  ces  mots  mouvement  absolu  ont,  ou  non,  un   sens  est 
d'ordre  métaphysique  ;  elle  se  lie  à  la  notion  d'espace  ;  ceux  mêmes 
qui  ne  sont  pas  certains  qu'il  faut  la  résoudre  nettement  par  la 
négative,  comme  fait  M.  Love,   reconnaîtront  volontiers  qu'elle 
comporte  beaucoup  d'obscurités  et  de  difficultés,  tandis  que  la 
notion  d'un  mouvement  relatif  à  un  repère  matériel  est  très  claire. 
M.  Love  évite  les  difficultés  que   comporte  le  point  matériel 
considéré  comme  un  point  à  la  fois  mathématique  et  physique,  en 
considérant  une  particule  (particle)  de  dimensions  très  petites, 
mais  finies,  dont  il  définit  l'accélération  moyenne.  Celte  accéléra- 
tion, considérée  comme  un  vecteur  dont  l'origine  est  au  centre  de 
gravité  de  figure  (centroïd)  de  la  particule,  est  l'accélération  de 
cette  particule.  Il  admet  que  l'accélération  d'une  particule  (par 
rapport  à  un  certain  repère)  dépend  de  la  position  par  rapport  à 
ce  même  repère  d'autres  corps  matériels  :  c'est  ce  qu'on  entend 
quand  on  dit  que  ces  derniers,  agissant  sur  la   particule,    pro- 
duisent son  accélération.  Le  postulat  de  l'action  et  de  la  réaction, 
dans  le  cas  où  il  y  a  deux  particules  en  présence,  permet,  en  com- 
parant les  accélérations,  de  définir  le  rapport  des  masses  de  deux 
particules.   Si  l'on  considère  trois  particules  i ,  r',  v'' ,  le  rapj)ort 
des  masses  de  v  et  de  v" ^  divisé  par  le  rapport  des  masses  de  v'  et 
de  v"^  doit  être  égal  au  rapport  des  masses  de  r  cl  de  r'.  Celle  pro- 
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position  équivaut  à  un  postulai  relatif  aux  accélérations  que 
peuvent  prendre  trois  [)articules  matérielles,  en  verlu  de  leurs 
actions  mutuelles,  quand  on  supprime  successivement  Tune  de 
ces  particules.  Ce  postulat  admis,  la  masse  peut  être  définie 
comme  un  nombre,  dès  qu'on  aura  choisi  le  corps  que  l'on  regar- 
dera comme  ayant  une  masse  égale  à  i .  La  force  exercée  sur  une 
particule  matérielle  par  les  corps  en  présence  est  un  vecteur  égal 
au  produit  du  vecteur-accélération  par  la  masse,  et  ayant  son  ori- 
gine au  point  matériel  considéré.  Si  plusieurs  corps,  agissant  sur 
une  particule  matérielle,  produisaient,  en  agissant  isolément 
chacun,  une  certaine  accélération,  l'accélération  produite  parées 
corps  agissant  ensemble  sera  la  somme  géométrique  des  premières 
accélérations;  d'où  le  principe  de  la  composition  des  forces. 

La  force  ainsi  définie  est  relative  au  repère  choisi;  il  faut 
admettre  qu'il  existe  un  système  d'axes  tel  que  les  postulats  pré- 
cédents soient  vérifiés.  C'est  là  un  point  capital,  sur  lequel  M.  Love 
insiste  fortement  à  plusieurs  reprises.  C'est  un  tel  système  d'axes 
que  M.  Painlevé  désigne  sous  le  nom  d^axes  absolus  dans  l'ex- 
posé vraiment  lumineux  et  philosophique  qu'il  a  mis  en  tête  de 
ses  Leçons  sur  /^Intégration  des  équations  différentiel /es  de  /a 
Mécanique,  il  y  a  toutefois,  entre  l'exposition  que  nous  analysons 
et  celle  de  M.  Painlevé,  une  différence  assez  importante.  Pour  ce 
dernier,  la  notion  de  masse  est  une  notion  expérimentale  à  peu 
près  du  même  ordre  que  les  notions  de  longueur  et  de  temps; 
elle  nous  est  fournie,  si  l'on  veut,  par  l'usage  de  la  balance.  Le 
principe  de  l'action  et  de  la  réaction  n'aura  donc  pas  pour  lui  le 
caractère  primordial  que  lui  attribue  M.  Love  et  rien  n'empêchera 
d'en  faire  abstraction  dans  l'étude  de  certains  mouvements,  pourvu 
qu'on  ait  aflaire  à  un  système  de  mesures  des  longueurs  et  des 
temps,  d'une  part,  et,  d'autre  part,  à  un  système  d'axes  pour 
lequel  s'applique  la  règle  de  Newton  relative  à  la  composition  des 
accélérations.  La  force  relative  à  une  particule  matérielle  se  défi- 
nira toujours  comme  le  produit  par  la  masse  du  vecteur-accélé- 
ration, et  il  est  bien  entendu  que  le  système  de  mesure  des  masses 
devra  vérifier  la  condition  suivante  :  la  masse  de  deux  corps 
réunis  est  égale  à  la  somme  des  masses  de  ces  deux  corps.  A  ce 
point  de  vue  toutefois,  le  principe  de  l'action  et  de  la  réaction 
permettra  d'expliquer  comment  on  mesure  les  masses  et  d'en  jus- 
tifier la  notion. 
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Quoi  qu'il  en  soil,  celte  même  notion  est,  chez  M.  Love,  Tobjet 
d'une  critique  très  intéressante,  que  l'on  trouvera  dans  une  Note 
(p.  i40)  ^^  ^'  ^^^^^^  ^6  '^  conception  de  la  matière  comme  con- 
tinue, conception  qu'il  adopte,  ainsi  qu'a  fait  KirchhofT,  dans  sa 
Mécanique,  et  de  l'opposition  de  cette  conception  avec  la  théorie 
moléculaire.  Pour  définir  la  densité  en  un  point,  il  faut  admettre 
que,  lorsqu'on  considère  des  volumes  qui  entourent  le  point  et 
s'en  rapprochent  de  plus  en  plus,  la  matière  contenue  dans  ces 
volumes  tend  de  plus  en  plus  à  être  homogène,  et  cette  supposi> 
tion,  poussée  jusqu'au  bout,  est  assurément  inconciliable  avec 
l'hypothèse  moléculaire.  Si  l'on  ne  veut  pas  rejeter  cette  dernière, 
il  faut  admettre  que  l'homogénéité  ne  devient  de  plus  en  plus 
parfaite,  dans  les  corps  de  plus  en  plus  petits,  que  dans  les  limites 
de  nos  expériences,  qui  restent  dans  des  domaines  incomparable- 
ment grands  par  rapport  aux  dimensions  hypothétiques  des  mo- 
lécules. Que  nous  puissions  parler  de  la  masse  de  corps  très  petits, 
mais  de  dimensions  finies,  cela  est  hors  de  doute;  mais  il  n'appar- 
tient pas  à  la  Mécanique  de  dire  si  l'on  peut  attribuer  un  sens 
physique  à  ces  mois  :  La  masse  dUine  molécule. 

On  voit  que  M.  Love  est  un  esprit  très  prudent  :  cette  même 
prudence  se  retrouve  à  la  fin  du  Volume,  lorsque  l'Auteur  traite 
du  svstème  d'axes  absolus  ayant  pour  origine  le  centre  de  gra- 
vité du  système  solaire  et  des  directions  invariables  par  rap- 
port aux  étoiles  fixes.  C'est  dans  ce  système  d'axes,  et  pour  le 
monde  solaire,  que  valent  les  postulats  de  la  Mécanique  et  l'hy- 
pothèse de  la  gravitation,  qui,  en  dehors  du  monde  solaire,  n'est 
nullement  établie,  malgré  les  observations  relatives  aux  étoiles 
doubles,  qu'on  escompte  un  peu  Iroj).  Cette  assertion  très  sage 
repose  quelque  peu  des  spéculations  sur  l'Univers,  auxquelles  on 
ne  parviendra  jamais  à  habituer  ceux  qui  sont  persuadés  du  carac- 
tère essentiellement  relatif  et  borné  de  nos  connaissances. 

L'Auteur  a  désormais  ce  qu'il  lui  faut  pour  écrire  les  équations 
de  la  Mécanique  et  pour  développer  les  notions  qui  en  résultent  : 
travail,  énergie  potentielle  ou  acluelle,  systèmes  conservatifs  ou 
non  conservatifs,  positional  ou  motional  forces,  etc..  Notons, 
en  passant,  le  soin  qu'il  met  à  donner  quelques  notions  très  élé- 
mentaires sur  les  systèmes  déformables  :  il  n'entre  pas  dans  la 
ihéorie  de  Télaslicité,  mais  il  avertit  tout  au  moins  le  lecteur  de 
l'existence  de  cette  théorie,  dont  on  sait  qu'il  est  un  maître.  Les 
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ihéories  générales  sonl  ensuite  appliquées  au  mouvement  de  par- 
ticules libres  ou  gênées;  plusieurs  paragraphes  sont  consacrés  au 
mouvement  des  planètes.  L'élude  du  mouvement  d'un  corps  solide 
n'est  faite  que  dans  le  cas  où  le  mouvement  s'effectue  parallèle- 
ment à  un  plan  fixe.  M.  Love  traite  ensuite  des  percussions, 
des  petites  oscillations,  du  mouvement  d'une  chaîne. 

Un  dernier  Chapitre  se  rapporte  au  mouvement  relatif  à  la 
Terre,  au  pendule  de  Foucault,  à  la  gravitation.  L'Auteur  y  revient 
sur  la  relativité  de  la  force  et  sur  le  svslènie  d'axes  pour  lequel 
sont  réalisés  les  postulats  de  la  Mécanique.  Un  Appendice  con- 
tient les  renseignements  indispensables  sur  les  systèmes  d'unités. 

Un  très  grand  nombre  d'exercices,  applications  immédiates 
ou  véritables  problèmes,  sont  répandus  dans  le  texte  ou  rassemblés 
à  la  fin  des  Chapitres.  Ces  exercices,  qui  ont  été  donnés  pour  la 
plupart  aux  examens,  ajoutent  beaucoup  de  prix  au  Livre  de 
M.  Love. 

Ce  Livre  a  été  fait  pour  les  commençants;  l'Auteur,  qui  le  dé- 
clare expressément  dans  la  Préface,  pousse  le  scrupule  jusqu'à 
indiquer  dans  quel  ordre  les  matières  doivent  être  étudiées  et  ce 
qu*il  convient  de  passer  à  une  première  lecture.  J.  T. 


VlLLIÉ.  —  Compositions  d'Analyse,  Cinématique,  Mécanique  et  Astrono- 
mie,  DONNÉES  depuis    1889  A   L\   SORBONNE    POUR   LA   LICENCE  ÉS    SCIENCES 

(Énoncés  et  solutions).  Troisième  Partie.  Un  vol.  in-S'*:  x-3oo  p.  Paris, 
Gauthier- Villars  et  fils,  1898. 

11  n'y  aura  jamais  trop  de  recueils  d'exercices.  Celui  dont 
M.  Villié  publie  le  troisième  Volume  est  essentiellement  adapté  à 
la  préparation  de  la  Licence  es  Sciences  mathématiques;  il  rendra 
d'incontestables  services  soit  aux  candidats,  soit  à  ceux  qui  sont 
chargés  de  diriger  leur  travail  :  chaque  Partie  de  rOuvrage 
offre  un  ensemble  d'exercices  dont  le  choix  ne  saurait  être 
meilleur,  puisque  c'est  celui  même  qui  a  été  fait  par  les  exa- 
minateurs. Cela  peut  être  entendu  de  deux  façons  :  aucun  choix 
ne  peut  être  meilleur  pour  préparer  le  succès  à  l'examen,  puisque, 
sans  doute,  les  questions  futures  seront  du  même  ordre  de  diffi- 


/'  f  KhlHEKI:    PAKTIE. 

«  *tU*\  lyt*'  !*'•  qu'r^ttiori^  [>;# •*r»-»  #rl  m^me  leur  ressemblcronl  quelque 
(»*:ii.  *\*;  l'rriip-  /m  f'rfiip».  Aucun  choix  oe  f>eul  élre  meilleur  Don 
\t\u^.  ffHrf'.t'.  qii*;  U'«  frx^ifnirtifi^iir^  ^o^t  «ans  doule  les  meilleurs 
|>o«4*>ililc^.  #îri  -ïori  •  qu'il  ^r^i  bon  pour  le*  étudiants  de  traiter  ces 
i:\t:rrii'j'ii.  uoii   ^f:ti\*:tfifrfii   pour  être  rerii*  à  leur  examcD,  mais 
#rnr:orc  pour  apprendre  le^  Mathématique^  et.  â  la  vérilé,  en  lisant 
les  énoncé'»,  on  ne  peut  nrinquer  d'être  frappé  de  leur  intérêt,  de 
leur  \ariété,  de  l'élévalion  quiN  manifestent  dans  l'enseignement 
matliémalirpir'.  f-ri  niêuie  lemp<^  que  de  la  mesure  avec  laquelle  ils 
ont  éié  #'lioi''i'».  J*»  uc  *ais  de  quelle  faron  M.  Villié  a  entendu  la 
phrase  que  je  vien-»  de  cil*'r.  mais  il   ne  faut  pas  en  regretter  le 
double  sens    puisrpie.  aussi   bien,   les  deux  sens  en  sont   vrais. 
(  hiant  aux  solutions,  il  y  aurait  assurément  quelque  mauvais  goût 
à  en  eofuplimenler  TAuleur,  dont  le  but  évident  a  été  de  faire  un 
livre  utile. 

Les  sujets  ont  été,  comme  dans  les  précédents  Volumes,  classés 
par  ordre  de  matières.  Voici  les  titres  des  Chapitres;  les  numéros 
(pli  les  suivent  indicpient  le  nombre  de  problèmes  traités  dans 
charpie  (Chapitre  : 

Analyse,  —  (Quadratures  (lo).  — Equations  différentielles  (i  i). 
Kquations  aux  dérivées  partielles  (9).  —  Trajectoires  orthogo- 
nales (3).  —  Hayons  de  courbure  et  lignes  de  courbure  (5).  — 
IJf^nes  asymploli(pies    et  lij^ncs   géodésiques  (7).  —   Questions 
<liverses  ((>).  —  Variables  imaginaires  (i4)- 

Cinvmatitjue,  —  Mouvement  plan  (16).  —  Mouvement  d'un  svs- 
lèuKî  invariable  autour  d'un  point  fixe  (2).  —  Mouvement  général 
d'un  syslènie  invariable  (1 1). 

Mcctinit/ur.  -  Mouvement  d'un  point  (9).  —  Mouvement  d'un 
corps  solide  (i«^).  —  Dvnamique  des  systèmes  (9). 

Asironomir.  —  Vingl-six  applications  numériques;  cette  Par- 
lie  a  été  rédigée  par  M.  fabbé  Sloffaës,  professeur  d'Astronomie  à 
la  Faculté  libre  îles  Sciences  de  Lille.  J.   T. 
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CAVLEY(A.).  —  TiiE  collected  matiiematical  Papers.    Vol.  XIII.  In-4'*; 
xvi-560  p.  Cambridge;  at  the  University  Press,  1897. 

CZg  V^olume  est  le  dernier  de  la  piiblicalion  magistrale  destinée  à 
conserver,  à  présenter,  dans  son  ensemble  et  dans  sa  suite  logique, 
roeiivre  si  considérable  de  Tilluslre  Cajley.  Comme  les  précédents, 
il  se  recommande  par  les  soins  et  Texactilude  que  M.  Forsyth  a 
mis  «.  reproduire  les  différents  travaux;  comme  les  précédents 
enoojfc,  il  contient,  rangés  dans  leur  ordre  chronologique,  des 
Mémoires  plus  ou  moins  étendus  se  rapportant  aux  sujets  les  plus 
dix^eirs  :  Géométrie  analytique.  Calcul  intégral.  Hydrodynamique, 
Alg-^lore  supérieure,  Fonctions  elliptiques,  Géométrie  infinilési- 
inal^  ,  Théorie  de  la  représentation  conforme.  Théorie  des  substi- 
tu Lions  et  des  groupes.  Théorie  des  déterminants.  Théorie  des 
no  ni  Lïres,  Astronomie,  Trigonométrie,  Cinématique.  Cayley  a 
louché  è  tous  les  sujets  et  partout  il  a  semé  des  idées  ingénieuses 
et  fécondes,  provoqué  des  recherches  ou  obtenu  des  résultats  qui 
resteront.  La  publication  de  ses  967  Mémoires  fait,  à  coup  sûr,  le 
plus  grand  honneur  aux  géomètres  anglais  qui  l'ont  conduite  avec 
tant  de  zèle  et  de  rapidité;  elle  constitue,  en  même  temps  qu'un 
nom  mage  légitime  rendu  à  un  grand  géomètre,  leur  compatriote, 
lin  :s^rvice  éclatant  rendu  à  une  science  qui  est  partout  cultivée. 

G.   D. 


"  ^*^ttD  et  SLNfART.  —  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  va- 
•^■-^BLEs  INDÉPENDANTES.  T.  I,  iv-244  p.  in-8".  Parls,  Gauthier-Villars  cl 
^'«Is,   ,897. 

*^«fc    théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux,  variables  indé- 
pendantes, à  laquelle  M.   Nœther  et,  ensuite,  M.  Picard  avaient 
consacré  d'importants  iMémoires,  a  donné  lieu,  dans  ces  dernières 
anaétis  et  surtout  en  Italie,  à  de  nombreux  et  intéressants  Tra- 
vaux. 

*-e  grand  nombre  de  résultats  acquis  pourrait,  à  première  vue, 

laire  croire  (|ue  Ton  se  trouve  en  présence  d'une  théorie  netle- 

^^^ni  établie  et  demandant  seulement  à  être  développée.  Malhcu- 
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reusement,  il  n'en  est  point  ainsi  et  cela  tient  à  ce  que  les  fonc- 
tions algébriques  de  deux  variables  peuvent  s'étudier  en  se  plaçant 
à  des  points  de  vue  très  différents.  Comme  cela  avait  déjà  eu  lieu 
pour  une  seule  variable  on  est  conduit  à  des  questions  de  Géométrie 
ordinaire,  de  Géométrie  de  situation,  d'Algèbre  et  enfin  de  Calcul 
intégral,  quand  on  cherche  à  étudier  les  intégrales  simples  ou 
multiples  susceptibles  de  généraliser  les  propriétés  des  intégrales 
abéliennes.  Il  suit  de  là  que  les  résultats  auxquels  on  est  arrivé 
semblent  bien  difficiles  à  coordonner  de  façon  à  constituer  une 
véritable  ihéorie,  même  incomplète,  des  fonctions  algébriques  de 
deux  variables. 

D'après  ce  que  Ton  en  peut  juger  par  le  Tome  I,  le  Livre  dans 
lequel  MM.  Picard  et  Simart  se  proposent  comme  seul  but  «  de 
donner  une  idée  de  l'état  actuel  de  la  Science  sur  une  question 
qui  mérite  de  tenter  l'effort  de  nombreux  chercheurs  »  peut  être 
considéré  comme  une  tentative  heureuse  de  constitution  •  d'une 
telle  théorie. 

Sans  doute,  elle  n'a  pas  encore  la  netteté  de  certaines  théories 
classiques  et  présente  quelques  lacunes,  mais  après  une  lecture 
attentive,  nécessitée  par  la  nature  délicate  des  questions  traitées, 
on  arrive  néanmoins  à  y  trouver  une  réelle  unité. 

Les  auteurs  sont  arrivés  à  ce  résultat  en  se  plaçant  systématique- 
ment, autant  que  cela  leur  a  été  possible,  au  point  de  vue  trans- 
cendant qui  avait  déjà  été  adopté  presque  exclusivement  par 
M.  Picard  dans  ses  recherches  antérieures.  Ce  sont  alors,  soit  des 
intégrales  multiples,  soit  des  intégrales  de  différentielles  totales 
qui  servent  de  trait  d'union  à  bien  des  problèmes  qui  auparavant 
semblaient  n'avoir  rien  de  commun  entre  eux. 

Ces  intégrales  méritent  d'ailleurs  d'être  étudiées  pour  elles- 
mêmes  puisqu'elles  constituent,  dans  différentes  direclions,  des 
généralisations  des  intégrales  abéliennes,  et  il  arrive  parfois  qu'elles 
permettent  d'établir  d'une  façon  presque  intuitive  des  propriétés 
importantes  qui  avaient  exigé  des  démonstrations  très  pénibles 
quand  on  s'était  placé  exclusivement  au  point  de  vue  algébrique. 

Dans  la  théorie  des  intégrales  abéliennes,  traitée  à  la  façon  de 
Riemann,  les  questions  de  Géométrie  dans  l'espace  à  trois  dimen- 
sions jouent  un  rôle  capital.  En  suivant  les  mêmes  idées,  on  est 
conduit,  dans  le  cas  de  deux  variables,  à  étudier  des  questions  ana- 
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logiies  raaJs  dans  des  hyperespaces  à  cinq  dimensions.  Il  n'y  a 
plus  ici  les  simplifications  qui  existaient  dans  le  cas  d'une  variable 
et  qui  provenaient  de  ce  que  l'on  était  dans  l'espace  ordinaire; 
il  faut  alors  raisonner  d'une  façon  générale,  c'est-à-dire  faire  de  la 
Géométrie  de  situation  dans  l'espace  à  n  dimensions. 

C'est  à  cette  étude  que  les  auteurs  ont  consacré  les  deux  pre- 
miers Chapitres  de  leur  Livre. 

Dans  le  premier  :  Des  intégrales  multiples  de  fonctions  de 
plusieurs  variables,  ils  se  sont  proposé  de  définir  d'une  façon  pré- 
cise ce  que  l'on  doit  entendre  par  intégrale  multiple  d^ ordre  m 
dans  U espace  à  n  dimensions  {m^n)  en  s'attachant  surtout  à 
l'étude  des  équations  d^intégrabilité  qui  expriment  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'elles  ne  dépendent  que  des 
limites.  Le  cas  de  m  =  i  et  ensuite,  en  donnant  quelques  notions 
indispensables  sur  les  variétés  k  n  —  i  dimensions,  celui  de 
m  =  n  —  I  sont  étudiés  en  détail. 

Les  cas  intermédiaires,  étudiés  pour  la  première  fois  par 
M.  Poincaré,  sont  ensuite  traités  rapidement  en  se  bornant,  pour 
plus  de  simplicité,  aux  intégrales  doubles  et  triples. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  uniquement  à  la  Géométrie  de 
situation.  Une  variété  Sn-m  k  n  —  m  dimensions  dans  Tespace  à 
n  dimensions  (X|,  x^,  . . .,  Xn)  peut  se  définir  de  deux  façons, 
soit  par  l'ensemble  de  m  relations  distinctes  et  d'un  certain 
nombre  d'inégalités,  soit,  au  moins  dans  le  voisinage  d'un  point, 
par  les  expressions  des  x  au  moyen  de  n  —  m  paramétres  qui 
peuvent  d'ailleurs  être  assujettis  à  vérifier  des  inégalités,  cette 
dernière  définition  conduisant  tout  naturellement  à  la  notion  de 
prolongement  analytique  d'un  espace  Sn-m- 

Dans  les  deux  cas,  ce  sont  les  inégalités  qui  donnent  naissance 
^ujL  frontières;  si  une  variété  y? /i/e  n'a  pas  de  frontière  elle  est 
dite  fermée. 

Dans  l'étude  des  fonctions  algébriques,  il  y  a  toute  une  caté- 
gorie de  variétés  qu'il  est  nécessaire  d'exclure  :  ce  sont  ces  variétés 
que  M.  Poincaré  appelle  unilatères  et  dont  l'exemple  classique 
est  donné  par  un  rectangle  replié  de  façon  à  faire  coïncider  en 
sens  inverses  deux  des  bords  opposés.  MM.  Picard  et  Simart  les 
appellent  variétés  doubles,  en  donnent  de  nouvelles  définitions  et 
montrent  que  toute  variété  définie  par  des  équations  et  inégalités 
rst  toujours  simple. 
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Après  avoir  défini  ce  qu'il  faut  enlendre  par  variété  d^ordre 
n  —  m  formant  frontière  sur  une  variété  d^  ordre  /i,  par  variété 
opposée  à  une  variété  donnée  et  par  variété  voisine  d^ une  autre 
variété,  ils  sont  en  mesure  de  donner  la  définition  précise  des 
nombres  de  Bettiqu\  expriment  les  différents  ordres  de  connexion 
d'une  variété  donnée,  par  rapport  aux  variétés  d'ordre  moindre 
quiy  sont  contenues  et  de  la  justifier  en  prouvant  que  chacun  d'eux 
est  indépendant  du  choix  particulier  de  variétés  qui  a  servi  à  le 
définir.  Ces  nombres  de  Belti  ont  une  signification  remarquable 
pour  les  intégrales  multiples  étendues  à  des  variétés  contenues 
dans  la  variété  donnée  : 

Pm  étant  le  nombre  de  Betti  relatif  à  l'ordre  m  pour  une 
variété  E,,,  l'entier  pm  —  i  ^-5/  le  nombre  des  périodes  distinctes 
d'une  intégrale  multiple  d'ordre  m  étendue  à  une  variété 
fermée  contenue  dans  E«. 

Cette  propriété  conduit  à  envisager  l'élude  des  connexions  sous 
un  nouveau  point  de  vue  et  permet,  comme  le  montrent  les 
auteurs  sur  des  exemples,  d'arriver  à  la  détermination  rigoureuse 
des  nombres  de  Betti  dans  des  cas  où  l'étude  directe  serait  impra- 
ticable. 

Pour  terminer  ce  Chapitre,  MM.  Picard  et  Simart  s'occupent 
d'une  question  qui  présente  un  grand  intérêt,  puisqu'elle  cor- 
respond à  une  réduction  du  nombre  des  nombres  invariants  qu'il 
faut  introduire  dans  la  théorie  qui  nous  occupe;  ils  démontrent 
d'une  façon  rigoureuse  que  le  premier  et  le  dernier  nombre  de 
Betti  relatifs  à  une  même  multiplicité  fermée  sont  égaux,  ce  qui 
n'est  qu'un  cas  particulier,  mais  qui  suffit  pour  la  suite,  d'un 
théorème  plus  général  démontré  par  M.  Poincaré  et  consistant 
dans  l'égalité  des  nombres  de  Belti  équidistants  des  extrêmes. 

Le  Chapitre  [II  est  consacré  à  l'extension  du  théorème  de 
Cauchy  aux  intégrales  doubles  de  fonctions  de  deux  variables 
complexes,  qui  est  due  à  M.  Poincaré,  et  à  l'étude  des  résidus 
des  intégrales  doubles  de  fonctions  rationnelles. 

On  y  trouve  la  démonstration  de  ce  théorème  : 

Tout  résidu  de  l'intégrale  double 

V  (  X,  y  )  dx  dy 


r  rv(x,  r)dx 
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où  P  et  A  sont  des  polynômes,  peut  être  regardé  comme  une 
période  cyclique  ou  logarithmique  d^une  intégrale  abélienne. 

En  dernier  lieu,  il  est  dit  quelques  mots  des  intégrales  de  difFé- 
renlielles  totales  de  fonctions  rationnelles  et  de  leurs  résidus. 

Le  Chapitre  IV  est  constitué  entièrement  par  la  réduction  des 
singularités  dUine  surface  algébrique  et  Tétude  des  invariants 
fournis  par  la  Géométrie  de  situation. 

Par  une  application  répétée  d'une  transformation  plane 

V  v       dy 

étudiée  par  M.  Vessiot,  et  en  se  servant  de  la  notion  généralisée 
de  perspective,  MM.  Picard  et  Simart  arrivent  à  démontrer  rapi- 
dement ce  théorème  fondamental  (')  : 

A    toute   surface   algébrique  on   peut  faire  correspondre 
birationnellement,  dans  l'espace  à  cinq  dimensions,  une  sur- 
face n^ ayant  aucune  singularité. 

Et  le  même  procédé  leur  montre  qu'à  toute  suif  ace  algébrique 
on  peut  faire  correspondre  birationnellement  une  autre  sur- 
face algébrique  n^ ayant,  comme  singularités,  qu'une  courbe 
double  avec  des  points  triples,  propriété  qui  leur  permettra  ulté- 
rieurement de  limiter  certaines  discussions  relatives  à  des  inlé- 
graies. 

Une  surface  algébrique  correspondant  à  une  variété  fermée  à 
quatre  dimensions  réelles  possède  donc  trois  nombres  de  Betli 

P\,      Pt^       P3- 

Mais  comme /?3  =  /?,    on  a    seulement   à  introduire    les   deux 

nombres 

Pi    *ît    Pi 


(  '  )  Je  viens  d'apprendre,  par  M.  Picard,  qu'il  se  propose  de  revenir  dans  le 
Tome  II  sur  la  réduction  des  singularités,  car  la  méthode  suivie  demande  quelques 
modincalions  dans  le  cas  où  la  surface  aurait  des  points  singuliers  isolés  d'un 
raraclèrc  spécial;  les  conclusions  formulées  ne  sont  en  rien  modifiées.  M.  Beppo 
Lévi  vient  d'ailleurs  de  consacrer  tout  rccem/ncnl  à  ces  questions  un  Mémoire 
que  nous  signale  M.  Picard  {Atti  de  l'Académie  de  Turin). 
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qui  correspondent  à  la  connexion  linéaire  et  à  la  co  nexion  à 
deux  dimensions. 

En  le  démontrant  sur  un  exemple  particulier  et  raisonnant 
ensuite  par  continuité,  on  arrive  alors  à  ce  résultat  :  Pour  toute 
surface  sans  singularités  on  a  px=^\. 

La  recherche  de />,,  pour  une  surface  donnée/(^,j^,  5)=o,  est 
liée  étroitement  à  Tétude  de  la  transformation  des  cycles  de  la  sur- 
face de  Riemann 

où  y  est  considéré  comme  un  paramètre  variable,  et  cette  étude 
se  ramène  à  celle  du  groupe  de  substitutions  d'une  équation 
linéaire  E  à  laquelle  satisfont  les  périodes  d'une  intégrale  de 
seconde  espèce  relative  à  cette  surface  de  Riemann.  A  toute  substi- 
tution de  Téquation  E  correspond  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène entre  les  périodes  d'une  intégrale  de  différentielle  totale,  de 
sorte  que,  si  elles  permettent  d'exprimer  toutes  les  périodes  au 
moyen  de  r  d'entre  elles,  on  aura  certainement 

/?,  — ilr 

el  les  auteurs  établissent  que  l'on  a  /?|  —  i  =  r  en  montrant  que 
l'on  peut  construire  une  intégrale  de  différentielle  totale  ayant 
r  périodes  données  à  l'avance,  aucune  ne  provenant  d'une  courbe 
logarithmique. 

Cette  équation  E  a  encore  un  rôle  important  dans  l'étude  du 
nombre /?2'  A  ce  qu'on  peut  appeler  les  cycles  de  celte  équation 
différentielle  correspond,  sur  la  surface  algébrique,  un  cycle  à  deux 
dimensions.  MM.  Picard  et  Simart  n'approfondissent  pas  cette 
question,  se  réservant  de  le  faire  ultérieurement,  et  se  contentent 
de  montrer  qu'en  général  on    a 

P%>  3, 

ce  qui  les  conduit  à  cette  conclusion,  étrange  au  premier  abord  : 
La  présence  des  singularités  dans  une  surface  tend  à  diminuer 
le  nombre  des  cycles  à  deux  dimensions  tandis  qu'elle  peut 
faire  naître  des  cycles  linéaires. 

Le  Chapitre  V  est  consacré  aux  intégrales  de  différentielles 
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totales  de  première  espèce.  Leur  définition  est  la  même  que  pour 
les  intégrales  abéliennes  :  ce  sont  celles  qui  restent  finies  en  tous 
les  points  de  la  surface  dans  Tespacc  à  cinq  dimensions.  Les 
auteurs  arrivent  à  montrer  qu'elles  doivent  être  de  la  forme 

B  dx  —  A  dy 


s 


avec  la  condition  d'avoir  l'identité 

dx  ày  âz        \dx 


dh       dC\  ^ 


dans  laquelle  A,  B,  C  sont  des  polynômes  de  degré  m  —  2  en  ^, 
>',  z  et  m  —  3  en  a:  et  5  pour  A^  y  el  z  pour  B,  a:  et  y  pour  C. 
L'intégrale  peut  alors  se  mettre  indifféremment  sous  l'une  des 
iroîs  formes 

Bdx  —  X  dy         rXdz  —  Cdx  fCdy  —  hdz 


/Bdx  —  X  dy         rXdz  —  Cdx  f 

7r~^'  J     7;     '    J 


fx 


La  condition  pour  qu'il  existe  des  intégrales  de  première  espèce 
peut  se  mettre  sous  une  forme  plus  élégante  :  Il  faut  que  Von 
puisse  trouver  quatre  polynômes  d^ordre  m  —  3  vérifiant  les 
deux  identités 

dx  Oy  oz  ôt 

d^x        à^^        c^Oa         à^^ 
ax        oy         oz         ot 

Par  une  discussion  relative  aux  points  singuliers  on  arrive 
ensuite  à  montrer  que  les  conditions  nécessaires  qui  ont  été  trou- 
vées sont  suffisantes  pour  que  l'intégrale  soit  bien  de  première 
espèce.  MM.  Picard  et  Slmart,  comme  application,  donnent  alors 
des  exemples  de  surfaces  admettant  de  telles  intégrales  en  s'atta- 
chant  spécialement  à  l'étude  des  surfaces  du  quatrième  degré  et 
étendant  les  résultats  obtenus  à  une  classe  de  surfaces  du  cinquième 
degré.  A  signaler,  dans  ce  paragraphe,  une  intéressante  remarque 
relative  aux  surfaces  sur  lesquelles  existe  une  famille  de  courbes 
unicursales. 

Le  Chapitre  VI  a  pour  objet  Télude  des  intégrales  de  diffé- 
rentielles totales  de  deuxième  et  troisième  espèce. 

MM.  Picard  et  Simart  donnent  plusieurs  définitions  équivalentes 
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des  intégrales  de  deuxième  espèce  et  déterminent  rigoureusement 
le  nombre  de  celles  qui  sont  distinctes.  Ce  nombre  est  p^  —  i . 
Cherchant  ensuite,  par  une  discussion  assez  longue,  à  déterminer 
la  forme  de  ces  intégrales,  ils  sont  ramenés  à  voir  si  un  système 
adéquations  linéaires  ordinaires  à  coefficients  rationnels 
adm,et  des  intégrales  rationnelles.  Le  nombre  de  ces  intégrales 
linéairement  indépendantes  étant  alors  p^  —  i,  on  peut  considérer 
le  problème  de  la  recherche  pratique  de  /?,  comme  complètement 
résolu. 

Les  intégrales  de  troisième  espèce  sont  celles  qui  admettent  des 
courbes  logarithmiques;  au  moyen  de  la  propriété  analogue  des 
intégrales  abéliennes,  on  trouve  immédiatement  une  relation 
linéaire  et  homogène  entre  leurs  périodes  logarithmiques;  quant 
à  leur  forme,  la  discussion  n'est  faite  que  dans  le  cas  des  surfaces 

Dans  le  Chapitre  VII,  nous  abordons  Tétude  des  intégrales 
doubles  de  première  espèce.  Leur  définition  est  immédiate  et  l'on 
trouve  rapidement  qu'elles  doivent  être  de  la  forme 


// 


Q(ar,  y,  z)  dx  dv 


Q(a:,  j^,  s)  =  o  étant  une  surface  de  degré  m  —  4  passant  par  la 
courbe  double  qu'on  peut  toujours  supposer  être  la  seule  singu- 
larité de  la  surface. 

Si  la  surface  /  possède  des  singularités  quelconques,  il  faut 
encore  que  Q  soit  de  degré  m  —  4î  mais  avec  des  conditions  com- 
plémentaires. Ces  surfaces  Q  =  o,  qui  peuvent  servir  à  former  des 
intégrales  doubles  de  première  espèce,  sont  les  surfaces  adjointes 
d'ordre  m  —  ^  el  le  système  linéaire  qu'elles  forment  est  le  sys- 
tème canonique.  Ce  sont  ces  adjointes  qui  conduisent  à  introduire 
dans  la  théorie  de  nouveaux  nombres  invariants  pour  des  trans- 
formations biralionnelles. 

Le  genre  géométrique  pg  est  le  nombre  de  paramètres  dont 
dépend  le  polynôme  Q.  Par  exemple,  pour  une  surface  d'ordre  m 
sans  singularités,  on  a 

[m  —  \){  m  —  o.)(m  —  3  ) 

/'*-  = ij— : 
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pour  une  surface  possédant  une  famille  de  courbes  unicursales  el, 
en  particulier,  pour  les  surfaces  réglées,  on  a 

La  notion  de  second  genre  p^^^  résulte  de  considérations  rela- 
tives aux  systèmes  linéaires  de  courbes  tracées  sur  une  surface. 
La  surface  adjointe  Q  =  o,  qui  dépend  de  paramètres,  rencontre 
la  surface  f  suivant  une  courbe  mobile  /  qui,  en  général,  est  irré- 
ductible; />^''^  esl  le  genre  de  celte  courbe. 

Un  troisième  invariant  est  le  nombre  />^^^  des  points  de  ren- 
contre mobiles  de  deux  courbes  /. 

Ces  invariants  permettent  de  généraliser  une  propriété  bien 
connue  de  la  théorie  des  courbes  algébriques  de  la  façon  suivante  : 

Toute  surface  f  peut  être  transformée  bi  rationnellement  en 
une  surface  de  degré 

L'étude  de  ces  invariants  est  reprise  en  détail  dans  le  Cha- 
pitre VIII  qui  termine  le  Tome  L  Dans  ce  but,  MM.  Picard  et 
Sinriart  sont  obligés  de  traiter  diverses  questions  relatives  aux 
courbes  gauches  algébriques  pt  à  leurs  surfaces  adjointes. 

Ils  peuvent  alors  démontrer  la  relation  de  M.  Nœlher 

et  déterminer  les  cas  où  elle  doit  être  remplacée  par  l'inégalité 

Passant  ensuite  à  Tétude  de  /?^,  ils  montrent  <|u'étanl  donnée 
une  surface  ayant  des  singularités  bien  délerminécs,  on  peut  trouver 
une  formule  donnant  pg,  suif  dans  certains  cas  spéciaux  Voix  on 
peut  même  être  conduit  à  une  valeur  négative,  ce  qui  est  inadmis- 
sible pour  le  genre  géométrique. 

Si  cerlaines  conditions,  qu'il  serait  trop  long  d'énoncer,  sont  sa- 
tisfaites, on  peut  trouver  une  formule  donnant  rigoureusement  pg. 
Le  nombre  donné  par  cette  formule  dans  tous  les  cas  sera  le 
*senre  numérique  pn.  Ainsi,  dans  le  cas  qu'on  peut  appeler 
général,  on  aura 
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sinon  on  aura 

Pg>Pn\ 

l'intérêt  àe  pn  résulte  de  ce  que  ce  nombre  est  aussi  un  invariant. 
Actuellement,  MM.  Picard  et  Simart  se  bornent  à  le  démontrer 
pour  le  cas  de  deux  surfaces  se  correspondant  biralionnellement 
et  n'ayant  d'autres  singularités  que  des  courbes  doubles  avec 
points  triples. 

Pour  terminer,  et  en  se  plaçant  dans  le  cas  général  où  l'on  a 
p{2)—.p{i) — ,^  ils  donnent  la  formule  qui  doit  fournir /?^*^  et 
celle-ci  continue  à  donner  un  nombre  positif  ou  négatif,  même 
quand  />^'^  n'a  plus  de  signification.  Ce  nouveau  nombre  sera  le 
second  genre  numérique. 

En  se  plaçante  un  tout  autre  point  de  vue  qu'au  début,  on  peut 
dire  que  le  Tome  I  du  Livre  de  MM.  Picard  et  Simart  est  consacré 
à  mettre  nettement  en  évidence  les  différences  profondes  qui 
séparent  le  cas  d'une  seule  variable  et  le  cas  de  deux  variables, 
différences  qui  se  présentent  soit  à  propos  de  la  Géométrie  de 
situation,  soit  dans  l'étude  des  intégrales  de  différentielles  totales, 
soit  enfin  dans  l'inlroduclion  de  ces  nombreux  invariants  dont 
aucun  ne  peut  être  considéré  comme  véritablement  analogue  au 
genre  d'une  courbe.  E.   D. 
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KLEIN  (F. )  nnd  SOMMERFELD  (  A.). —  Uebkr  die  Theoiuk  dks  Krkiskls. 
Hefl  I  :  Die  kincmatischcn  und  kinetischcn  Grimcllnf^rfi  dcr  Thcorie.  196  p. 
în-8**:  Leipzig,  Teubner,  1897. 

KLELN  (F.).  —  The  matiikmatical  theory  of  tue  Top.  Lectures  delivered 
on  the  occasion  of  the  sesquicentenial  célébration  of  Princeton  University. 
1  YoL  in-8":  New- York,  Schionor's  sons;  1897. 

Les  Lectures  de  M.  Klein  résument  les  matières  contenues  dans 
lu  Théorie  des  Kreise/s;  c'est  de  ce  dernier  Livre  que  nous  nous 
occuperons.  11  est  sorti  d'un  cours  professé  par  M.  Klein  pendant 
le  semestre  d'hiver  1895-1896;  hîs  développements  qu'il  <ontienl 
sont,  pour  une  grande  partie,  l'œuvre  de  M.  Sommerfeld.  Le 
litre  même,  5///*  ia  théorie  rie  la  toupie,  semble  choisi  pour  in- 
diquer le  désir  qu'ont  les  auteurs  de  traiter  un  |)robIème  concret 
d'une  façon  aussi  concrète  que  possible;  à  la  vérilé,  c'est  d'un 
corps  solide  pesant,  ayant  un  point  Hxe,  (ju'il  s'agit,  non  du  jouet 
ordinaire,  dont  la  pointe  peut  se  mouvoir  sur  un  plan  horizontal 
el  dont  le  mouvement  dépend  des  fonctions  hyperelliptiques  ;  mais 
le  mot /o;//>if?,  qui  reste  juste,  puisque,  aussi  bien,  on  fabricpie  des 
toupies  dont  la  pointe  est  (i\e,  fait  mieux  ima*;e.  Au  reste  tout 
le  monde  sait  bien  cpi<»,  avec  M.  Klein  ou  ses  disciples,  la  Scitmce, 
en  essayant  de  se  iaiie  concrète  et  ima«^ée,  ne  risque  pas  de  s'a- 
haisser;  M.  Klein  veut  seulement  la  rendre  plus  intuitive;  il  faut 
l'en  remercier  et,  sans  doute,  rinluition  est  la  facullé  maîtresse 
du  mathématicien,  du  géomètre  comme  de  l'analyste  :  Tiin  re- 
j;arde  des  formes  géométriques,  l'autre  des  formes  analyticpies,  el 
M.  Klein  est  de  ceux  qui  pénètrent  l'identilé  des  unes  et  des  autres. 

Le  plan  de  l'Ouvrage  est  très  intéressant  et  l'Ouvrage  lui-même 
très  instructif,  i^'exposition  n'est  nullement  bornée  au  problème 
spécial  (pii  donne  son  nom  au  Livre,  et  (pn  tient  peu  de  place  dans 
«:e  premier  cahier  :  toutes  les  cpiestions  sont  reprises  à  leur  début, 
el  d'une  façon  assez  complète  pour  (pie  le  lecteur  puisse  acquérir, 
non  pas  assurément  la  connaissance  de  la  Mécanique  analytique, 
mais  au  moins  des  itiées  nettes  sur  les  priiH*i[)es  de  la  Mécanicpie 
el  soit  ainsi  en  mesure  de  traiter  un  grand  nombre  <le  problèmes. 
Huit,  des  Sciences  inatkdm.,  1*  st-rit*.   l.   Wll.  {  Min^  i^^'jM.)  » 
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Les  auteurs  ont  une  tendance  manifeste  à  réagir  contre  la  place 
excessive  que,  d'après  eux,  la  Mécanique  analytique  prend  dans 
renseignement  :  ils  ne  veulent  faire  que  des  raisonnements  où  le 
sens  géométrique  ou  mécanique  des  éléments  que  Ton  introduit 
ne  se  perde  jamais  dans  les  transformations  analytiques.  Des 
maîtres  éminents  ont  souvent  développé,  en  France,  des  idées 
analogues,  familières  aussi  aux  auteurs  anglais;  mais  tous  les  lec- 
teurs de  MM.  Klein  et  Sommerfeld  trouveront  dans  leur  Livre  un 
modèle  d'élégance  et  de  clarté. 

On  y  rencontrera  d'abord  les  principes  de  la  cinématique  du 
corps  solide  dont  un  point  est  fixe,  la  théorie  géométrique  de  Taxe 
instantané  de  rotation  et  des  cônes  roulants,  à  propos  de  laquelle 
les  auteurs  ont  signalé  un  procédé  bien  ingénieux,  dû  à  Maxwell, 
pour  rendre  sensible  le  mouvement  de  Taxe  instantané  dans  le 
corps  solide,  au  moyen  d'un  disque,  lié  à  ce  corps,  et  portant  des 
secteurs  colorés,  lis  développent  ensuite  la  théorie  des  substitu- 
tions orthogonales  et  montrent  le  rôle  des  angles  d'Euler,  des  para- 
mètres d'Euler  et  d'Olinde  Rodrigues,  enfin  des  paramètres  de  la 
substitution  linéaire  que  Ton  peut  faire  correspondre,  par  l'emploi 
des  coordonnées  de  Riemann,  à  toute  substitution  orthogonale;  le 
cas  de  la  précession  régulière  est  traité  d'une  façon  détaillée  et 
même  avec  une  application  numérique.  En  introduisant  les  para- 
mètres d'O.  Rodrigues,  on  est  trop  près  de  la  théorie  des  quater- 
nions  pour  que  les  auteurs  se  soient  refusé  le  plaisir  d'en  donner 
une  exposition  géométrique,  aussi  élégante  qu'élémentaire. 

Nous  passons  ensuite  à  la  Cinétique  (statique  et  théorie  de 
l'impulsion).  C'est,  tout  d'abord,  une  exposition  rapide  de  la 
dynamique  du  point  matériel.  Les  auteurs  regardent  comme  don- 
nées les  notions  de  force  et  de  masse;  ils  acceptent  franchement 
l'origine  psychologique  de  la  force  (tension  musculaire),  qui  suffît 
au  moins  pour  s'orienter  dans  les  problèmes  qu'ils  ont  en  vue,  et 
ne  soulèvent  pas  ici  la  grosse  question  de  la  relativité  du  mouve- 
ment et  de  la  force.  Les  forces  se  distinguent  en  forces  continues 
et  cn/orces instantanées  (percussions).  Toutes  deux  se  comportent 
comme  des  vecteurs;  une  force  continue  est  égale  à  l'accélération 
qu'elle  produit,  multipliée  par  la  masse;  une  force  instantanée 
est  égale  à  la  variation  (géométrique)  de  la  vitesse  qu'elle  produit, 
multipliée  |)ar  la   masse.  A  la  vérité,  le  mot  produit  n'a  pas  ici 
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une  signification  bien  essentielle  el  Ton  pourrait  soiilenir  que  la 
prétendue  cause  n'est  qu'un  mol  qui  résume  Teirel.  Quoi  qu'il  eu 
soit,  les  deux  sortes  de  Corces  se  ramènent  Tune  à  l'autre  par  des 
passages  à  la  limite,  et  Ton  peut  remplacer  les  forces  instantanées 
par  des  forces  continues  très  grandes  établissant  pendant  un  temps 
très  court,  ou  les  forces  continues  par  des  forces  instanlanées  se 
succédant  très  rapidement.  Uimpulsion  (quantité  de  mouvement) 
d^un  point  matériel  est  la  même  chose  que  la  force  instantanée 
qui  le  ferait  passer  du  repos  à  son  état  de  vitesse  actuel.  Les  au- 
teurs développent  les  notions  de  travail,  de  force  vive,  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  point  et  parviennent  aux  équations  de 
Lagrange,  de  façon  à  bien  mettre  en  lumière  la  signification 
géométrique  des  dilTéronls  termes.  I^a  statique  du  corps  solide, 
les  notions  de  couple  résultant  et  de  résultante,  celle  de  vis  de 
force  sont  développées  tant  au  point  de  vue  de  Poinsot  qu'au 
point  de  vue  de  Lagrange.  1/impulsion  d'un  corps  solide  libre  est 
définie  comme  le  système  de  forces  instantanées  <|ui  le  feraient  pas- 
ser de  Tétat  de  repos  à  son  état  actuel  de  vitesse;  elle  se  ramène  à 
une  vis  de  percussion  dans  le  cas  général,  à  un  couple  de  percus- 
sion dans  le  cas  d'un  système  solide  ayant  un  point  fixe.  Les  au- 
teurs montrent  comment  on  détermine  l'axe  de  ce  couple  et  la 
force  vive  du  système.  Le  problème  analogue  est  même  traité  p(uir 
le  corps  solide  libre.  Après  avoir  examiné  le  cas  de  la  toupie 
syméirique,  c'est-à-dire  d'un  corps  solide  ayant  deux  moments 
d'inertie  égaux,  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  ils  déve- 
loppent les  propriétés  essentielles  des  tuou\u*ments  à  la  Poinsot, 
Ln  intéressant  paragraphe  est  consacré  à  la  stabilité  de  Taxe  de 
rolatijn. 

La  considération  des  dérivées  géométriques  de  Taxe  du  couple 
des  quantités  de  mouveuuMit,  tant  dans  l'espace  fixe  (|ue  dans  le 
corps  solide,  con<luit  aux  équations  d'Euler.  Les  auteurs  mon- 
trent, dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  force>  extérieures,  comment 
s'intégrent  les  six  équations  du  mouvement,  comprenant  les  trois 
éfiuations  d'Huler  et  les  trois  é(|uations  cinématicpies  qui  expri- 
ment />,  <7,  /•  au  moyen  des  angles  d'Euler  et  de  leurs  dérivées;  ils 
étudient,  d'autre  part,  les  é(piations  de  Lagrange  relatives  aux 
angles  d'Luler;  cette  étude  met  en  évidence  le  caractère  spécial 
des  équations  d'Ivder,  où  n'intervient  nullement  la  position  du 
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corps  solide  dans  Tespace.  caractère  qui  est  la  raison  même  de  la 
simplification  apportée  dans  Fintégration,  et  qui  disparaît  d^aiU 
leurs  dans  le  cas  où  il  t  a  des  forces  extérieures.  Lorsqu'il  n\  a 
point  de  telles  forces,  les  composantes  p.  q.  r  de  la  rotation  jouent 
le  rôle  d'invariants  dans  le  groupe  triplement  infini  des  transfor- 
mations qui  correspondent  aux  rotations  autour  du  point  fixe, 
et  ce  sont  les  théories  que  Ton  doit  à  M.  Lie  qui  permettent  de 
caractériser  les  problèmes  particuliers  de  Mécanique  dont  les 
équations  comportent  une  décomposition  analogue. 

Le  cas  où  le  mouvement  du  corps  solide  est  gêné,  de  telle  façon, 
par  exemple,  qu*une  de  ses  droites  soit  obligée  de  décrire  un  cône 
prescrit,  donne  aux  auteurs  Toccasion  d'exposer  le  principe  de 
d^Alembert  et  d'en  bien  préciser  la  signification.  Dans  le  problème 
particulier  qui  les  occupe,  ils  décomposent  la  résistance  totale  en 
résistance  d^  accélérai  ion  el  résistance  de  déviation.  Celte  der- 
nière est  étudiée  en  détail  pour  le  mouvement  de  précession  régu- 
lière du  corps  solide  de  révolution,  el  celle  étude  les  amène,  en  se 
plaçant  à  un  autre  point  de  vue,  à  introduire  le  théorème  de 
Coriolis,  qui,  à  son  tour,  esl  l'occasion  d'une  courte  digression  snr 
le  mouvement  à  la  surface  de  la  Terre.  Enfin,  le  Volume  se  lei> 
mine  par  la  description  et  Texplicalion  de  quelques  expériences 
qui  montrent  la  réalité  de  la  résistance  de  déviation. 

Nous  ne  pouvons  que  signaler  les  nombreuses  indications  biblio- 
graphiques elle  vif  intérêt  de  plusieurs  renseignements  historiques 
répandus  ça  et  là  dans  le  Livre  de  MM.  Klein  et  Sommerfeld. 

J.  T. 
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SUR  L'INTÉGRATION   D'UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES   PAR- 
TIELLES DU  QUATRIÈME  ORDRE; 

Par    m.    lk    Dh.    Antomno    VACCAIU). 


Introduction. 


M.  Picard,  dans  son  classique  Mémoire  sur  la  théorie  des 
équations  aux  dérivées  partiel/es  et  la  méthode  des  approxi^ 
mations  successives (^)y  Iraile  d'une  cqualion  du  deuxième  ordre 
aux  dérivées  parlielles  de  la  forme 

A  -T--  -+-  2  B  - — ; L  — -  —  F  (  //,     -,  —  ,  jr,  y  ], 

Ox^  ôx  Oy  Oyi  \    '  c^^    Oy  *^  / 

OÙ  A,  B,C  désignent  des  fonctions  des  variables  indépendantes  j^,  y, 
et  étudie  les  cas  dans  lesquels,  ind<*pendaninient  de  la  nature  des 
fondions  A,  B,  (il,  ré(|uation  peut  s»;  réduire  à  l'un  des  deux  Ivpes 

0*  u       0^  n       „  /      Ou     Ou  \ 

d.r*        Oy*  \       Oj     Oy  ^  / 

__  0^  u         „  /       Ou    Ou  \ 

(  B  )  - — ■--  =1  {  u.  -    1  -;   f  X,  y)' 

Ox  Oy  \       Ox    Oy  '^  j 

Il  s'occupe  successivement  de  Tintégralion  de  ces  deux  équa- 
tions, en  supposant,  dans  le  cas  du  type  (A),  données  les  valeurs 
de  //  sur  le  contour  d'une  certaine  aire  finie;  dans  le  cas  du 
type  (B),  quelques  éléments  qu'il  n'importe  pas  ici  de  rappeler. 

La  niétiiode  que  M.  Picard  emploie  dans  celle  intégration  est 
celle  déjà  célèbre  des  approximations  successives,  méthode  que 
je   me  promets  d'étendre,  dans  ces  pages,  aux   équations  de  la 
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forme 

„/      Ou     Ou    ù'U      O^u      O^u    â^u      d^  u         0^  u       d^  u  \ 

\      Oj-     Oj'    Ojc^     Ox  Oy     dy^     Ox^    Ox^  ôy    ôx  Oy*     ây^  / 

où  l'on  pose,  pour  abrro;er, 

.  .          ()^  u            0^  u         à^  u 
AAm  —  -—  -h  '}. 1 .-• 

Ox*  Ox'  Oy*        Oy* 

La  inélhode  de  M.  Picard  suppose  résolu  le  problème  de  l'înlc- 
gration  de  récjualion 

d'H  0^'lt  ,, 

<*l  nous  supposerons  ici  savoir  inlêgrer  Téqualion 

à*  u  tV*  u  0^  ti 


en 


Ox*  Ox^'Oyi        tiy*      -^  ^     *  "^  ^ 


M.  iMalliieu,   dans  son  Mémoire  sur  l\*quation  aux   diffé- 
rences. ..  ('),  a  étudié  Téqualion 

(3')  AA/£,  =  o 

à  la  résolulion  de  laquelle  peut  toujours  se  réduire  celle  de  l'équa- 
tion (.S).  Il  suffira,  pour  cela,  de  poser 

Il  —   Ui  -h  Uî 

où 

/•*  loir/' 


ifi=-Z   /   7^~/KJr,y)d's, 


et  d'intégrer  ré(|ualion  (3')  avec  les  conditions  au  contour 

')//i       Ou       Oui 
Ou         Ou         Ou 

tandis  que  /"(Xyj')  satisfera  au  tliéorème  de  Poisson. 

M.  iNIatliieu  donc  a  étudié  des  cas  où  la  fonction  //,  intégrale  de 
l'équation  (3')  [ou,  par  ce  que  nous  avons  dil,  de  l'équation  (3)], 
est  déterminée. 

Le  cas  qui  présente  le  plus  d'intérêt  est  celui  où,  au  contour  s 
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d'une  certaine  aire  plane  t,  sonl  donn(5es  les    valeurs  de  u  el 

celles   de   la  dérivée  normale  -r--    I-.es  autres  cas  que  considère 

on  * 

M.   Mathieu   ont   peu  d'intérêt  pour   noire   but,    car,  ou    ils   se 

réduisent  à  des  intégrations  successives  d'équations  du  type  (2^, 

ou  ne  déterminent  pas  complètement  la  fonction  inconnue  //. 

Pour  ce  qui  regarde  l'intégration  de  (3')  ou  de  (3),  lorsqu'au 

contour  sont  données  les  valeurs  de  u  et  celles  de  ^r--»  M»  Mathieu 

on 

(Mémoire  cité)  réussit,  dans  le  cas  d'un  contour  circulaire  ou 
elliptique,  à  représenter  la  fonction  u  par  des  séries.  Pour  les  con- 
tours généraux,  rien  n'a  été  dit  sur  l'existence  de  l'intégrale  u 
de  (3),  supposés  donnés  les  éléments  ordinaires  au  contour.  Mais, 
comme  il  a  été  déjà  dit,  nous  supposerons  déjà  écartée  celte  dif- 
ficulté et  nous  nous  bornerons  à  faire  quelques  observations  et 
Iransformalions  relatives  à  la  formule  qui  peut  servir  à  exprimer 
l'intégrale  u, 

La  méthode  de  M.  Picard  peut  encore  s'étendre  à  des  équations 
d'ordre  pair,  de  la  forme 

Pour  cela,  il  faut,  avant  tout,  se  servir  des  résultats  du  Mémoire 
de  M.  Gulzmer  (*)  et  établir  les  formules  relatives  à  l'intégration 

do  Féquation 

AA...AW  =zf(x,y) 

et  fixer  par  (piels  éléments  au  contour  .ç  ces  intégrales  sont  com- 
plètement déterminées. 


Formules  fon  dam  enta  ij:.s. 

I.  Mathieu,  dans  son  Mémoire  déjà  cité,  établit  une  formule 
de  réciprocité,  analogue  à  celle  de  Green,  entre  deux  fonctions 
(|iiî  sonl  régulières,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  deuxièmes, 
Iroisirines  el  quatrièmes  dans  un   certain  champ  à  trois  dimen- 
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sions.  On  peut  pareilleincnl  élaljlir  une  formule  analogue  dans  le 
cas  (l'un  chain|)  plan. 

Si  nous  d»'-sij;nons  ]>ar  //,  it'  deux  fondions  régulières  dans  un 
champ  plan  t,  à  deux  dimensions,  dont  nous  désignons  le  contour 
par  s  et  //,  la  direction  de  la  normale  comptée  vers  Tintérieur, 
la  formule  analogue  à  celle  de  Mathieu,  et  cpii  a  été  donnée  aussi 
par  M.  Gutzmer  ('),  peut  s'écrire 


^1) 


I   —  I  {  u u h  Am A  M  -—  )  as. 

I       ,,\  \        <^'*  t;/«  On  on  / 


Or,  si  Ton  prend  pour  //  une  intégrale  régulière  de  Técpiahon 
indéfinie 

(•2)  AA«  =  fix.y), 

et  si  l'on  pose 

M  =  -  r'  lojr/', 
I 

r  étant  la  dislance  d'un  point  variable  de  Tinlérieur  du  corps  t  à 
un  point  fixe  qui  y  est  aussi  situé,  Técpialion  (i)  nous  donnera, 
en  raisonnant  comme  au  §  8  du  Mémoire  cité  de  M.  Mathieu, 


(3) 


(  w(x,,7,)  =  j^  /  «'/(J-^r)^^ 


I       r/    ,  â\u  >)lu'        ,    ,àu        ,     du'\  j 

—  -    I  {  u u h  Aw lu  —  )  as, 

'}.  T.  J ^  \        On  on  On  On  / 


M.  Malhieu  a  démonlré  aux  §  12-1  i,  Mémoire  cilé,  cpie  l'inté- 
grale  //  de  Técpialion   (?.)  est    parfaitement  donnée,    lorsque  au 

contour  5  sont  données  les  valeurs  de  u  et  de  -r-« 

On 

Cela   posé,  nous  nous  proposons  d'éliminer  de  la  formule  (3) 

les  termes  qui  contiennent  A//, •  Pour  cela  nous  introduirons 

*-  '    On 

une  fonction  analogue  à  celle   de  Grcen.  Celte  fonction  /  doit 
jouir  de  la  propriété  de  satisfaire,  en  tous  les  points  de  t,  à  l'équa- 
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lion 

A  A/  =  o, 

en  tous  les  points  de  s  aux  équations 

^^>  '  =  "'       57.  =  ^' 

de  plus,  elle  doit  éire  régulière  ainsi  que  ses  dérivées  de  lous  les 
ordres  dans  v. 

En  appliquant  à  cette  fonction  et  à  u^  intégrale  de  l'équation 
(2),  la  formule  (1),  nous  aurons 


0=  r//(x.r)rf,-^r(4^^-« 


— -4- A/'— —  Am  -  Wj 
On  an  On) 


Divisons  par  2t:  et  soustrayons  de  (3),   en  ayant  égard  à  (4) 
el  nous  obtenons 

Posant 

,//_/  __  G, 

on  pourra  écrire  la  précédente  formule 

n-,    «  (...r.  )  =  ,-^  (g/(x,  y)d.^^^f  (g  ag  -  «  î^) ./,. 

2.  Ilappelons-nous  que  la  fonction  t  est  régulière  en  t  ainsi 
nue  ses  dérivées  de  tous  les  ordres.  Au  contraire,  la  fonction  u' 
esl  régulière  ainsi  qcic  ses  dérivées  proiuirres,  tandis  (|uc  les 
dérivées  deuxièmes  ont  en  t  un  point  dinlini  ainsi  que  la  fonc- 
tion log/'  et  les  dérivées  troisièmes  un  point  d'infini  ainsi  qcie-- 

Si   les  valeurs  de  u  el  de  —.  dans  les  points  de  5,  sont  nulles, 
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réqtialion  (3")  nous  donne 

(3)  Il  =  --    I   Gf{x,y)drs, 

La  fonction  //,  donnée  parla  formule  précédenle,  esl  fonction 
(\\\  poinl  (xi,  V,),  où  les  dérivées  deuxièmes  et  troisièmes 
deviennent  infinies. 

Si  Ton  \eut  les  dérivées  premières  de  la  fonction  w,  donnée 
par  (5),  on  peut  dériver  sous  le  si<jne  d'inlégralion  ;  en  effet,  les 
dérivées  premières  de  G,  par  l'observation  qu'on  vient  de  faire, 
sont  toules  régulières  en  tous  les  points  de  t;  donc  nous  pou- 
vons écrire 


;  Ou         ^     r  àG  .^  , 


(6) 


ï   du  i      r  ôG    .  , 


Pour  les  dérivées    deuxièmes    et    troisièmes    de   (5)    on    peut 
observer  qu'en  dérivant  sous  le  signe  d'inlégralion  les  fonctions 


f>îG  d'-G         O^G       d^G 


»      ~: — »  >       ~. — .>  ' 


deviennent  infinies  au  poinl  (xi ,  j'i  )  de  7  ainsi  que 


,  I 

r 


Cl  alors,  |)Our  des  théorèmes  connus,  les  intégrales 

sont  régulières  et  Ton  peut  écrire  simplement 

()*'U        I     ro^G  .,  . 

—  =  —  /  — r  /  (^»  y)(ti. 


Observons,  puiscpie  (i  rï  ses  dérivées  premières  sonl  régulières 
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en  T  (le  contour  s  compris),  que  les  formules  (5)  et  (6)  sont  aussi 
\alahleSy  même  lorsque  les  points  j^i,  1 1  de  t  s'approclient  indéfi- 
niment des  points  de  s. 


3.  Indiquons  par  F  le  module  maximum  de  la  Tonclion  y(x,j  ), 
que  nous  supposerons  toujours  finie  dans  le  champ  t.  On  a,  d'après 
(5): 


(>') 


\"\=  ~  f\G\  d7, 


et  si  nous  désignons  par  M  le  module  maximum  des  maxima  des 
fonctions 


—    /    I  G  I  e/j,      —    /      T-^  M^^i      .  • . , 


«I 


I     r\O^G\   ,  I     TM^GI  , 

/  :k~i-      "^>         •  •  •  »        /        TT     ''*^»         •  •  •  » 


nous  aurons  d'après  (5'),  (6),  (7)  : 


(>') 


<  t\  » 


1  :^  |<  FM, 


Ojti 


<FM, 


FAI , 


'7    > 


'  ô^u 


ô,r\ 


<FM, 


Observons  que  (5")  (6")  valent  aussi,  même  lorsque  le  point 
Xt.  Yi  de  "y  s'approche  indéfiniment  de  s. 

Il  est  manifeste  que  la  valeur  conslanle  de  M  dépend  de  la  va- 
leur dr  y  simplement  et  non  de  la  fonction /(a:,y)  ;  de  plus,  nous 
pouvons  dire  que  la  valecir  de  celte  constante  décroît  avec  le  dé- 
croisscmcMit  successif  du  champ  d'intégralion. 
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É0C%TIO?f9   UXÉAIKES.    XCTHoDE   I»ES   APPKOIIX  %Ti03($  SUCCESSIVES. 

i.   Considérons  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  qualrième 
ordre 

&^n  0^u  &*u  &*u 

i   A  Au  =  a, -r-  «1  — i r-  «j —  a^  —-- 

^  M  )      • 

I  ^u  «Pu  (fi-u  Ou  au 

ai,  a2,  €1%.  ...,  ^10  fonctions  régulières  et  toujours  finies  des 
points  d*un  certain  champ  fini  ?;  soit  A  le  module  maximum  des 
maxima  de  ai ,  ajt   •  •  •  <  ^i*- 

Supposons  qu*on  sache  trouver  la  fonction  /du  n®  I,  relative  au 
champ  7,  que  nous  considérons,  et  posons 

_,  à*u  o*u 

1  (  fi  I  =  ai — -  —  a* — - —  -«- -HatA.u. 

On  intègre  les  équations  indéfinies. 

A  Amo  =  o, 

A  Ali,  =  rdift). 

(9;  ;  AAii;  =  r(ii,), 


i 


A  Aa/  =  !'(  Mi-i  ). 


avec  la  condition  que  sur  s  on  ait 

«i0=   M,, 


On        \àn / s^ 


///,  (t-)  »  étant  deux  fonctions  des  points  du  contour  5  arbitrai- 
rement données;  et  que  pour  les  fonctions  «/|,  1/3,  . ..,  on  ait  au 
contraire  sur  s 

ÔUi 

Ui=  — -  =0. 
on 

En  appliquant  la  formule  (3)''du  n**  I,  nous  trouvons  que  i/© 
est  donnée  par  la  formule 

<io)  Uo^  —   /   \(-r-)  AG  — M, \cis 
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(lo; 


W|  =    /    G  r(  M/_i  )  d7. 


o.  Supposé  que  les  fonctions  des  points  de  s 

""  (S)/ 

plus  qu'être  intégrables  sur  s,  soient  encore  toujours  finies,  nous 
aurons  que  la  fonction  u^  sera  toujours  finie,  ainsi  que  ses  dé- 
rivées de  tous  ordres  quelle  que  soit  la  position  du  point  X|,  ^'i 
de  T. 

Cela  posé,  l'expression  r(//o)  sera  toujours  finie  et  ne  dépas- 
sera pas,  en  valeur  absolue,  une  limite  assignable  F^  On  aura 
alors  parles  (5/,  (6)'',  (7)"  du  n**3  et  par  Téquation  (10)'  du  nu- 
méro précédent 

dui 


ôx\ 


/<F'M, 


et  par  suite 


r("i) 


10  F' MA. 


Par  les  mêmes  formules  (5)",  ((>)",  (;/,  et  par  la  formule  (10) 
et    la    précédente,  on  a 

I  w« 


)  <ioMAi7'M, 


0'^  11^ 


4<i 

et  par  suite 
De  même 
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r(aj)l<(»oMA)îF'. 

t  "3  I    \ 

àxi 


Ojt] 
•  •  •  • 


(loMA)îF'M 


et 


|r(M3J|<(ioMA;-^F'. 


11  est  clair  qu'on  aura,  d'une  manière  générale, 


dUn 


à' tin 


I"''''      JF/      ••*'     -JIJ 


y        •  •  •  > 


<(ioMA)"-»F'M 


et 


|r("«)l<(ioMAy'F'. 


6.    Considérons  maintenant  les  séries 


(M) 


It    r-. 

Mo- 

-  u 

1  H-  M 

i-+ 

-  W.1 

-+-..., 

i)u 

alto 

()itx 

Ottt 

— —     r~: 

-i- 



-t~ 

ÔJ'i 

OXi 

/>.r, 

0.ri 

O^'U 

(f-  "0 

0^'Uy 

O'-it. 

•••*•> 

Ox\ 

Ojt] 

-h 

ilr\ 

-i- 

0.ri 

~i~  •  •  •  • 

f)^U 

'^  //o 

d^iti 

O^u. 

r).rî 

()X\ 

•    • 

Oxi 

-f- 

•   •    • 

OjtJ 

•  •  '  j 

Vùr  les  inégalités  du  paragraphe  précédent,  on  a,  pources  séries, 
ï  indiquant   \c  inoilulc  niaxinnini   des  valeurs   niaxima    absolues 


des  fonctions 


I  d^  Il 


Oj:f 


"o, 
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d'où  il  résulte  que  les  séries  (  i  i  )  conver«^ent  dans  un  égal  degré 
en  tous  les  points  de  t,  lorscpie  converge  la  série 


•  •  •  • 


I  -f-(ioMA)  +  (ioMA)2-+-(ioMA)"» 

c'est- à-dire  lorsqu^on  a 

(12)  I  o  M  A  <  I . 

La  constante  A  dépend,  nous  Tavons  dil,  de  la  nalure  des 
fondions  «i,  «2,  •  •  •,  <^io;  l'oulre  M,  au  contraire,  dépend  seule- 
ment de  la  nature  de  Taire  7  et  elle  décroît  indéfiniment  avec  le 
décroisseinent  des  dimensions  de  t. 

En  conclusion  nous  pouvons  dire  que  : 

/^es  séries  (\  i)  conver<:![enl  uniformément  en  tout  t  lorsque 
dépende! mment  de  La  nature  des  fonctions  a,,  r-r^.  . . .,  r/|o,  et 
de  taire  t,  la  condition  {\'à)  est  satisfaite.  Ajoutons  que  celle 
condition  est  certainemcnl  satisfaite  si  t  est  suflisamment  petit. 

I/ol)servation  faite  à  la  fin  du  n"  3,  en  ce  (|ui  regarde  la  vali- 
<lilé  des  (5'^),  (r)")i  niéme  Iors(pie  le  point  de  t  qu'on  considère 
s'approche  indéfiniment  de  .?,  nous  montre  que  les  inégalités  du 
D**  Oy  relatives  aux  fonctions  u,t  et  à  leurs  dérivées  premières, 
valent  aussi,  même  lorsque  le  point  de  1  s'approche  indéfiniment 
de  s  et  par  suite  que  les  trois  [)remières  des  séries  (11)  con- 
veriijenl  uniformément  et  encore  la  condition  (  i:>. )  étant  satisfaite, 
lorsque  le  point  de  t  s'a|)proche  indéfiniment  de  s. 
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7.  On  multiplie  les  séries  convergentes  (i  i)  respectivement  par 
Gflio,  G^/k,  G«9,  Grts,  Gflc-  Grt7,  Gfl|,  Gfl2î  G^a,  Ga^^  et  on 
les  somme  en  groupant  les  premiers  termes  entre  eux,  les 
deuxièmes  entre  eux,  etc.  On  aura  évidemment 

Gr(//)  =  Gr(ao)-HGr(M,)-+-Gl^(Mj)-+-.... 

Puisque  cette  série,  comme  celle  dont  elle  dérive,  est  unifor- 
mément convergente  en  tout  cr,  nous  pourrons  intégrer  en  toute 
l'aire  7  en  appliquant  le  théorème  de  l'intégration  des  séries,  et 

-    fGTlu)dii=  —    fGr{uo)d7-h--    fGr(Ui)drj-i-... 


2  -a 


et  par  la  (lo) 

Z=   /    G  r(w)  rfj  =  Ml  H-  Mj-h  1X3-+-, 

et  enfin 

u  =  Uo-h  z  =  uq-^ I  GTlu) d(j. 

Par  la  formule 

G  =//'-^ 

il  résulte 


AAc=— AA    fu'T(u)di !- A  A    ftT{u) 


Or,  t  est  régulier  en  tout  t,  ainsi  que  ses  dérivées  de  tout  ordre 
et  il  satisfait,  par  hypothèse,  à  l'équation  A  A/  =  o;  et  Ton  a 


AAw=  ~  AA    f  u'V(u)d7. 

Par  la  forme  de  la  fonclion  u'  du  n"  1  on  a 

Am'—  logr-h  I, 
par   suite 

A   I  u'r{ii)d'j  =    fr(u)\ii'  d(7=    fr(u){lo^r-h\)drj; 

*^<7  ••■<j  Jrs 

en    elTel,    nous    savons   que    la    dernière    intégrale    est    propre, 
lorsque    même    Tcxpression   log/*  devienl   infinie    dans   le   point 
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/*  =  o.  En  concluant 

=  -i;A   /'r(a)iogrrfcrH--^A     fr(u)da, 

et  admis  que  les  dérivées  premières  de  Texpression  T(ii)  existent 
et  soient  régulières  en  tout  v,  ce  qui  porte  aux  conditions  trou- 
vées au  numéro  précèdent,  on  a,  par  le  théorème  de  Poisson  : 

(i3)  \  j  r{u)\oQrd7  =  9.Tr(u) 

et  enfin 

A  A-  =  r(a). 

Or,  la  fonction  u^  satisfait  à  Téquation  :  AA//o  ==  o,  donc  : 

(i4)  AAa  =  r(a). 

Cela  nous  démontre  que  la  fonction  u  déterminée  par  la  pre- 
mière des  séries  (i  i)  satisfait  en  tout  t  à  Téquation  donnée  (8). 

8-   Par  l'observation  faite  à  la  fin  du  paragraphe  précédent  il 
résulte,  même  si  Ton  approche  indéfiniment  de  5,  que 

du  du    ôx        f)u    ()y 

=         —     -4-   -^  -r-.  .  . 

On  Ojt    On        ôy    on 

Ouo  ôx        du\  àx 
Ox    On         ôx   on 

ÔUn  ôy         Out   ôy 


Oy    On         ôy    On 

_       ôuo        ôu^        ôu-i 
On         On  On 

Or,  sur  s,  on  a 

OUit        /'  ou  \  Ou. 

on         \  on  )  0  On 

savoir,  désignant  par  P  un  point  quelcon([uo  do  i  el  par  P^  un 
autre  de  s 

l.p.r^o  Pi'o-u  On         \on  / s  Pi'„-o  i'i%^o  On 

Bull,  de*  Sciences  niatheoi.,  a*  série,   t.  XMI.  (  Miirs  iK<j8.)  4 
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et  doDc  par  la  série  déjà  écrite  et  par  la  première  des  (  1 1  u  puisque 
Ton  peut  appliquer  le  théorème  des  limites,  chaque  terme  étant  une 
(onction  finie 

,.       du        ..       ou^        ,.       Oui        ,.        0u*  i^u\ 

lim     —  =    lim lim lim    — -  — . .  .=  1  —  )   y 

rr^  =  %on      pf,=»  <>/»        m-,-*  on       rr,  =  *  **n  dn  ' , 

lim    If  =    lim    u^ —    lim   Ui -^ =  u^. 

c'est-à-dire  la  fonction  u  déterminée  par  la  première  des  (  i  i  ) 
satisfait  sur  le  contour  s  aux  équations 

ou       j  ou 

u  =  Uf,  —  =  1  —  }    * 

on  on  :  s 

OÙ  Ug,  {  —  I    soni  des  fonctions  arbitraires  données  dans  les  points 

du  contour  s.  Les  deux  résultats  de  ce  paragraphe  peuvent  être 
énoncés  de  celle  manière  : 

//  existe,  au  moins  pour  les  champs  i  suffisamment  petits, 
une  intégrale  régulière  de  l'équation  indéfinie  18},  prenant 
sur  5,  ainsi  que  sa  dérivée  normale^  des  valeurs  données  n 
volonté.  On  peut  toujours  déterminer  cette  intégrale  par  des 
approximations  successives. 

9.  La  formule  «  i3  »  el  par  siiile  la  fornnile  •  1  { »  ont  pu  être  éta- 
blies en  supposant  que  rexpre^sion  \ k  u  ^  ait  des  dérivées  premières 
ré;2ulirres. 

A  la  \érilé  le  lliéorôinc  de  Poisson  a  élé  établi  par  plusieurs 
auteurs  admettant  pour  la  fonction  F»  // )  des  conditions  moins 
restrictives  que  celle  que  nous  avons  assignées  p^»url  existence  des 
dérivées  partielles  premières  de  Fc  //  »:  inai^,  pour  sinqililier,  nous 
nous  bornerons  à  cette  dernière,  laquelle,  quoique  plus  restrictive, 
est  certainement  plus  >iniple. 

liexenons  un  moment  à  l'expression  Fi  m  \  et  démontrons  que  la 
dérivée  première  de  cette  fonction  existe.  Il  faut  établir  avant 
tout  une  inégalité.  Reprenons  la  formule 


OJ'l 


I      /   o*i. 
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qu'on  peut  écrire 


à^  T  r*  lofçr 


Etant  posé  que  la  fonction  /(^ty)  soit  dérivable  une  fois  par 

rapport  à  a:  et  rappelé  qu'on  a  /•  =  y/(j?  —  ^i  )"^ -H  0* — J'i)*î  ^^ 
résulte,  en  intégrant  par  parties, 


X 


h  r      h 

f(x,y)d7=^   I    — f{x,y)dn 


-  X 


<>«;^/'logr   ^^ 


d^  —  r^Iogr 


d7 


•-   .V 

de  là  nous  pouvons  écrire 


€)2--r*Ioffr     ,  ^d*r/''loi:r 


—  =  —    /    T-; —cran /    -— f{x,y)--ds /   -r^f{x,y)di 


c>*Tr*Ioff/*  ^ô^-,'  r^\ozr 


ei,  si  /=!/  (x,  j'), 


et 


J<>3        ,.2  Iqjt/'                                                  ()3        ,.2|Qjr/. 
f {-d7-\ / /{x,y)  —  ds, 
oxl           Or             •yr.J,           Ox]         "^  ^    ^     On 


oii  les  dérivations  sous  le  signe  d'intégration  sont  possible*,  car 
la  première  intégrale,  a-t-on  dit,  est  propre;  la  deuxième,  tant 
que  le  point  j^i,  y^  n'est  pas  sur  .v,  est  certainement  finie.  Rcpré- 

sentons  par  F|   la  plus  grande  valeur  absolue  de  la  fonction   --- 


yjt 
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dans  7  et  nous  aurons 


^d'»u 


ô^  —  r-  fogr 


et  puisque  l'intégrale 
(i5) 


âx\ 


t)^  .-  r'  log  r 


i-J    I         Ox\ 


dx 
On 


ds. 


hi\ 


<>xî 


di 


est  propre,  sa  valeur  décroîtra  indéfinimenl  avec  le  décroissement 
successif  des  dimensions  de  t;  par  suite,  si  H  représente  une 
constante  déterminée,  ce  sera 


H> 


'-^^Jrr   I 


dx\ 


e/j 


et  H  pourra  décroître  indéfiniment  avec  t. 


En  même  temps,  puisque  ;-^   / 


â^  —  r-  lojjr 


rf^est  toujours 


finie,  on  pourra  déterminer  une  constante  A,  telle  que 


(16) 

et  Ton  aura 

07) 


I 


î^xj 


ôx 


ds  <i  /i , 


l(>*// 


àx\ 


HF, -h/iF. 


On  a  des  formules  analogues  pour  les  autres  dérivées  quatrièmes 
de  II  ;  et  nous  admettrons,  pour  simplifier,  que  F|  soit  le  maximum 
des  valeurs  absolues  maxima  des  dérivées  premières  dey*(j:,  >•), 
que  H  soit  toujours  supérieur  à  toute  intégrale  que  l'on  obtiendra 
analogue  à  Tintégrale  (i5)  cl  que  h  soit  toujours  supérieur  à  toute 
expression  analogue  à  (16).  Cela  posé,  la  formule  (17)  servira 
pour  toutes  les  dérivées  quatrièmes  de  la  fonction  a, 

10.  Par  la  (10)',  on  a  que  les  dérivées  de  loul  ordre  de  ^^o  sont 
régulières  tant  que  le  point  (.ri,  j^,)  de  t  n'est  pas  sur  s;  étant 
admis  donc,  que  les  dérivées  successives  des  coefficients  «i ,  aj?  ••  -^ 
«10  soient  régulières,  on  aura  que,  comme  r(//o)  même  ses  dé- 
rivées premières  seront  régulières  en  tous  les  points  de  Taire  t. 
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Et  alors,  si  nous  désignons  par  F',  le  maximuin  des  valeurs 
absolues  maxima  des  dérivées  premières  de  r(//o),  on  aura  par  (lo) 
Cl  (17): 


Ox\ 


0^  //, 


<HF;-i-AF', 

<nF;-h/tF', 


Or,  on  a  : 


ÔXi 


dx 


I 


Ox\  àyx 


«3 


dx\  ôy\ 


Oxx    dx\ 


dax 


OU  ^1,  as,   .  .  . ,  -7-=-»  •  •  •  sont  régulières  dans  t. 

"  0X\ 

Rappelons-nous  que  A  esl  le  maximum  des  maxima  de  ax<, 
a^j  ...,  rt|o,  et  si  Al|  représente  la  somme  des  plus  grandes  valeurs 
absolues  des  coefficients  des  dérivées  troisièmes  de  u^t  dans 
l'expression  précédente;  A^,  celle  des  coefficients  des  dérivées 
deuxièmes  de  i/j  ;  A3,  celle  des  coefficients  des  dérivées  premières 
de  M|  ;  A4,  celle  des  coefficients  de  u^  ;  nous  aurons  par  les  iné- 
gah'lés  précédentes  et  par  celles  du  n°  5 


dV{ux) 


Ox\ 


<F'[4AA-+-M(A,-t-A,-hA3-h  Av)J-+-4AF;H, 


cl  posant 
cl 


4A/1-+-  M(A,-H  A,-hA3-+-A0  =  i:, 
4AH  =  x, 
on  peut  écrire  la  formule  précédente 

OV(ux) 


et  pareillement 


Oxx 

ôVjUx) 
'(Kl 


F'v  _i_  p'  ., 


1^'"^'  -+-  F'   / 


lesquelles  avec  Taulrc 

V(ui)  :  F'H 

du  n"5  (ici  est  :  H  :=  kiM.A)  nocis  donnenl  par^i;") 


ùx\ 
Ox\  Oyx 


<ii(F'i:-f-i;/)-f-/<F'H. 

<  IliF'l-h  F, /)-+-// F'H, 


:>4 

lesquelles  avec  Taulre 


imu:mi1!:iu£  pautib. 


dax  c>*M» 

.  -+-  — ■-  — ^-- 


donnent 
c'est-à-dire 


[H(F'v4-Fiy)  +  //F'el4A-hF'eM(A,-+-A,-hA,-hAO. 


et  pareillement 


Oxi 


OViUi) 


ày\ 


<F'v(eH-x)^-F;x«, 


<F'v(e-^/j-^F;x«, 


et  ainsi,  |)uis((ue  d'après  le  n"o, 

|r(a,)|<F'e«, 

avec  un  raisonnement  analogue,  on  a 


ôt\ 


<  U [F'i:(e  4-  X)  -+-  F',  y} |  -f-  //^'h^, 


|r(M3)|<F'eS 


0X\ 


<F'ï(e*  +  ex-f-xM-hF',/«, 


|Ç>W/; 

I  0.r\ 


n  [ F' X ( e» -f-  8/  ^-  7«  )  -H  f;  ys  1  -f-  h F'e», 


On  voit  donc  que,  pour  passer  des  dérivées  quatrièmes  d'une 
(onction  u  avec  un  certain  index  à  celles  de  la  fonction  //  succes- 
sive, il  faut  substituer  dans  le  deuxième  njcmbre  de  l'Inégalité 
à  F'  l'expression  F'H,  à  V\  l'autre  F'S-f-  F', y;  cela  posé,  on  aura 
en  f^énéral 


(i8) 


Ox\ 


H [ F'iie'-i -f- e*-»/  -h. . . -4-  e/«-*-f-  /«-» )  -+-  F; y»]  ■+■  h F'e-, 


1 1.   (Considérons  les  séries 


HIH 


Ojr\   ~       Ox\ 

—                   _i 

ôx\  fh'x 

"T—  .    •   •  < 

lUiOyx      "  Oridyt 

Ot\  r>v, 

î     1    .    •  , 
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I^ar  (iH),  on  a 


< 


-t-  y  tii[Fi(e'->H-e''-«/-4-...-+-e7/»-«-^/;'-«)-i-F',7;'J-4-/«F'e«{, 

1 

et  les  séries  (ii))  seront  cerlainemcnl  uniformément  convergentes 
dans  tout  t  (les  points  de  s  inclus)  si  les  Irois  séries,  dont  les 
termes  généraux  sont 

«onvergent;  on  peut  les  écrire 

Ht  —  y" 


**-/. 


,     //',     H«; 


l'esl-ù-dire,  si  convergent  les  deux  séries  dont  les  lermes  géné- 
raux sont 

Donc,  les  séries  des  dérivées  quatrièmes  (19)  convergent  tant 
i|u*on  a 

Par  suite,  outre  la  condition  (12)  :  H  <^  i,  qu'on  avait  trouvée  pour 
la  convergence  des  séries  (11),  pour  rexislence  des  dérivées  qua- 
trièmes de  lin  on  doit  avoir  :  y  -<  1,  c'est-à-dire 

4  All<i, 

011  II  décroît  indéfiniment  avec  le  décroisscment  successif  des  di- 
mensions de  Taire  7. 

Ces  remarques  faites,  nous  concluons  : 

La  /onction  u  déterminée  par  ta  première  des  séries  (i  i) 
satisfait  dans  t  à  l'équation  (8)  et  sur  s  prend,  ainsi  que  sa 
dérisrée  normalCy  des  valeurs  données,  poun^u  que  ces  condi- 
tions (20)  soient  satisfaites,  lesquelles  sont  certainement  satis- 
faites tant  que  l'aire  7  est  suffisamment  petite. 
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•l'«3nr  ictr-rral*?-  nrXTjîîrre  -ir  !'-^'ji?:->n    9    Jan*  y  par  l«  irondi- 
tK>n^  -i  •r^arrr'^  au  contour,  sa  z:^  m^  p -Qr  «ie»  airrs  7  saffisammeot 

Vvi?  a:  •.•os  miio'rnar.t  r\»fii!ri'*r  l-?^  c**  où  Foo  pcat  parler 

I>t>îîn.>ns  t^T  w,  .  •ieu\  î:-:-rcri»-r>  r^iuîîrne-?  de  rêqaation  (8), 
«H*î  pr^nrieot.  i  n*î  i^ae  i-f-ur?  drr:*r-:^  c •. 'mu le«.  ks  mcmes  valeurs 


■iitiT-rieTa  *I  r-air-ni'-  «  l\r-j-iiEi>a  '^  «el  si:r  *  elle  el  sa  dérivée  nor- 
male ?er*.»ct  nuiîr?. 

•  r 

Inlr-jrjDt  i,àr  partie^  airv  ra\^:rU>'=-:^meDlouea-eie  —  sont  nulles 
>iïr  j.  mu  a 

'1  /       Aa    î—  ^r   *    ^  ir  =  o 

LV\piYS>î-  n  *^tîi  .:>t  >o;:>  le  5î^r.e  ■!  in  terrai  i-in  esl  une  forme 
q;ijiiràli  ji:e  t^a  »i  el  diii>  :r>  vlrrix-fes  |.«reiiiî^re>,  deuxièmes  el 
ir-^î^ir  ia<:>  Je  »v. 

Or  >ur  5 

.'\ 

et  Ton  jviil  lran>tVrnier  oe::e  vrtw^-  ^ua^iralïque  en  d'aulres;  par 
eiemp'e  eu  une.  iiin>  U^^ueLe  il  r.f  ^e  présente  que  a'  el  ses  dé- 
rivées pr:niière>  et  ilea\u'ni<*>.  Kn  Cous  ca>.  lorsqu'on  démonlre 
J\ine  manière  quelvvnqiït-,  qu  v:r.e  de  ces  formes  quadratiques 
icanoniques  est  es^eiiùe  lemeiî:  iv»sisi\e*  il  sera  facile  de  démon- 
Irer,  en  égalant  à  o  les  \anabic>  de  la  forme  qu'on  considère,  qu'ion 
a  identique  meut 

*a\oîr 
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et  alors  évidemment  il  sera  démontré  l'unicité  de  l'intégrale  de 
Téquation  (8)  par  les  conditions  au  contour  données. 

13.  Eu  particularisant  la  forme  de  l'expression  r(w),  on  peut 
arrivera  des  résultats  suffisamment  complets. 
Si  Ton  a 

„ ,  d^u        d^u  ,ôu  du         . 

^        dx*        dy^  dx  dy       '' 

(ai)  deviendra 

En  intégrant  par  parties 

<"■' XH*(S)'-(f)'*-(s-|-/)]*- 

Si  l'expression 

en  tout  a-  n'est  pas  négative,  la  forme  sous  le  signe  d'intégration 
précédent  est  certainement  positive  et  l'on  aura  pour  tous  les  points 

de  T 

w  =  o, 

ce  qui  démontre  l'unicité  de  l'intégrale  de  la  (8)  tant  que  l'expres- 
sion de  r  (w)  est  la  (22) 

Si  l'expression  (23)  n'est  toujours  positive,  désignant  par  B,  B', 
deux  fonctions  régulières  des  points  de  a,  qu'on  prendra  conve- 
nakleinent,  nous  pouvons  écrire  l'intégrale  (21')  sous  la  forme 


fX 


r^r      vv*'            ./vi»         vw          dd        de  /\1    , 

--  2  B  fP   : h  11*  (  - , 1- h  -T h f\\d^  —  o. 


dw  ^td\\  ^    t>IV 

dy        *      \dx        'dy 


qui  est  évidemment  positive,  si 

/,Hv\'^      /divY        ^     ^»'         .w     <^"'  ./^^^      '^B'      '^^^      àe       A 

1    I     -+-(--—)    -+-•>.  B  il» h  2  B   «'  -  -  -h  (l'M    - — h    - — h  - — h         —  /  ) 

V^  djr  /  \  dy  /  dx  dy  \  dx        dy       dx       dy      '^  J 

Oî>l  aussi  positive,  et  il  suffira  pour  cela  de  choisir  B  et  B' de  façon 
H  salisfaire 

.>.        r...        '^'5        ^'»^        ^^d        'f^  r 

dx        tfy        d.r        (iy 
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d'où  Ton  a,  comme  Ta  démontré  M.  Picard  (*),  que 

Pour  des  aires  suffisamment  petites,  V intégrale  de  la  (8) 
qui  correspond  à  r expression  (22)  et  à  des  valeurs  données 
pour  elle  et  sa  dérivée  normale  sur  le  contour  s  est  certaine- 
ment unique. 

11.  Un  autre  cas  (|u'on  peut  complètement  résoudre  est  celui 
de  l'équation 

(8')  A  Aw  =  ku, 

où  k  est  constante. 

En  ce  cas,  l'expression  (21)  deviendra 

Ç  [{Xwy-—  kxv^\dfs=zo, 

laquelle  nous  montre  (|ue  par  L'  fonction  réelle  et  négative  {on 
peut  dire  par  k  fonction  régulière  et  jamais  positive  en  <t)  r  in- 
tégrale régulière  de  la  (8'),  par  des  valeurs  données  à  son  con- 
tour et  à  celui  de  sa  dérivée  normale,  est  unique  ». 
Si  k  est  quantité  constante  et  complexe,  posons 

k  ^.  k'  -+-  ik\ 

la  (8')  en  ce  cas  deviendra 

A  Aa'-h  il  lu''=z{k'-^  ik''){u-r-  iu"), 
c'est-à-dire 

A  Aa'— A-'a'— rw'  =  o, 

et  si  nous  multiplions  la  première  par  «"  et  la  seconde  par  u'  et 
soustrayons  membre  à  membre  en  intégrant  par  tout  o-,  nous  au- 
rons 


(•2» 


flu'llu'—  u'I  lu'-h  k'iu'^-h  u"*)]  d^  =  o. 


Si  la  fonction  u  s'annule  sur  s  ainsi  que  -t->  savoir  : 

*       on 

,      du'       du' 
Il  —  n  =-—-  =  -—=  o, 
On        On 


(')  Picard  (/.  r.)»  Cliap.  I,  |5  I,  nu  Acta  mathemalica,  f.  \II,  7  rai  té  d'Ana- 
lyse, Cli.'ip.  I,  Jî  3. 
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on  aura 


et  par  la  (24  ) 

{'2b) 

cl  pour  h'  ^  o 


f(u'*l\u'—  U'  1111")^$  —  o. 


a'=  //"—  O, 


en  loul  T. 

Ce  résiillal  nous  moulre  ([iril  n'exisle  pus,  pour  les  valeurs  com- 
plexes de  k.  une  intégrale  régulière,  non  nulle,  de  Fcqualion  (H'), 
laquelle  sur  .v  s'annule  ainsi  cjue  sa  dérivée  normale;  c'est-à-dire 
i|ne  : 

«  Pour  des  valeurs  complexes  de  A',  ré<pialion  (8')  admet  une 
iiilégralc  régulière  et  seulement  une,  ([ui  correspond  à  des  valeurs 

de // et  de  —  données  sur  5  ». 
on 

On  ne  peut  plus  parler  d'unicité  d'intégrale  régulière  de  la  (8) 
rïans  le  cas  de  k  constante  et  négative  et  des  aires  de  forme  el  dimen- 
sions (pielles  fpi'elles  soient. 

Le  résultat  du  numéro  précédent  nous  assure,  il  est  vrai,  de 
l'unicité  de  l'intégrale  régulière  (8')  pour  A*  positif  (savoir  pour  A*  pas 
toujours  nul  ou  négatif),  tant  qu'on  parle  d'une  aire  t  suffisamment 
petite;  mais  pour  une  aire  quelconque  ce  n'est  pas  ainsi  générale- 
ment. 

En  vérilé,  il  suffit  (Kobserver  (pie  pour  une  aire  circulaire  ou 
elliptique  t  il  exisle  certainement  des  intégrales  régulières  de  la 
(8')  qui  correspondent  à  des  valeurs  positives  de  A*,  lesquelles 
s^annulant  encore  sur  s  ainsi  que  leurs  dérivées  normales,  néan- 
moins sont  identiquement  nulles  dans  tout  T  (*  );  et  en  effet  il  exis- 
tera des  intégrales  régulières  de  la  (8'),  lesquelles,  tandis  qu'elles 
ne  sont  pas  généralement  égales  en  tout  t,  sur  5,  elles  et  leurs 
dérivées  normales  jirennent  les  mêmes  valeurs. 

Ét^UATIONS  NON    IJNKAIRES. 

15.    Examinons  maintenant  l'équalion  non  linéaire,  c'est-à-dire 


(  '  )  Matuieu,  Sur  le  mouvcmenl  vibratoire  des  plaques  (Journal  de  Afathé- 
ntattqites^  l.  \1V.    »'  série). 


ù»,  PREMIERE  PARTIE, 

lin  tjrpe  pia<  ;:»roit:ral 

A  Au  =  /  t  •   •    -  •  •  -   f    -  -  - .  —  •   •  -  •  »   w.  JTj   V  I  - 

'^-r*      ^*r'  *jj  or-  or  "    . 

el  cherchons  une  inh-piale  Je  celle  t^qu^flion  qui  soil  régulière  en 
lout  7.  telle  que  "^ur  le  Ci»nloiir  s  elle  el  <a  dérivée  normale 
prenneol  des  \âleurs  donot^r-s.  I V^  valeurs  seront  des  ToncUons 
des  [toinls  de  5.  que  nous  sii[qHj>erons  toujours  linies  el  que  nous 

j  -  du 

désignerons  par  //„  i  -t-  \  - 

0>nsidén>ns  à  présent  IVquation  îndélinie  : 

a\ec  les  conditions  au  contuur  s  : 

i.'ff^         .  ou  . 

M*  =  U,.  =    1    )    - 


t*n  r*n 


L'intr^crale  u^  de  cette  équation  sera  régulière  ainsi  que  ses  déri- 
vées de  tout  ordre:  par  cela,  on  pourra  li\er  une  quantité  finie  L 
é^ale  au  maximum  des  maxima  de  fi«et  de  ses  dérivées  des  quatre 
premiers  ordres. 

Cela  posé,  on  suppose  que   /'.  fonction  des  variables  indépen- 

j     .      <^M  o*tf  ou  ...  .  « 

dantes  — -9  •--•  — -7  ••••  — »  —  m.  x,  i*.  variables  entre  —  L.el  -r-L, 

soit  toujours  régulière:  alors,  il  existera  un  maxiinum  fini  de  ses 
\aleurs  absolues  que  nous  désignerons  par  u. 
On  intègre  les  équations  iiidétiiiies 

o^  M.»  ou. y 


AAW:=/| 
AA«j  =  /| 


O^Ux 
OT^ 


'JT 

.... 

«g. 

J". 

V 

m 

U 

* 
if  r 

.... 

":. 

X. 

Y 

1- 

avec  le>  CMudilions  i|ue  sur  5  les  ^/,.  m,..  .  .  el  leurs  dérivées  nor- 
males s'annulent.  Posant 

.    o^Ui  •.»-«;■  on 

'♦/■■  OT*  OT  .      f  * 

nous  aurons 


»'l.  par  I  livpolli»  >o  lai  le  sur  /*.  ou  a 

i  r    ^:       ^  1. 
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Gi 


el,  par  les  (5"),  (6'),  (:"'), 


«<  I  \ 

àxi 

•   •   •   •   I 

'dx^ 

i 


<  aM. 


Faisons  une  h^polhrse  sur  /^  savoir  que  pour  des  valeurs  de 
— -9  "'i  Uj  comprises  enlre — L  et  L,  on  peut  déterminer  dix  con- 
stanles  positives  B| . .  .13^,  de  manière  que 


|r(ii')|<B, 


B, 


ôX'Oy 


...-hB|o|  u'I 


ou 


•  •  //'désignent des  valeurs  quelles  que  soient  les  variables 

w,  comprises  enlre  —  L  et  L. 

C^ette  condition  sera  certainement  satisfaite  si  la  fonction  f 
admet  des  dérivées  partielles  premières  finies  et  continues  respec- 
tivement aux  dix  variables  — ->  •  •  •  >  //. 

Ox* 

Kf]  particulier,  nous  avons 

|r(w,)|  <  B,|jLiM-^  BjiiM-f-...~  B,„|ji  M, 
c'est -à -dire 


et  ayant  posé 
il   résultera 


\V[u,)  |<,jLM(B,H-Bj-h...4-B,o), 
M(Bi-+-Bj4-....-+-B,o)=e, 


|'/2l 

àxi 


i  '^^] 


<  îi  H  M, 


dx'l 
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cl,  de  proclic  en  proche,  on  a 

I  "«  I 

àUn 


dx\ 


ôx] 


à^Un 
OXx 


<  (1  e«->  M 


cl  alors,  comme  au  ii"  6,  on  a  que  la  série 

converjjje  imiforniément  en  tout  t,  ainsi  que  ses  dérivées  des 
(|ualre  premiers  ordres;  encore  sur  s  |)our  11  el  ses  dérivées  pre- 
mirres,  lanl  qu'on  a 

M(BiH-  Bj-»-. . .-+-  B|o)  <  I. 

11  s'ensuil  de  là  qu'il  n'y  a  rien  à  changer  aux  raisonnements 
des  n"*  7  et  8,  pour  démontrer  que  hi  fonction  ii^  déterminée 
par  la  (sïl))  satisfait  en  t,  à  l'équation  (.i5)  et  sur  s  aux  autres 


U   —   //v, 


Ou    _  (Ou\ 
On  "~  '  On  I  c  ' 


Il  va  sans  dire  <prencore  ici  pour  élahlir  le  théorème  précédenl, 
il  fiiut  admelire  rexisleuce  des  dérivées  premières  régulières   de 

f  [--'-y  •••»  //,  .r,  y)  respeclivement  à  .r,  y;  f  considérée 
comme  fonclion  de  ./•,  y  explicileuient  et  respeclivemenl  à 
.  • ,  ff,  parc*!  (pi'alors  c'esl  facile  de  démontrer,  avec  des  rai- 
sonnements parlailemenl  anajo^ui's  à  c(mi\  des  n**'*  10,  II,  que 
les  dérivées  <|ualrièmes  de  la  fonrlinn  //,  re|)réscnlée  i)ar  la 
S('rie  (:>-()),  exislenl  el  soûl  n'^^ulières  v[  (piOu  a 


or  _ 

or  0'  u 

0  '  u    0.r  • 
0  —  - 

-f- 

0/           ''•  u 

0^  u      O.r^  Or 
0  -     

o.r*-  Oy 

0/    Ou 

-♦-     •- 

Ou   o.r 

ÙT 

or 

or    0' 

u 

f'f                 0*  u 

of  Ou 

<i.r 

'!> 

il^U    OJ-^ 

0    -, 

OT^ 

Oy 

tlUl      tf.r*'  0}  ^' 
0  -        - 

Ou   Oy 

OY 
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IG.  Pour  runicilé  des  inlégrales  de  Téqualion  (25)  voici  ce 
qu'on  peut  dire  en  général. 

Supposé  que  f  admette  les  dérivées  partielles  respectivement 

à  -r— j>  •••>  Uj  désignons  par  //|  et  //a,  deux  intégrales  de  la  (ao) 

qui  prennent  sur  5  les  mêmes  valeurs  ainsi   que   leurs  dérivées 
normales.  On  aura 

AA(a,-i/,)  =  r(i/,)-r(i/,), 

el  posant  v  =  i/|  —  u^ 

_        df        d^  ôj  d^v  df 

OÙ   les  symboles  — >  .  •  •  >  -^    désii^nent  les  valeurs  de  ces  dé- 

rivées  premières  même  pour  des  valeurs  de  -— »  •  •  •  >  i',  coEnprises 

respectivement  entre -r-^- et-— ->  •••»  Uy  et  f/2. 

On  peut  considérer  les  symboles  comme  fonction  de  x  et  ^', 
de  telle  manière  que  l'équation  ('>î5)'  devient  une  équation  linéaire 
en  r. 

Les  mêmes  considérations  du  n°  12  peuvent  ici  servir  pour  voir 
sî,  dépendamment  de  la  nature  de  la  fonction  f^  Tinlégrale  de 
la  (ao)',  que  sur  s  s'annule  ainsi  que  sa  dérivée  normale,  est 
identiquement  nulle  en  tout  7;  c'est-à-dire  si  Tintégrale  de  Téqua- 
lion  (25/  est  unique. 

Pour  énoncer  des  résultats  plus  complets,  consid<*rons  le  cas 
particulier  où 

j.       d*u        d'il         .  /Ou    du  \ 

Dans  ce  cas,  en  appliquant  lu  nx-diodc  déjà  indi(|iiée,  on  a 


• 

/     — 

1 

- 

•■ 

#• 

/w 

m 

f 

r.' 

^ 

m 

'         *  ' 

/*" 

isr 

1        #••* 

•          /w 

/    — 

/     — 

m 


> 


•tir^ 


î  ffl  -  ffl 


donne 


Eii  3arô:Tii_»fr.   ji  ^  5:ai:r:*:a  /.  i»?  c^jacwat  p**  les  déniées 
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COMPTES   UENDUS  ET  ANALYSES. 

CEuvRES  COMPLÈTES  DE  CiiRiSTiAiN  IIuvGExs,  publiôcs  par  la  Sjciélé  hollan- 
daise des  Sciences.  Tome  VII,  Correspondcuice,  1 670-1 6-5.  Paris,  Gauthier- 
Villarset  fils,  1897. 

La  publication  des  Œuvres  de  Hujgens  se  poursuit  avec  régu- 
larité. Le  septième   Volume  de  la  Correspondance  se  termine  à 
la  2082*  Lettre,  datée  du  26  décembre  ifijS.  La  perte  du  regrelté 
Biérens  de  Hahn,  dont  les  premiers  Volumes  attestaient  le  grand 
savoir  et  le   zèle  infatigable,   n'a  ni   ralenti    la  publication,    ni 
changé  le  plan  adopté.  Nous  retrouvons  la  même  conscience,  la 
même  érudition,  la  même  abondance  d'éclaircissements    solides 
et  précis.  M.  Bosscha  a  accepté  la  lourde  tache  que  nul    mieux 
que  lui  ne  pouvait  mener  à  bien;  Christian  Huygens  recevra,  ses 
admirateurs  n'en  doutent  plus,  le  monument  le  plus  achevé  qui 
âU  honoré  la  mémoire  d'un  homme  illustre. 

Aucun  document  n'est  omis,  tous  ont  leur  importance;  le  génie 
«leHujgens  est  assez  grand  pour  que,  dans  sa  vie,  où  la  Science 
lient  une  si  grande  place,  on  prenne  plaisir  au\  plus  petits  dé- 
tails.  S'intéressant  à  tout,  aimé  et  respecté  de  tous,  excellent 
friTe^  excellent  fils,  homme  du  monde  trrs  recherché  à  la  ville, 
bien  accueilli  à  la  Cour,  admiré  des  savants  sans  afl'ccter  jamais 
"ne  supériorité  que  nul  ne  contestait,  Hujgens  est  resté  assez 
f;raii<J  pour  que  les  attaques  dirigées  contre  lui,  tout  en  troublant 
qiielc|  uefois  sa  vie,  n'aient  amoindri  que  ses  adversaires. 

Lcî     septième  Volume  commence  avec  l'année   1670.  Christian 

Huy^ensest  atteint  d'une  maladie  peu  moins  que  mortelle;  la 

Cori-t?s|)ondance  scientifique  est  interrompue,  et  les  alarmes  de  la 

famille  remplissent  les  premières  lettres.  Le  père  et  les  fVères, 

(|uoic|ue  fort  émus,  dissertent  avec  uwc  entière   liberté  d'esprit. 

La  pt*rte  d'un  si  digne  enfant  serait  très  sensible  à  Constantin, 

mais  ii  son  âge,  ayant  si  peu  d'espoir  d'en  jouir   longtemps,  il  lui 

seml)l(^  qjie  le  monde  y  perdrait  |)lus  encore  que  lui.    Constantin 

Huygens  était  un  poète  latin  renommé  et  habile;    il  semble  qu'il 

médite  une  élégie  sur  la   perte  prochaine  dont  le  pronostic  des 

inmocins  le  menace. 
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Le  frère  aîné  de  Christian,  qui,  comme  le  père,  se  nomme  Con- 
slanlin,  dans  une  lettre  au  jeune  frère  Lodowick,  le  plus  aimable 
et,  à  ce  qu^il  semble,  le  plus  aimé  de  Cbrislian,  se  montre  déses- 
péré des  mauvaises  nouvelles  du  bon  frère;  il  consulte  les  méde- 
cins hollandais  sur  le  traitement  de  la  Melancholia  hypocon- 
drica  mera  et  purOy  c'est  le  nom  que  les  médecins  de  Paris 
donnent  à  la  maladie  de  Christian,  qui  porte  aujourdMiui  le  nom 
de  mélancolie  hypocondriaque  ;  c'est  la  forme  mentale  de  Thj- 
pocondrie.  Les  facultés  intellectuelles  de  Huygcns  ne  semblent 
pas  avoir  été  atteintes;  mais  elles  étaient  menacées.  I^s  médecins 
de  Paris  conseillent  Pair  natal,  aussitôt  que  le  malade  sera  trans- 
portable;  ceux  d'Amsterdam  proposaient  le  lait  de  femme,  s'il 
peut  le  supporter.  Constantin  en  a  vu  de  très  heureux  effets; 
plaise  à  Dieu  qu'il  puisse  ramener  le  bon  frère  à  la  vie;  mais,  quoi 
qu'il  advienne,  il  lui  sait  Tame  assez  grande  pour  se  résoudre 
avec  courage  au  passage  dans  l'autre  vie.  Il  espère  le  meilleur,  si 
toutefois  il  peut  y  avoir  quelque  chose  de  meilleur  que  l'éternelle 
béatitude.  Les  sentiments  de  Chrislian  sont  plus  naturels  et  plus 
humains.  La  vie  mortelle  lui  est  chère;  il  trouve  la  mort  redou- 
table et  mauvaise;  il  ne  veut  pas  qu'on  lui  parle  de  la  vie  future, 
elle  est  incertaine.  Le  frère  aîné  s'en  désole.  La  perte  de  son 
frère  lui  cuirait  bien  davantage  s'il  mourait  dans  de  tels  senli- 
m(*nts. 

Dès  que  Christian  put  supporter  le  voyage,  conduit  par  Lodo- 
wick  qui  était  accouru  à  Paris,  il  alla  se  reposer  chez  son  père. 
Heureux  de  revoir  son  cher  Archimèdc,  mais  toujours  besogneux 
au  milieu  d'une  vie  somptueuse,  le  vieux  (Constantin  hésite  à 
paver  les  dépenses  faites.  Le  frère  aîné  écrit  à  Lodowick  quehjues 
jours  avant  le  retour  à  la  llriye  :  «  J'ai  parlé  au  signor  padre 
touchant  voire  dépense  chez  h*  frère,  sans  en  tirer  rien  de  positif. 
Il  dit  tantôt  qu'il  fallait  lui  dire  qu'il  aurait  soin  de  reconnaître 
cela,  tantôt  (|u'il  n'était  pas  déraisonnable  qu'étant  à  son  aiso 
comme  il  l'est  il  logi^U  un  frère  venu  pour  l'assister,  et  enfui 
s'est  étendu  élo(|iien)uient  sur  la  néi^essilé  présente,  le  mauvais 
j)ajemenl  de  tous  cotés.  >> 

Le  jour  même  où  son  fils  aîné  lui  <lemaiulait  ses  intentions,  le 
père  écrivait  à  Lodowick  à  Paris  :  «  N'aurlez-voiis  pas  l'esprit 
cuire  vous  deux  de  faire  seutir  tpuriipotctiti  par  votre   monsieur 
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Perraull,  ou  autres,  que  celle  maladie  est  de  si  grand  prix,  que  le 
Ro)*  pourrait  avoir  la  bonté  de  vous  soulager  de  quelques  sub- 
sides? D'autres  auraient  bien  soin  de  se  procurer  adroitement  de 
telles  choses.  )> 

Louis  XiV  alors  préparait  la  guerre  à  la  Hollande  et  lui-même 
avait  grand  besoin  d^argenl. 

Christian,  quoi  qu'en  puisse  juger  son  père,  ne  se  trouvait 
jamais  fort  à  son  aise;  il  aimait  le  luxe,  et,  espérant  sans  doute 
s'enrichir  par  ses  inventions,  dépensait  au  delà  de  ses  revenus, 
dont  le  plus  clair  était  la  pension  de  six  mille  livres  payée  par  le 
Roi.  Cela  suffisait  alors  pour  bien  vivre,  non  pour  faire  figure. 
Logéàla  bibliothèque  du  Roi,  Huygens  fait  parqueter  l'appartement 
àses  frais,  achète  de  beaux  meubles,  et  fait  ses  visites  en  carrosse. 
«  J'avais  déjà  deux  laquais,  écrit-il  à  Lodowick,  et  voilà  un 
cocher  de  surplus;  je  vois  bien  que  j'aurai  de  la  peine  à  soutenir 
toute  celle  dépense,  mais  cela  pourra  toujours  durer  quelque 
temps,  et  intérim  Jiet  aliquid,  » 

Huygens  compte  sans  doute  sur  le  privilège  obtenu  pour  ses 
inventions  d'horlogerie.  Beaucoup  de  déceptions  l'atlendaient. 
Christian  n^aimait  ni  à  solliciter,  ni  à  épargner,  et  ne  s'enlendait 
guère  aux  affaires  d'intérêt.  Peu  empressé  à  réclamer  l'honneur  de 
ses  inventions,  il  Tétait  beaucoup  moins  encore  à  en  disputer  le 
profil. 

Il  écrit  à  Lodowick,  (pii  a  admiré  sa  perruque  blonde  et  le  prie 
de  lui  en  envoyer  une  semblable  :  «  Si  vous  voulez,  je  vous  ferai 
encore  faire  une  perruque,  mais  il  faut  aussi  que  vous  ayez  soin  de 
ni  envoyer  de  l'argenl,  car  je  \\\,\\  saurais  plus  débourser  sans  en 
faire  venir  de  celui  ([ue  le  frère  me  garde,  et  même,  sans  rien  dé- 
bourser, je  pense  que  j'en  aurai  afi'aire  bientôt.  Six  personnes  et 
deux  chevaux  (|ue  j'ai  à  nourrir  font  aller  ma  (Ié[)ense  extrêmement 
vile.  »  Les  perrucjues  coûtaient  six  louis;  c'était  la  seconde  que 
tlemandail  Lodowick,  et  il  devait  encore  la  première,  (ihrislian 
saunait  beaucou|),  mais  le  savait  mauvais  payeur. 

lendanl  que  Lodowick  commandait  des  perruques  à  Paris, 
esperauiles  faire  payer  par  //  signor  padre,  (pii  souvenl  le  faisait 
allendre,  Christian  avait  profité  de  son  séjour  à  la  Haye  pour 
<^onimander  au  tailleur  de  sa  famille  un  habil  de  couleur  pour  son 
i''^|uais;  la  uoU»  lui  arriva  à  l*aiis. 
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«  Pourquoi,  écril-il  à  son  frère,  dans  une  iellre  où  il  lui  décrit  le 
télescope  de  Newton,  ne  pas  mettre  cet  habit  au  compte  du  signor 
padre  aussi  bien  que  l'élofle  de  ceux  qu'il  fait  pour  les  valets  de 
vos  seigneuries,  car,  étant  en  Hollande,  je  me  suis  cru  de  même 
condition  et  je  ne  pense  pas  que  le  signor  padre  l'entende  autre- 
ment. » 

Christian,  dans  ses  lettres  à  Lodowick,  parle  avec  abandon  et 
sans  aucun  apprêt  de  ses  relations  mondaines  à  Paris,  des  souve- 
nirs laissés  en  Hollande,  des  belles  demoiselles,  parentes  ou  amies, 
qui  veulent  bien  ne  pas  l'oublier  et  auxquelles  il  souhaite  d'heu- 
reux mariages;  il  assiste  à  une  séance  de  réception  à  l'Académie 
française  qu'il  nomme  V Académie  française  de  M.  le  Chan- 
celier, Charles  Perrault  prononça  sa  harangue  de  remercîment 
au  grand  contentement  des  auditeurs,  et  reçut  pour  réponse  autre 
harangue  de  M.  Chapelain,  directeur  de  la  Compagnie.  Hujgens 
prit  gnind  plaisir  à  se  trouver  parmi  les  vieux  poêles  et  auteurs, 
Corneille,  des  Marets,  Quinault,  Cottin.  Chapelain  félicite  surtout 
le  nouvel  élu  de  Thonneur  qu'il  aura  de  contribuer  au  travail  de 
l'Académie  sous  les  auspices  de  Monseigneur  le  Chancelier,  son 
illustre  protecteur,  avec  les  comtes,  les  marquis,  les  gouverneurs 
de  province,  les  conseillers  d'Étal,  les  maîtres  des  requêtes  dont 
elle  est  remplie,  sans  compter  les  ducs  et  pairs,  les  ministres  d'Etal 
et  les  secrétaires  de  commandements  qui  ajoutent  un  si  grand 
lustre  à  l'éclat  de  cette  (!^ompagnie. 

Hujgens  entretient  avec  Oldenburg  une  correspondance  très 
active.  Empressé  et  bienveillant  pour  tous,  avant  rarement  une 
opinion  personnelle,  le  secrétaire  de  la  Société  rovale  joue  à  peu 
près  pour  Christian  Iluvgens  le  rôle  du  P.  .Mer:>enne  près  de 
Descartes:  il  le  lient  au  couranl,  le  plus  souvent  par  l'envoi  de 
leurs  Mémoires,  <les  travaux  mécaniqurs  de  \\  renn,  des  subtiles 
inventions  mathématiques  de  \\  allis,  des  découvertes  de  Newton 
en  Optique,  des  idées  ingénieuses  et  des  prétentions  de  Robeii 
Hooke,  de  l'ignorance  de  Ilohbes  dans  la  Science,  et  de  son  imper- 
turbable confiance. 

Oldenburg  prêche  à  tous  la  tolérance  pour  les  illusions  des  in- 
venteurs, à  la  bonne  foi  descpiels  il  voudrait  toujours  croire.  «  Je 
vous  assure,  écrit-il  à  Hujgens,  à  l'occasion  de  réclamations  qui 
l'avaient  froissé,  cpie  ceux  de  voire  cou  naissance*  ici  ne  nîanc|uenl 
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pas  deconliiuier  la  même  afTeclion  el  estime  pour  voire  personne 
et  mérite,  et  qu'ils  ne  font  rien  acilre  que  de  prendre  la  même 
liberté  envers  vous  que  vaus  prenez  envers  eux,  qui  est  de  dire 
avec  franchise  leurs  sentiments  sur  vos  Ouvrages  et  de  rectifier 
quelquefois  les  bévues  qu'ils  y  pensent  être  commises  touchant  la 
propriété  de  quelques  inventions.  Veniam  damas  petimusque 
vicissim.  Gela  se  pratique  de  part  el  d'autre  ;  il  faut,  ce  me  semble, 
entretenir  constamment  la  même  amitié  et  ne  commettre  rien  qui 
puisse  émousscr  ni  détruire  les  forces  des  esprits  qui  travaillent  à 
Tavancement  des  Sciences.  » 

Rien  n'est  plus  impalientant  que  celle  impartialité  ignorante  et 
niaise,  qui  ne  veut  pas  se  taire  el  croit  sage  de  s'annuler;  on  a  le 
droit  de  garder  le  silence,  il  est  impertinent  de  le  conseillera  ceux 
qui  se  sentent  insultés  ou  blessés.  Huygens  était  accusé,  et  croyait 
ses  accusateurs  de  mauvaise  foi  ;  on  comprend  que  de  tels  conseils 
aient  rendu  ses  rapports  avec  Oldenburg  plus  rares  et  plus  froids. 
Les  prétentions  de  Hooke  à  la  priorité  de  l'invention  des  horloges 
à  pendule  et  du  ressort  spiral  des  montres  l'entraînaient  bien  au 
delà  des  limites  imposées  par  la  courtoisie.  Ilooke  alla  jusqu'à 
insinuer,  contre  le  confiant  et  naïf  Oldenburg,  l'accusation  de 
complicité  et  de  trahison.  Le  secrétaire  de  la  Société  rojale  avait, 
suivant  lui,  communiqué  à  Hu}'gens  les  idées  et  les  projets  dont 
ses  fonctions  le  faisaient  dépositaire. 

Robert  Hooke,  très  instruit  de  toutes  les  sciences,  sans  faire 
sa  spécialité  daucune,  agité  d'une  activité  fébrile,  abordant  tous 
les  problèmes  avec  un  esprit  d'invenlion  souvent  heureux,  mais 
i»  achevant  aucune  solution,  est  resté  non  moins  célèbre  par  son 
caractère  querelleur  et  défiant  que  par  son  mérite  très  réel. 

On  peut  ouvrir  au  hasard  Tun  des  quîitre  Volumes  de  V/Jisloire 
d^  lu  Société  royale  par  Ik'rk,  il  est  rare  qu'on  tombe  sur  une 
page  de  la(|uelle  le  nom  de  Hooke  soit  absent;  il  j)renait  la  parole 
ï»"r  lous  les  sujets,  sans  que  jamais  on  raccusàt  d'ignorance.  Sur 
loule  découverte  ini|)ortanle,  Hooke  élevait  de  bonne  foi  une  récla- 
ïualion  de  priorité,  el  rappelait  une  idée  analogue  produite  anté- 
rit'ureiuenl,  sans  développement,  sans  précision  et  sans  preuves. 
iH»oke  a  disputé  à  Newton  la  découverte  de  Tal traction  univer- 
selle, el  à  Huvgens  celle  des  horloges  isochrones;  il  esl  certain 
qu<*.  >ans  avoir  allcinl   le  but  cl   sans  èlre   assez  géomètre   pour 
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liiller   contre   les   dilïîcullés  du  problème,    il  l'avait   nellemenl 
posé. 

M.  Bosscha  a  rc^uni,  à  roccasion  du  beau  Livre  d'Hujgens  De 
horologio  oscillatorioy  publié  en  1672,  des  documenls  1res  inlé- 
ressanls  et  peu  connus  sur  la  découverte  de  rallraction.  Quoique 
Huygens  ait  toujours  refusé  de  croire  à  Taclion  à  distance,  il  a  joué 
dans  riîisloire  de  la  découverte  un  rôle  de  grande  importance. 
Newton  s'est  plu  à  le  reconnaître.  La  tliéoriedc  la  force  centrifuge, 
révélée  à  la  fin  du  beau  Livre  de  Huvgens,  a  rendu  possible  la  dé- 
monstration, fjui  d<;vait  larder  quinze  ans  encore. 

Les  idées  de  Hooke,  quoiqiie  certainement  connues  de  Newton, 
ne  pouvaient  lui  être  d'aucune  utilité.  Hooke  croyait  fermement  à 
Tattraclion,  mais  il  ne  prouvait  rien,  et  se  bornait  à  déclarer  cer- 
taine une  idée  (|ue  plusieurs  autres,  Roberval  par  exemple,  avaient 
énoncée  avant  lui. 

Hujgens  avait  envoyé  à  Newton  un  exemplaire  de  son  Livre, 
sans  lettre  d'envoi.  Les  remercîments  furent  adressés  à  Oldenburg, 
avec  l'intention  évidente  que  la  lettre  fût  communiquée  à  Huygens. 
Oldenburg  envoya  la  copie  à  l^aris,  en  supprimant  quelques 
lignes  qui  sont  précisément  celles  que  Newton  citait  vingt  ans 
plus  tard  pour  prouver  que,  dès  cette  époque,  quinze  ans  avant  la 
publication  de  son  Livre,  ses  idées  étaient  déjà  dirigées  vers  la 
théorie  mécanique  dos  mouvements  célestes.  Dans  la  copie  envoyée 
à  Huyj^ens  par  Oldenburg,  Newton  se  borne  à  louer  le  discours 
sur  la  force  centrifuge  dont  la  conception  peut  être  utilisée  dans 
la  Philosophie  naturelle  et  en  Astronomie,  La  lettre  originale, 
conservée  par  la  Société  royale,  contient  un  développement  qui 
ne  le  montre  pas  dans  la  bonne  voie  :  «  Si  l'on  admet,  dit-il,  que 
la  raison  pour  laquelle  la  Lune  tourne  toujours  la  même  face  vers 
la  Terre  est  due  à  TefFort  plus  grand  de  Tautre  côté  pour  s'en 
éloigner,  il  en  résulte  (en  admettant  le  mouvement  de  la  Terre 
autour  du  Soleil)  (|ue  la  pbis  grande  dislance  du  Soleil  à  la  Terre 
ne  peut  être  à  la  plus  grande  distance  de  la  Terre  à  la  Lune  dans 
un  rapport  plus  grand  que  celui  de  10 000  à  5(),  et  par  conséquent, 
la  parallaxe  du  Soleil  supérieure  à  77777^  de  colle  de  la  Lune,  parce 
que,  si  la  dislance  du  Soleil  était  moindre,  la  Lune  serait  attirée 
vers  le  Soleil  avec  plus  de  force  que  vers  la  Terre.  J'ai  pensé  ainsi 
fpie  la  libralion  de  la  Lune  dépend  du  rapport  de  ses  tendances 
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vers  le  Soleil  et  vers  la  Terre,  jusqu'à  ce  que  je  trouve  une  expli- 
cation meilleure.  » 

Il  faut  citer  le  texte  anglais  : 

Thus,  for  instance,  if  the  rcason,  why  the  same  side  of  ihc  Moon  isever 
lowards  the  Earth,  be  the  grealer  conatus  of  the  other  side  to  recède  from 
it,  il  will  follow  (upon  supposition  of  the  Earlhs  motion  about  the  Sun) 
tliat  the  greatest  distance  of  the  Sun  from  the  Earth  is  to  the  greatest 
dislance  of  the  Moon  from  the  Earth,  not  greater  than  loooo  to  50,  and 
iherefore  the  parallax  of  the  Sun  not  less  ihan  -fô*^^  of  the  parallax  of  the 
Moon,  becausc  were  the  Suns  distance  Icss  in  proportion  to  that  of  the 
Moon,  she  would  hâve  a  greater  conatus  from  the  Sun  ihan  from  tlie  Earth  ; 
I  thought  also  sometimes  that  the  Moons  libration  might  dépend  upon  ihe 
conatus  from  the  Sun  and  Earth  compared  togcther  till  I  apprehend  a  better 
cause. 

M.  Bosscha  s'étonne,  sans  proposer  d'explication,  que,  contrai- 
rement à  ses  habitudes  de  correction  et  d'exaclilude,  Oldenburg 
ait  supprimé  ce  passage.  »  Quelle  est  la  main,  dit-il,  qui  a  soustrait 
au\  yeux  de  Huvgens  les  réflexions  de  Newton  sur  la  force  cen- 
tiifijge,  suscitées  à  la  lecture  de  Vlloro/o^îum  oscillatoriiun  et 
don!  Newton  a  voulu  faire  part  à  Tauteur?  »  Je  ne  liasat^dei^ai  pas 
de  conjecture.  On  ferait  trop  d'honneur  à  la  perspicacité  d'Olden- 
burg  en  admettant  qu'il  ait  compris  l'inextricable  obscurité  des 
lignes  supprimées.  Elles  sont  d'autant  plus  incompréhensibles 
qu'on  voudra  supposer  Newton  plus  avancé  sur  la  voie  de  sa  grande 
découverte.  S'il  est  vrai,  comme  on  l'a  souvent  répété  non  sans 
vraisemblance,  qu'il  ait,  non  pas  découvert,  mais  démontré  la  loi 
de  Tatlraclion  universelle  en  y  pensant  toujours,  on  ne  doit  pas 
oublier,  en  lisant  les  lignes  précédentes,  qu'entre  elles  et  la  publi- 
cation du  LÎK're  des  principes  il  se  place  quinze  années  de  médi- 
tation. 

Newton,  sans  doute,  les  citait  de  mémoire  et  n'en  avait  qu'un 

imparfait  souvenir.   Comment,   en  elfet,  sans  avoir  aucun  indice 

sur  le  rapport  de  la  masse  du  Soleil  comparée  à  celle  de  la  Terre, 

former  une  conjecture,  moins  encore  proposer  un  raisonnement, 

>ur  la  grandeur  relative  des  actions  exercées  sur  la  Lune,  et  sur 

le  rapport  des  distances?  L'influence  sur  la  libration  du  ra|)port 

de  ces  deux  forces   ne  se  comprend,  d'ailleurs,  ni  avant   ni   après 

la  «lécouverte  du  principe. 


7>  PKËMIËUH  PARTIE. 

Il  somhleruil  loiil  naturel  aujourd'hui  qu'après  avoir  lu  le  liv 
i\o  lluvp;tMis,   ol  avîinl  eu,    comme  sa   lellre  le  démonlre,  lia 
d\ippli(|uor  à  l\'hi(le  dos  mouvements  planétaires  la  ihéorie  de 
foriM*  rrntrifuge.  Newton  en  ail  déduit  la  loi  de  l'attraction  solai 
inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  dislaDce.  Le  calcul 
l'rtire  ne  dépassait  pas  même  la  science  de  Hooke,  pourvu  que  1  o 
aeeeptàt,  comme  première  approitimalion^  le  mouvement  cire 
laire  des  planètes  autour  du  Soleil  comme  centre. 

Soit»  en  elVet,  »?  le  ra\on  d*nne  orbite  circulaire  parcourue  uni 
lormèment  dans  un  lemp*»  T:  la  force  ceniriprtey   d'après  la  1 
de  lluNi^ens,  doit  ètiv  par  unité  de  masse,  la  vitesse  étant  \, 
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l. -Attraction»  >ï  on  racooplo  comme  cause  de  mou\enient.  estdoni 
pivp^M'luMinoUc  à  '!,  :  nwi>»  en  \erlu  d'une  loi  de  Kepler,  ^fj  ** 
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I^  l'orce  cenlripèle,  en  1672,  élailtrès  difTérenle  de  celle  de  force 
.^nlrifuge.  La  pensée  de  rapprocher  l'élude  des  mouvements  pla- 
-i<*iaires  des  ihéorèmes  énoncés  par  Huygens  ne  pouvait  naître 
alors  que  dans  l'esprit  de  Newton. 

Les  revendications  de  Hooke  au  sujet  du  pendule  n'étaient  pas 
S3DS  Toodement;  Huvgens  ne  lui  avait  rien  emprunlé,  personne, 
\e   crois,  n'en  a  jamais  douté  ;  mais  Hooke  avait  le  droit  de  rappeler 
ses   anciennes  idées.  Les  soupçons   injurieux  et  les  accusations 
dépourvues  de  vraisemblance   ont  mis  tous  les  torts  de  son  côté. 
Ni  les  plaintes  de  Hooke,  ni  les  allégations  mensongères  de  l'iior- 
\oger  Thuret,  ni  les  Mémoires  juridiques  de  l'abbé  Haulefeuilie 
ne    doivent   diminuer   la  confiance  dans    l'entière   bonne  foi  de 
Huvgens;  elles  lui  ont  cependant  donné  beaucoup  d'ennui.  Dési- 
reux avant  tout  de  tranquillité,  il  renonça  au  privilège  que  Col- 
bert  lui  avait  fait  obtenir,  et  aux  légitimes  espérances  de  fortune 
accueillies  un  instant   avec  une  joie   paisll^le.   Peu  soucieux  du 
lucre,  il  avait  abandonné  à  Oldenburg  les   avantages  espérés  de 
son  privilège  en  Angleterre;  la  calomnie  voulut  voir  dans  cette 
générosité  la  preuve  d'un  marché  honteux.  «   Si    Huj-gens  a  re- 
noncé à  ses  droits,  c'est  qu'il  a  reconnu  la  vérité  des  accusations 
portées  contre  lui;    s'il  a  abandonné  à  Oldenburg  des  avantages 
considérables,  c'est  le  salaire  du  secret  trahi  sans  lequel  Huygens 
n  aurait  rien  inventé.    »  De  telles  insinuations  ne  mérilaient  que 
le  mépris.  Oldenburg  en  fut  vivement  ému;  il  pria  Hujgens  de 
vouloir  bien  déclarer  que  sa  générosité  envers  lui,  comme  il  était 
vrai,  n  avait  eu  d'aulre  motif  qiie  l'iiilérêt  excité  par  la  fortune 
elroile  de  son  ami,  dont  il  connaissait  rem  anfuistani  domi. 

ba  célébrité  de  Newton  commençait  alors  avec  la  découverte 
des  réfrangibilités  inégales  et  du  télescope  qui  s'y  rattache,  la 
substitution  de  la  réflexion  à  la  réfraction  supprimant  la  colora- 
tion des  images.  Hujgcns  accueille  ces  recherches  avec  des 
louanges  sincères.  La  théorie  nouvelle  des  couleurs  lui  paraît 
tout  d'abord  fort  ingénieuse;  il  faudra  voir  si  elle  est  compatible 
avec  tontes  les  expériences.  11  approuve  fort  l'invention  du  téles- 
cope, dont  il  rend  compte  dans  \c  Journal  des  Sai^anfs,  ainsi  que 
<jc  celui  de  Cassegrain  vanté  peu  de  temps  après  comme  plus 
commode  et  plus  ingénieux.. 

■hi.^gens,  après  a\oir  revendiqué  les  droits  de  priorité  de  (ire- 
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gorv,  (liscule  les  avanlages  prélendus  sur  l'inslrumenl  deNewl 
uii(|iicl  il  donne  la  préférence.  M.   Newlon,  suivant  lui,   Iraiu 
prélenilu    invenlenr  plus  doucement  qu'il  ne  mérite.  Plusi( 
IcUrcs  sonl  échangées,  de  plus  en  plus  favorables  aux  théories 
aux  lijpollit'ses  de  Newton.  La  doctrine  nouvelle  se  confirma 
plus  en  plus;  toutefois,  il  semble  que  Tauteur  doit  se  contei 
que  ce  qu'il  a  annoncé  passe  pour  une  hypothèse  fort  vrais< 
blable.  «   De  plus,  ajoute  le  futur  auteur  du  Tractatus  de 
mine,  quand   II  serait  vrai  que  les  ra^'ons  de  lumière,  dès  K 
origine,  fussent  les  uns  rouges,  les  autres  bleus,  elc.,  il  resler" 
encore  la  grande  diffîcullé  d'expliquer  en   quoi  consiste  celte 
versité   de  couleurs.   »    La   discussion   s'échauffe    peu   à  peu, 
Huvgens  renonce  à  la  continuer. 

((   Pour  ce  qui  est  des  solutions  de  M.  Newlon  aux  doutes  q 
j'avais  proposés  touchant  sa  théorie  des  couleurs,  il  y  aurait  ^^ 
(|uoi  répondre  cl  ft)nner  encore  d'autres  difiicultés,  mais,  voya  ^^ 
qu'il  soulient  son  opinion  avec  tant  de  chaleur,  cela  m'ôte  Veiw^^^ 
de  disputer.  Que  veut  dire,  je  \<)us  prie,  qu'il  assure  que,  quac»^-^ 
même  je  lui  aurais  montré  cpie  le  blanc  peut  se  composer  de  deii'' 
seules  couleurs  primitives,  je  n'en  pourrais  cependant  rien  con- 
clure contre  lui?  Kl  cependant  il  a  dit  que  pour  composer  le  blaoc 
toutes  les  couleurs  primitives  sont  nécessaires.  Après  cela  il  n'a 
garde  de  demeurer  court  à  aucune  objection    (|u'on   lui   puisse 
faire.  » 

Les  relations  de  lluygcns  avec  Leibnitz  paraissent  pour  la  pre- 
mière lois  <lans  le  septième  \\)lume.  Oldenburg  écrit  à  Huygens  : 
«  Je  ne  sais,  iMtMisleur,  si  vous  connaissez  un  certain  D*"  Leibnit/.ius, 
à  Mavenee,  <|ui  est  con>eiller  de  cet  LIeeleur,  mais  a\ec  cela  se 
mêle  fort  dr  philosophie.  ^>  Leibnilz  était  alors  Agé  de  vin^t- 
<pialre  ans.  Ohb'nburg  fait  priMiNc  de  pi*nétration  ;  il  joint  ù  sa 
lettre  l.i  copie  d'une  disserlalion  d«*  I-eibnii/,  sur  le  mouvement. 

l/in^éni»  iiv  jeuni'  homme  néljiit  encore  ni  géomètre,  ni  niéca- 
nieien.  On  le  reetuniaît  en  lisant  si»n  éerit.  (oldenburg,  dont  Tin- 
struelion  «'lait  peu  profonde,  a  r«*e*)nnu  riiomnie  supérieur  sans 
èlre  eluupiê  de>  i-norances  ipii  n'ont  pas  pu  échapper  à  Huvgens, 
<|ui  n'.i  rien  répondu.  Je  <h»ule  fort  que,  sur  ee  premier  indice,  il 
:,it  eoneu  de  grandes  espérances.  Leibuil/  .lis,,ii  par  exemple  : 
..   Lan.ihire  tie-  poinls  e^^t  une  chose  admirable:  s  il,..,,  ^,.,,i  fj„-„,^ 
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point  ne  soll  pas  divisible  in  partes  posilas  exlra  partes,  il  est 
cependant  divisible  in  partes  antea  non  positas  inlra  partes, 
c'est-à-dire  en  parties  qui  se  pénètrent,  seii  in  partes  antea  se 
pénétrantes.  Un  angle,  en  effet,  n'est  rien  autre  chose  que  la 
section  d'un  point  {puncti  sectio)  et  la  théorie  des  angles  est  celle 
des  quantités  du  point  [doctrina  de  quantitabus puncti),  » 

Ni  Oldenburg  ni  Huygens  ne  comprenaient,  cela  est  certain; 
mais,  plus  défiant  de  lui-même,  Oldenburg  inclinait  à  juger  favo- 
rablement; Huygens,  il  faut  le  croire,  levait  les  épaules;  et  c'était 
lui   cependant  qui  se  trompait.  Leibnitz  avait  infiniment  plus  de 
confiance  encore.  Ses  idées  sur  la  Mécanique  le  remplissent  d'au- 
tant de  joie  que  s'il  avait  trouvé  la  quadrature  du  cercle  ou  le 
mouvement  perpétuel.  «  Je  m'efforce,  dit-il  de  tout  expliquer.  La 
circulation  de  Téther,  c'est-à-dire  de  la  lumière  ou  du  Soleil  autour 
de  la  Terre,  circulationi  Terrœ  contraria,  explique  la  gravité, 
rélaslicité,  le  magnétisme;  les  s^'mpathies  et  les  antipathies,  c'est 
ainsi  qu'on  les  nomme,   les  solutions,  les  précipitations,  les  fer- 
mentations, les  réactions,  les  effets  les  plus  extraordinaires  de  la 
nature  sont  dus  à  cet  éther;  il  faut  y  rattacher  la  force  non  moins 
étrange  des  muscles,  celle  de  la  poudre,  les  effets  des  matières 
vénéneuses. 

L*eibnilz,  Oldenburg  l'affirme,  n'est  pas  un  esprit  du  commun. 
"  Il  semble  juger,  écrit-il  à  Huygens,  que  ni  vous  ni  Wrenn 
n  avez  assez  assigné  les  causes  des  phénomènes  que  vous  avez 
considérés  en  établissant  vos  règles  sur  la  théorie  du  choc.  C'est 
'à  VOUS  à  celte  heure  d'en  juger,  ajoute- t-il,  avec  une  [)arfaile 
impartialité.  »  Hujgens  croyait  aux  corps  parfaitement  durs,  sa 
théorie  pouvait  inspirer  peu  de  confiance,  mais  celle  de  Leibnitz 
ne  reposait  sur  rien. 

Le  jeune  philosophe   n'en    trouva  pas  moins  chez  Huygens  un 

accueil  empressé.  Leibnitz,  dès  sa  première  entrevue,  lit  paraître 

sans  embarras  une  très  grande  ignorance;  il  connaissait  inipar- 

lailementla  définition  du  centre  de  graviié.  Huvgens  lui  fit  présent 

ae  son  Livre  récemment  publié  :  De  horolo^io  oscillatorio,  et, 

pour  le  lire,  il  fallut  commencer  des  études  sérieuses  et  précises. 

Huygens  prit  plaisir  à  les  diriger.  Dès  l'année  suivante,  Leibnitz. 

ncvenu  Géomètre,  envoyait  à  son  maître,  sous  le  nom  de  quadra- 

^^tf  (*  nvith  me  tique  du  cercle,  une  drcouverle  considérée  comme 


76  IMIEMIÈRE   PARTIE. 

très  étrange,  l'expression  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia^ — 
mètre  par  une  série  indéfînie.  Hnygens  le  félicite  cbrdialeraeo ft> 
d'une  découverte  qui  le  rendra  célèbre  parmi  les  Géomètres. 

Une  lettre  de  1675  sur  le  calcul  des  expressions  imaginaires^ 
introduites  dans  l'Algèbre  par  la  règle  de  Cardan,  non  seulemen 
justifie  les  espérances  de  Huygens,  mais  suffirait  à  elle  seule  pour*" 
donner  rang  à  Lcibnilz  parmi  les  grands  Géomètres  de  l'époque. 
Hujgens  avoue  que  depuis  longtemps  il  a  négligé  les  spécujalions  — 
de  ce  genre;  il  v  prend  plaisir  cependant,  et  en  reconnaît  l'origi- 
nalité et  l'intérêt.  A  des  calculs  très  exacts  et  très  nouveaux  sur 
ces  expressions  mystérieuses  dont  il  proclame  l'entière  généralité, 
Leibnitz,  comme  il  faisait  souvent,  laissant  courir  son  imagination, 
aunoncc  des  résultats  brillants,  dont  certainement  il  n'avait  pas  la 
preuve. 

«  11  n'y  a  personne,  dit-il  à  Huygens,  qui  puisse  mieux  juger 
que  vous  de  la  qualité  de  deux  inventions  qui  sont,  l'une,  une 
méthode  de.  tirer  en  nombres  véritables  ou  approchants,  les  racines 
des  binômes  où  il  entre  des  imaginaires;  et  l'autre,  du  compas  des 
équationsy  qui  donne  sans  aucun  calcul,  tout  à  la  fois,  les  racines 
d'une  équation  proposée  de  quelque  degré  et  de  quelque  formule 
d'un  degré  donné  qu'elle  puisse  être,  soit  géométriquement  en 
ligne,  soit  arithmétiquement  en  nombres  approchants,  dont  on 
peut  incontinent  tirer  les  véritables,  s'il  j  en  a,  sans  aucun  calcul. 
Il  semble  qu'après  cet  instrument,  il  n'y  a  quasi  plus  rien  à  désirer 
pour  l'usage  que  l'Algèbre  peut  ou  pourra  avoir  dans  la  Méca- 
nique ou  dans  la  pratique.  » 

Leibnitz  promet  beaucoup  plus  que  n'ont  jamais  réalisé  depuis 
deux  siècles  les  immenses  progrès  de  l'Algèbre. 

La  correspondance  de  Hujgens  aborde  tous  les  sujets;  des 
Tables  très  bien  faites,  à  la  fin  du  Volume,  donnent  le  délail  des 
richesses  qui  s'y  trouvent  réunies,  sans  ordre  et  comme  au  hasard. 
La  liste  des  personnages  cités  contient  plus  de  cinq  cents  noms, 
presque  tous  un  grand  nombre  de  fois.  Le  nom  d'Alhazen  revient 
vingt-huit  l'ois,  celui  de  lioyle  quarante  et  une  fois,  celui  de  Des- 
cartes vingl-deux  fois,  de  Colbert  quarante  cl  une  fois,  de  Robert 
Ilookesoixanle-dix-neuffois,  dcNewton  trente  fois,  de  Louis  XIV 
cinquante-quatre  fois. 

Le  nombre  des  Ouvrages  mentionnés  dépasse  trois  cents;  sur 
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chacun  d'eux,  les  savanls  el  infatigables  éditeurs  donnent  au  bas 
de  la  page  une  notice  substantielle  et  précise. 

A  ceux  qui  voudraient,  en  quelques  heures,  se  faire  une  idée 
du  grand  intérêt  que  présente  le  nouveau  Volume,  je  conseillerais 
de  jeter  un  coup  d'œil  sur  la  dernière  table  intitulée  :  Matières 
traitées  dans  les  lettres.  On  y  énumère  plus  de  trois  cents  sujets, 
presque  tous  abordés  un  grand  nombre  de  fois.  M.  Bossclia,  sui- 
vant Texemple  donné  par  son  savant  prédécesseur,  a  marqué  d'une 
étoile  les  articles  les  plus  intéressants.  C'est  une  grande  responsa- 
bilité qu'il  accepte.  Les  goûts  sont  divers,  les  curiosités  capri- 
cieuses, il  s'expose  à  plus  d'un  désaccord  avec  le  lecteur.  Le  savant 
el  judicieux  éditeur  ne  l'ignore   pas  et,  pour  froisser  le  moins 
possible,   il  montre  une  indulgence   extrême.   Sous   le   titre  de 
Chromatique  des  lentilleSj  par  exemple,  vingt-cinq  pages  sont 
indiquées  dans  la  Table;  dix-neuf  sont  recommandées  à  l'attention 
du  lecteur.  C'est  la  proportion  habituelle.       Joseph  Bertrand. 


PASdAL  (E.  ).  —  Repertorio  di  Matematicue  superiori.  —  Definizioni. 
Formule.  Teoremi.  Cenni  bibliografici.  —  I.  Analisi.  --  Un  vol.  in-iG; 
xv-C4a  p.  (Collection  des  Manuels  Hœpli).  iMilan.  Ilœpli,  1898. 

II  est  assez  difficile  d'analyser  un  livre  qui  n'est  lui-même  qu'un 
abrégé  et  comme  un  dictionnaire  méthodique;  on  ne  peut  qu'es- 
sayer d*en  donner  l'idée.  Tout  d'abord,  Si  la  première  page,  on 
trouvera  le  sous-titre  suivant,  qui  fera  connaître  les  matières 
traitées: 

Algèbre  supérieure.  Substitutions.  Déterminants.  Equations 
algébriques.  Calcul  différentiel.  Calcul  intégral.  Equations  diffé- 
renlîelles.  Groupes  de  transformations.  Différences  finies.  Calcul 
«IfS  variations.  Théorie  des  invariants.  Variables  complexes.  Fonc- 
tions automorphes.  Intéj-rales  abéliennes.  Fonctions  elliptiques. 
Fonctions  abéliennes.  Fonctions  lij[)erboliques.  l'^onctions  spbé- 
ri<|iies.  Fonctions  cjlindri(|ues.  Injonctions  liypergéomélriques. 
Sf*rie  de  Fourier.  Théorie  des  nombres.  Calcul  des  probabilités. 
Marhines  analyti(|ues. 

On  «*sl  un  p(Mi  (Honni''  <|iiariil  on  lit  tons  Ccîs  litres  cl  ([non  s(! 
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représenle  les  gros  Ouvrages  sur  lesquels  figurent  seulement  qu 
qu'un  d*entre  eui.  LVtonnement  augmente  lorsque,  en  feuillet 
le  livre,  on  voit  qu'il  tient  les  promesses  du  titre«  et  qu*il  donne 
renseignements  essentiels  sur  les  matières  qu'il  annonce.  Bien 
tendu,  on  ne  rencontre  aucune  démonstration,  mais  lesdéGniti 
sont  claire^,  intelligibles  pour  un  mathématicien,  et  sur  chacf 
sujet  M.  E.  Pascal  énonce  des  propositions  vraiment  fondame 
taies.  Sur  chaque  sujet,  sans  doute,  il  a  fallu  se  limiter  et,  plc^^ 
d'une  fois,  l'auteur  a  du  hésiter.  Il  m'a  paru,  à  la  lecture  de  pf i^ '^ 
sieurs  Chapitres,  qu'il  avait  su  très  bien  garder  la  mesure.  Ajoi^ 
tons  que  c'est  bien  de  la  Science  aciueiie  que  M.  Pascal  a  voult  ^ 
donner  un  répertoire. 

L'utilité  d'un  pareil  livre  est  évidente  :  l'Auteur  parle  modeste 

ment,  dans  sa  préface,  des  services  qu'il  peut  rendre  aux  étudiants, 
il  faudrait  dire  à  tous  ceux  qui  étudient;  c'est  encore  plus  à  ceux 
qui  savent,  peut-être,  qu'à  ceux  qui  apprennent  que  ce  réperloiie 
sera  utile. 

i^ui  est-ce  qui  n'a  rien  oublié,  qui  n'a  pas  de  lacune  dans  ses 
connaissances,  qui  n'a  pas  eu  besoin  de  retrouver  rapîdemenl  soil 
l'ensemble  d'une  théorie,  soit  une  proposition  particulière^  soit 
une  simple  formule?  Le  plus  souvent,  on  trouvera  ce  dont  on 
a  besoin  dans  ce  Rëperioire^  commode  et  peu  eocombranl,  et,  ce 
qui  est  singulièrement  précieux,  on  trouvera  aussi  les  principales 
références. 

M.  L.  Pascal  nous  annonce  un  second  Volume  sur  la  Gêooiélrîe: 
il  sen  aussi  bienvenu  que  le  premier. 


NiHLESLNGER    <  I^  .    —    Hv>DSICU    DCft    TuEOUC   IMCft   U?SK.^ftC!(    DlFFEftE?(- 

rt  vLûL£i«:ui\GC.N.   Iti  iwA  Bariden  :  zweilea  Ruades  erster  Thetl  ^xviii- 

Ou   a   dît   ici    niériie   •  *  ■    l'intérêt   qui   s'attache  à    l'Ouvrage 
•i'e\p«>sili*.»u  «Jaus  loqiiel  M.  Sclile<înjj:er  développe,  sous  ses  divers 


L'»riji>>.-    i>i  l'rvfui  r  V.»:um-.-  i  •■',.'  ûitrr  par  M.  J.  rjnm^r^  .  Butieiin  des 
Scitfrt*:e*  in'CHUfffttut'f.if*.  IvuM'.'ik  x-lv.*.  i-mu»?  VIV.  jiiitif  r  i's,.>   pj^es   ►•j'|-h>î>). 
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aspects,  la  ihéorie  des  équations  difl'érenlielles  linéaires.  L'abon- 
dance des  matières  à  traiter  a  forcé  railleur  a  diviser  son  second 
Volume  en  deux  Parties,  et  la  première,  qui  forme  à  vrai  dire  un 
important  Volume,  est  la  seule  parue  encore.  Elle  contient  des 
théories,  dont  plusieurs  ne  paraissent  avoir  reçu  jusqu'ici  ni  leur 
extension,  ni  leur  forme  définitive.  C'était  donc  une  lâche  péril- 
leuse, mais  singulièrement  utile,  d'en  entreprendre  un  exposé  di- 
dactique :  on  reconnaîtra  que  l'auteur  y  a  apporté  beaucoup  de 
netteléf  de  conscience  et  d'érudition. 

I.  Le  Livre  est  divisé  en  qualre  Sections  (Sections  IX,  X,  XI  et 
Xll  (le  l'Ouvrage  complet).  La  première  est  consacrée  à  la  théorie 
générale  du  groupe  de  transformations  d'une  équation  linéaire. 
On  sait  que  l'introduction  de  ce  groupe  est  due  à  M.  Picard, 
qui  donnait,  en  i883,  le  beau  théorème  suivant  :  A  chaque  équa- 
tion différentielle  linéaire  d'ordre  n^  à  coejfficients  rationnels, 
correspond  (relativement  à  un  système  fondamental  déterminé 
d'inlégrales  :^'i,^j,  .  . .  ,.>'/<)  '//'  groupe  continu  algébrique  de 
transformations   linéaires   homogènes  à  n  variables.    Toute 
fonction  rationnelle  de  la  variable  indépendante  x^  de  y^j 
Viy  •'•jj'n  et  leurs  dérivées,  s\'xp rimant  rationnellement  en 
fonction  de  x,  reste  ins^ariable  quand  on  effectue  sur  y  s ,  ^%, . . . , 
y, t  les  substitutions  de  ce  groupe  G.  M.  Picard  y  joif^nait  la  pro- 
position suivante  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  x^  de  y^^y^^  .  .  .,  j'//  et  leurs 
///'r  tires  y  qui  reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  G, 
rst  une  fonction  uniforme  de  x.  Je  montrai  plus  lard  que  celle 
seconde  proposition  reste  vraie,  quand  ou  v  remplace  le  mot  uni- 
forme par  le  mot  rationnel,  ce  (|ui  me  permit  de  développer  la 
lliéorie  de  l'intégration  des  équations  lint''aires,  publiée  en  i(S()'^ 
aux  Annales  de  C Ecole  JSormale,  C'est  cette  théorie,  analogue 
;i  celle  qui  est  due  à  Galois,  dont  l'auteur  s'occupe  ici,  en  met- 
tant aussi  à  profit  les  développements  qui  ont  été  donnés   sur  ce 
snjt'l  par  M.  Kilein,  dans  ses  Leçons  autographiées  el  par  M.  Pi- 
card, dans  son    Traité  d\4nalvse, 

M.  Schlesinger  définit  d'abord  la  notion  de  groupe,  en  prenant 
comme  exemple  le  groupe  de  monodromie  d'une  éc| nation 
linéaire;  on  sait  (pie  toiiles  s<»s  <)j)ératl()ns  s  obtiennent  |)ar  la  réj)é- 
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lîlioo  ^  proJuîl  '.  dans  an  ordre  *]uelcoDqoe.  de?  sobslîtalîoos  i 
dameniales  associées  aax  di\er«  poînis  sio^uliers  de  récpiatîon 
qai  oMidait  à  détîcîr  ce  que  Too  entend  par  one  b<ise  d*an 
px>ape  et  par  on  groupe  dt^nombrahle^  L'auteor  introdoit  ens 
les  zroup^s  continus  •  fini>  de  transformations,  de  M.  So[ 
Lie.  et  expose,  dans  ses  points  essentiels,  la  théorie  de 
^>apes. 

Puis  il  passe  à  l'étade  des  fonctions  rationnelles  des  inlégi 

Vi.  i'2 Ym.  d'un  système  fondamental  d'une  équation  lin* 

d'onJre  n.  et  de  leurs  dérivées  :  à  une  telle  fonction  V  corresf 
le  :;roupe  des  transformations  linéaires  homogènes  qui  lai< 
cette  fonction  formeHem^nt  invariante:  le  nombre  r  des  p 
mètres  de  ce  sroupe  F  détermine  le  degré  #i- — n  de  la  //> 
fornktte  de  l'équation  linéaire  proposée,  dont  \  dépend;  « 
relation  qui  lie  d«fu\  de  ces  fonctions  dépend  essentiellemen 
la  comparais<>n  de  leurs  ;n»upes.  C'est  ainsi  que  l'on  arriv 
théorème  suivant,  qui  est  l'jnjl«»::ue  du  thé»>rème  de  LagT« 
pour  les  fonctions  rationnelles  de  n  indéterminées:  Toute  fonc 
dff  Itt  mrfmif  n'it'tre  'jue  V.  »fui'  *iJmt?t  tontes  les  transfor 
tions  du  t:r*-»upe  F  de  ^  .  s^^xprini''  ration neliement  au  me 
des  Cfje^aents  de  Cê^juation^  */r*  \  .  et  de  leurs  dêrivé^es. 

L'auteur  donne  alors,  d'après  M.  IScard.  la  détinîtion  du  gn: 
de  transformations,  ou  sroitpe  d»^  r  ition*zUtê,  d'une  équa 
linéaire  à  ci>et'ficieats  rationnels  et  l;»  vl<emoustration  de  la  do 
pn»priélé  de  ce  snjupe.  que  n-^u^  r»noQci'>n<  tantôt,  et  qt 
canctèrise  pleinement.  <''est  cr*  qu'il  appelle  le  théorème 
M\L  IScani  et  \  essi»U. 

M.  S:Lîe-in^er  in-tste  a\ec  juste  rais«in.  après  M.  Klein,  si 
ditTérence  entre  l  in\arianci^^'  num^  ri'jue  «l-^at  il  est  parlé  dan; 
ént>ni>'.  aviec  rin\arîince  /ormeUr'  qui  intervenait  dans  Tel 
préc»*deate.  Mais  on  revient  an  point  de  vue  f»»rmel.  le 
au  t'>nd  -pit  ioterxienue  dan<  les  applic  »li.>n'i'.  quand,  au  lie 
coasid»-rer  «Irs  fonctions  \  l'iolr'r^^,  on  r"n\isa.:e  les  htmi/lc 
toacti-^Q-i.  «Jont  chj:n:ie  rsl  C'Kistituee  pa-  tuitesles  fonction: 
"lit  îe  nirnie  ;;roiip'^.  C'est  liirt*  îVc-miI^*  intnwJuite  en  Als 
par  Kn>n-?vk'"r.  rt  .jui  c.>nlait  ici  à  cti-iiir-rer  une  équa 
linéaire»  particultr  ro  ouuiur^  ["-••[jatî^n  ::r'nérale  Jri  même  or 
îii->i[tîr.e  p.jr  î'  /  /y  .  /    :'"..//. 1-;  ! ,  î'ruiî^;   l-,-  f  .ri.t:.:»!i>  V  corre<| 
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liant  au  groupe  de  Iransformations  de  l'équation  donnée.  On  est 
ainsi  amené  à  chercher  à  réduire  progressivemenl  ce  groupe  de 
rationalité,  par  Tadjonclion  de  nouvelles  fonctions  V,  ce  qui 
se  fait  en  intégrant  une  suite  d'équations  auxiliaires,  dont  les  pro- 
priétés, et  en  particulier  les  ordres  résultent  de  la  nature  du 
groupe  de  rationalité  primitif. 

L'application  de  ces  principes  fournit  en  particulier  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équation  linéaire  soit  inté- 
grable  par  une  suite  de  quadratures.  C'est  que  le  groupe  de  trans- 
formations soit,  au  sens  de  M.  Lie,  un  groupe  intégrable.  Il  en 
résulte  que  les  équations  linéaires,  d'ordre  supérieur  au  premier, 
ne  sont  pas,  en  général,  intégrables  par  quadratures. 

L'auteur  indique  ensuite  divers  problèmes  qui  se  rattachent  à 
la  théorie  précédente;  en  particulier,  l'intégration  d'une  équation 
linéaire  pour  laquelle  on  connaît  une  relation  algébrique  liant 
certaines  de  ses  intégrales  el  la  recherche  des  équations  linéaires 
intégrables  algébriquement. 

En  général,  le  groupe  de  rationalité  n'est  pas  dénombrable,  et 

Ton  peut  dire  seulement  qu'il  contient  le  groupe  de  monodromie. 

Un   cas   extrêmement   remarquable   est    celui    des  équations   de 

M.  Fuchs  (à  intégrales  régulières)  :  le  groupe  de  rationalité  est 

alors  le  plus  petit  groupe  algébrique   continu  qui  contienne  le 

groupe  de  monodromie,  et  est,  par  suite,  entièrement  déterminé 

par  ce  dernier.  Cette  remarque  de  M.  Ricin  explique  [)Ourquoi 

l'étude  du  seul  groupe  de  monodromie   donne,  pour  celte  classe 

d  équations,  la  clef  de  toutes  leurs  propriétés.  Tandis  que,  dans  le 

<^as  général,  il  faudra  encore  avoir  recours  au  groupe  de  rationalité, 

comme  M.  Schlesinger  en  donne  un  exemple  en  traitant  de  la  ré- 

ouclibilité  des  équations  linéaires  (au  sens  de  M.  Frobenius). 

H.  La  Section  suivante  contient,  sous  le  titre  commun  de  :  Pro- 
blèmes spéciaux  de  la  théorie  des  groupes  des  équations 
linéaires,  des  questions  assez  diverses.  Se  plaçant  au  point  de  vue 
de  Kiemann,  d'après  lequel  on  doit  prendre  comme  point  de 
départ  les  points  singuliers  des  équations  linéaires  à  étudier,  et  les 
substitutions  linéaires  qui  y  sont  attachées,  l'auteur  étudie  une  cer- 
taine classification  des  équations  linéaires  d'un  même  ordre/?.  On 
y  considère  comme  appartenant  à  une  même  classe  celles  qui  ont 

fiuU.  des  Sciences  mathcni.,  >.'  série,  l.  Wll.  (  \\ril  •f^<j><.)  (i 
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les  mêmes  points  de  ramifîcalion,  avec  les  mêmes  substitut! 
fondamentales  correspondantes;  les  intégrales  correspondantes    ^ 
deux  équations  de  la  même  classe  sont  liées  par  une  relation 
proque  de  la  forme 


z  =  Boj^-i-Biy 


B«-,7 


(/i-i; 


où  les  B/  sont  des  fonctions  uniformes  de  la  variable  indépenr 
dante  x.  La  réduclibilité  d'une  équation  est  alors  caractérisée  pa 
rabaissement  (d'ordre)  de  Fune  des  équations  de  la  classe. 

Si  Ton  considère  uniquement  des  équations  de  M.  Fuchs,  le^ 
coefficients  B/  sont  des  fonctions  rationnelles,  et  Ton  a  ce  que 
M.  Poincaré  a  appelé  des  équations  de  même  espèce  :  elles  ont, 
en  particulier,  le  même  groupe  de  rationalité.  Un  exemple  inté- 
ressant d'équations  de  la  même  espèce  est  donné  par  les  équations 
linéaires  dont  dépendent  les  mineurs,  de  même  degré  m,  du  dé- 
terminant 

ri  Ji  •     •  yn 

'  .'  ' 

?' l  J  i  •  •  •  J^n 


J  n 


OÙ  j'i,j'2)  •  •  •  )  J'w  sont  les  intégrales  d'un  système  fondamental 
quelconque  d'une  équation  linéaire  d'ordre  n.  On  peut  prendre 
pour  représentant  de  l'espèce  l'équation  transformée  dont  dépend 
le  déterminant 


Jl 

yr 

1 

yt 

J  1 

,.i  m- 

y  m 

y'm 


C'est  la  (/?  —  m)'*'"'*'  associée  de  la  proposée;  elle  jouit  de  pro- 
priétés intéressantes,  étudiées  par  de  nombreux  auteurs,  et  que 
M.  Schlesinger  expose  en  détail.  Ces  équations  associées  ont  une 
signification  géométrique  remarquable,  quand  on  considère  la  pro- 
posée comme  définissant,  en  coordonnées  homogènes,  dans  l'espace 
à  (n —  i)  dimensions,  une  courbe  (courbe  intégrale);  par 
exemple,  la(/ï  —  i)'**"*^  associée,  qui  ne  diffère  pas  essentiellement 
de  l'adjointe,  représente  la  même  courbe  au  point  de  vue  lan- 
ge ntiel. 
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Une  applicalion  importante  des  équations  associées  a  été  faile 

nar  M.  Fuchs,  qui  a  fondé  sur  elles  une  méthode  pour  reconnaître 

si  une  équation  linéaire  donnée  est  réductible.  Le  problème  est 

ramené  au  suivant  :  Reconnaître  si  une  équation  linéaire  admet 

une  intégrale  dont  la  dérivée  logarithmique  soit  rationnelle. 

M.  Schlesinger  en  donne  la  solution  détaillée,  en  supposant  Téqua- 

ûon  donnée  à  coefficients  rationnels;  dans  le  cas  particulier  des 

équations  de  M.  Fuchs,  on   arrive  à    un  énoncé  élégant,   dû   à 

M.  Heffter. 

L'auteur  a  eu  déjà,  à  diverses  reprises,  l'occasion  de  signaler 
Tinlérét  qu'il  y  a,  dans  mainte  question,  à  étudier,  au  lieu  des 
intégrales  de  l'équation  linéaire,  les  quotients  intégraux,  c'est- 
à-dire  les  quotients  de  n  —  i  de  ces  intégrales  par  la  n'*^"*.  Les 
groupes  de  monodromie  et  de  rationalité  sont  alors  remplacés  par 
des  groupes  projeclifs  isomorphes.  Ces  quotients  intégraux  véri- 
lient  une  équation  linéaire  d'ordre  in  —  i,  dont  M.  Schlesinger 
donne  pour  n  =  2  (et  plus  loin  pour  /i  =  3)  la  forme  bien  connue. 
La  considération  de  ces  quotients  revient,  au  fond,  à  regarder 
comme  équivalentes  deux  équations  qui  dérivent  l'une  de  l'autre 
par  une  transformation 

cl  conduit  à  la  recherche  des  invariants  de  l'équation,  vis-à-vis 
lie  telles  transformalions.  Après  avoir  monlré  comment  les  mé- 
thodes générales  de  M.  Lie  interviennent  ici,  l'auteur  expose  les 
résultats  généraux  que  l'on  doit  sur  la  question  à  M.  Forsyth  et  à 
M.  Hrioschi. 

L  interprétation  des  invariants  trouvés  amène  enfin  M.  Schle- 
singer à  étudier  les  équations  dont  les  intégrales  sont  liées  par 
«les  relations  homogènes,  el  plus  spécialement  celles  dont  la  courbe 
intégrale  est  algébricjue. 

m.  Un  intérêt  tout  particulier  s'attache  à  la  seelit)n  de 
rOiivrage,  où  l'auteur  s'occupe  de  l'étude  générale  de  ce  difficile 
problème  de  l'inversion  des  équations  linéaires,  illustré  par  les 
travaux  de  M.  Schwartz,  de  M.  Fuchs,  de  M.  Ricin,  et  surtout 
|>ar  les  mémorables  et  décisives  recherches  de  M.  Poincaré. 
M.  Sciilesinger  y  conduit  le  locleur  en  considérant  les  équations 


84  PIIEMIÈUK   PARTIE. 

du  c|ualrit;me  ordre,  dont  la  courbe  intégrale,  sans  être  algébrique 
est  tracée  sur  une  surface  algébrique;  on  reconnaît,  en  effet,  qu< 
les  valeurs  de  la  variable  indépendante,  qui  correspondent  à  ui 
même  point  de  la  courbe  intégrale,  sont,  pour  ces  équations,  ei 
nombre  limité,  et  il  est  des  lors  naturel  de  rechercher  toutes  le 
équations,  d'ordre  quelconque,  jouissant  de  la  même  propriété 
On  voit  de  plus  que,  si  Ton  se  borne  à  des  équations  d 
jNI.  Fuchs,  on  peut  se  limiter  à  celles  pour  lesquelles  la  variabl 
indépendante  x  est  fonction  uniforme  du  point  de  la  courbe  in 
tégrale. 

Dans  le  cas  où  Téqualion  s'intégre  algébriquement,  M.  Fuch 
a  montré  que  x  peut  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de 
coordonnées  de  ce  point,  c'est-à-dire  des  quotients  inlégrau: 
Tii,  Yi2>  •  •  «1  ^n-\  d'un  système  fondamental;  et  le  problème  ana 
logue  serait  de  trouver,  dans  le  cas  général,  l'expression  effecliv- 
de  X  sous  la  forme  d'une  fonction  uniforme  de  tii,  Tjj,  •. .,  7i„_i 
considérées  comme  des  variables  indépendantes.  Tel  est,  ei 
effet,  le  problème  de  l'inversion  uniforme.  Mais  il  présente  de 
difQcultés  telles  qu'il  faut  se  borner  à  le  discuter  pour  les  équa 
tions  du  second  ordre.  Il  n'y  a  alors  qu'un  seul  quotient  intégra 
71  ;  et  a:  sera,  au  sens  ordinaire  du  mot,  la  fonction  inversi 
de  Tj ,  cette  fonction  inverse  avant  cette  propriété  remarquabl* 
de  rester  invariable  quand  on  effectue  sur  r,  Tune  quelconqu- 
des  transformations  du  groupe  projcctif  (de  monodromie)  d 
l'équation. 

L'auteur  montre  d'abord  comment  on  trouve  des  condition 
nécessaires  pour  qu'une  équation  du  second  ordre,  à  coefficient 
rationnels,  de  la  classe  de  M.  Fuchs,  soit  susce])lible  d'une  inver 
sion  uniforme.  En  supposant ,  ce  qui  n'est  qu'une  reslrictio 
apparente,  qu'elle  est  de  la  forme 

on  trouve  qu'elle  ne   doit  avoir  aucun  point  à  apparence  singu 
lière,  et  que  les  différences  des  racines  des  équations  fondamen 
taies  déterminantes  doivent  être  nulles  ou    être  des  inverses  d 
nombres  entiers.  Mais  un  exemple  extrêmement  instructif,  dû 
M.  Fuchs,   montre  que  ces  conditions  algébriques   ne   sont,   e 
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général,  suffisantes  que  si  on  leur  adjoint  d'aulres  conditions  de 
nature  transcendante. 

On  a  un  résultai  d'une  importance  ca])itale,   si  l'on  étudie  le 

groupe  projeclif( de  monodromie)  de  Tcquation  considérée  :  c'esl, 

comme  Ton  sait,  que  ce  groupe  doit  être    discontinu,  dans  le 

cas  d'une  inversion  uniforme.  Avant  d'élablir  cette  proposition, 

M.  Schlesinger  fait  une  étude  délaillée  des  transformations  pro- 

jeclives  d'une  variable  :  la  définition  des  groupes  discontinus,  des 

groupes  improprement  discontinus,  y  est  donnée  avec  grand  soin. 

L'auteur  indique  ensuite  comment  la  nature  de  la  fonction  inverse, 

supposée  uniforme,  est  entièrement  déterminée  par  le  groupe  de 

l'équation,  qui  donne  à  la  fois  le  domaine  d'existence  et  les  points 

d'indétermination  de  cette  fonction. 

I^e  résultai  essentiel  de  la  discontinuité  du  groupe,  dans  le  cas 
d'une  inversion  uniforme,  subsiste  pour  les  équations  d'ordre 
î^upérieur.  Un  exemple  d'un  tel  groupe  se  présente  dans  l'étude 
des  intégrales  hyperelliptiques  de  première  espèce  :  la  disconti- 
nuité du  groupe  est  alors  une  consé(|uence  de  la  solution  du  pro- 
blème de  Jacobi,  au  mojen  des  fonctions  3  de  M.  Weierstrass, 
solulion  que  l'auteur  rappelle  rapidement. 

H  s'agit  maintenant  d'approfondir  les  relations  qui  existent 
entre  une  équation  linéaire,  de  la  classe  de  M.  Fuchs,  et  son 
groupe  de  monodromie.  L'énumération  des  constantes  montre 
immédiatement  que  pour  les  équations  d'ordre  supérieur  au 
second,  sans  points  à  apparence  singulière,  le  groupe  ne  peut 
être  quelconque;  tandis  qu'il  y  a  autant  de  paramètres  arbitraires 
dans  les  coefficients  d'une  équation  du  second  ordre  (de  la  classe 
de  M.  Fuchs  et  sans  points  à  apparence  singulière)  que  dans  les 
substitutions  fondamentales  de  son  groupe.  Ce  cas  sera  donc  plus 
facile  à  traiter,  et  Ton  s'y  bornera. 

La  méthode  suivie  par  M.  Schlesinger  consiste  à  étudier  la 
représentation  conforme  fournie  par  le  quotient  des  intégrales, 
quand  on  l'applique  au  plan  de  la  variable  indépendante,  modifié 
par  des  coupures  joignant  les  points  critif|ues  de  récjuation.  On 
arrive  ainsi  très  naturellement  au  domaine  fondamenUil  cor- 
respondant à  l'équation,  et  au  théorème  relatif  à  la  somme  des 
angles,  pour  les  sommets  d(.'  ce  domaine,  qui  constituent  un 
fyck.  Ce  domaine  fondamental  est  complètement  déterminé  par 
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le  groupe  de  réquation,  de  même  qu'il  définit  entièrement  ce 
groupe.  De  plus,  en  le  transformant,  suivant  le  procédé  de 
MM.  Klein  et  Poincaré,  en  une  surfa'ce  fermée,  on  reconnaît  qu'il 
ne  peut  appartenir  à  deux  équations  essentiellement  distinctes. 
On  en  conclut,  en  particulier,  que  les  paramètres  de  Téquation 
sont  fonctions  uniformes  des  paramètres  du  groupe. 

Une  question  fondamentale  se  pose  maintenant:  celle  de  savoir 
si  tout  groupe,  donné  par  son  domaine  fondamental  F©,  est  effec- 
tivement le  groupe  de  monodromie  d'une  équation  linéaire  du 
second  ordre,  de  la  nature  considérée.  L'auteur  traite  seulement 
le  cas  où  le  groupe  n'est  formé  que  de  substitutions  elliptiques 
ou  paraboliques.  Il  établit  alors,  par  l'emploi  du  procédé  alterné, 
Texistence  de  fonctions,  uniformes  dans  Fq?  et  n'avant  dans  ce 
domaine  qu'un  seul  infini.  On  voit  ensuite,  par  un  procédé  bien 
connu,  qui  paraît  remonter  à  Riemann,  que  Texistence  d'une 
telle  fonction  entraîne  celle  d'une  équation  linéaire  satisfaisant  à 
la  question.  Le  cas,  ainsi  traité,  présente  ce  grand  intérêt  que 
c'est  celui  qui  se  présentera,  si  le  groupe  donné  doit  appartenir 
à  une  équation  susceptible  d'une  inversion  uniforme.  On  a  donc 
prouvé  par  là  (en  admettant  certains  résultats  de  M.  Poincaré 
sur  les  groupes  disconliuus)  qu'il  existe,  pour  chaque  groupe 
discontinu,  ne  contenant  que  des  substitutions  elliptiques  ou  pa- 
raboliques, des  équations  linéaires  correspondantes  conduisant  à 
une  fonction  inverse  nniformo. 

Les  derniers  Cliapitres  de  cette  Section  sont  consacrés  à  di- 
verses études,  qui  se  rattachent  au  problème  de  l'inversion.  C'est 
d'abord  celle  des  familles  d'équations  linéaires,  que  Ton  doit  à 
M.  Poincaré.  On  sait  que  deux  équations  appartiennent  à  une 
même  famille,  si  leurs  variables  dépendantes  sont  liées  par  une 
relation  de  la  forme 

où  la  dérivée  logarithmique  de  A  et  les  coefficients  cp/  sont  de* 
fonctions  rationnelles  de  la  variable  indépendante  :  elles  ont  lc< 
mêmes  points  singuliers  pro[)rement  dits,  mais  non  pas  néccssai 
rement  les  mêmes  points  à  apparence  singulière;  leurs  groupe: 
projectifs  de  rationalité  et  de  monodromie  sont  les  mêmes.  L'an 
tenr  montre,  d'après  M.  Poincaré,   comment  on  peut,  dans  le  ra: 
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d'équations  du   second  ordre,    définir  pour  chaque  famille  une 
équation  réduite^   ayant  le  nombre  minimum  de  points  à  appa- 
rence singulière.   Une  élude  analogue   peut  être  faite  pour   les 
équations  d'une  même  classe,  d'ordre   quelconque,  comme   Ta 
montré  M.  Fuchs. 

IW.  Schlesinger  donne  enfin  quelques  indications  sur  celte  im- 
portante el  difficile  question  :  Existe-l-il  des  équations  linéaires 
ayant  des  points  singuliers  (proprement  dits)  donnés,  avec  des 
substitutions  fondamentales  données?  La  réponse  exigerait  une 
étude  approfondie  des  relations  qui  existent  entre  les  affixes  des 
points  singuliers  el  les  paramétres  des  substitutions  fondamen- 
tales. M.  Fuchs  a  du  moins  fait  une  étude  spéciale  du  cas  où  le 
groupe  de  monodromie  est  indépendant  d'un  paramètre  arbi- 
traire figurant  dans  les  coefficients  de  Téquation  :  il  est  arrivé  à 
ce  résultat  curieux  que,  dans  le  cas  où  l'équation  est  d'ordre  pair 
2/w,  la  m^^^^  associée  est  réductible. 

IV.  La  dernière  Section  contient  une  étude  approfondie  de 
la  transformation  d^Euler,  qui  se  déduit  de  la  transformation 
de  Laplace,  en  y  substituant,  à  la  place  de  rexponentielle  e^^,  la 
fonction  {z  — ^)^'''.  L'auteur  s'attache,  en  particulier,  à  montrer 
comment  on  peut  choisir,  pour  les  intégrales  définies  auxquelles 
elle  conduit,  des  chemins  d'intégration  tels  qu'on  puisse  déduire 
de  l'intégration  de  la  transformée  un  système  fondamental  d'inté- 
grales de  la  proposée.  Il  fait  ensuite  l'application  de  la  méthode 
à  l'équation  de  Tissot  et  Pochhammcr,  dont  un  cas  particulier  est 
I  équation  de  Gauss.  L'étude  d'un  autre  cas  particulier,  où  l'équa- 
l'on  est  vérifiée  par  les  modules  de  périodicité  d'une  intégrale 
al)élienne,  considérés  comme  fonctions  de  Tun  des  points  de 
''^niification,  conduit  l'auteur  à  établir,  d'après  M.  Fuchs,  la 
relation  qui  lie  les  modules  de  périodicité  des  intégrales  hyper- 
eliiptiques,  et  qui  est  la  généralisation  de  la  célèbre  relation  de 
*^cgendre  entre  les  périodes  des  intégrales  elliptiques  de  première 
^^de  seconde  espèce. 

l'^nfin,  dans  le  dernier  Chapitre,  M.  Schlesinger  expose  com- 
"^cnt  M.  Fuchs  est  arrivé,  par  l'extension  aux  équations  linéaires 
''"théorème  de  l'échange  du  paramètre  et  de  l'argument  dans  les 
'"l^^jçrales  abéliennes  de  troisième  espèce,  à  établir  deux   équa- 
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lions  fondamentales  qui  s^oflrent  ainsi  comme  les  analogues  de  U 
relation  de  Weierstrass    et   de  Riemann   liant  les   modules  ^^ 
périodicité  des  intégrales  abéliennes,  et  semblent  dès  lors  devo^t 
servir  de  base  à  une  solution  générale  du  problème  de  l'inversî  ^^ 
pour  les  équations  linéaires  d'ordre  supérieur. 

La  dernière  Partie  de  l'Ouvrage,  qui  reste  à  paraître,  at-^^ 
pour  objet  l'élude  des  fonctions  triangulaires  (Dreiecks-Fu^^^' 
lionen)  à  inversion  uniforme,  en  particulier  des  fonctions  vcm  o* 
dulaires,  la  théorie  générale  des  fonctions  fuchsiennes,  etcel'^ 
des  équations  linéaires  à  coefficients  doublement  périodiques. 

Ernest  Vessiot. 


LAISANT  (C).  —  La  Mathématique.   Philosophie,  Enseignement. 
I  vol.  in-S":  '/gvi  p.  Paris,  Georges  Carré,  1898. 

M.  Laisanl  présente  son  Livre  de  la  façon  la  plus  modeste.  11 
se  défend  de  rien  vouloir  apprendre  aux  savants,  et,   bien  qu'il 
traite  de  Philosophie,  de  connaître  la  langue  des  philosophes;  il 
devrait  dire  de  quelques  philosophes,  car  il  a  lu  Leibnitz,  Des- 
caries, Pascal,  d'Alembert,  Diderot,  (>ondorcel,  Auguste  Comte 
et  il  avoue  (ju'ils  lui  ont  appris  quelque  chose.  Ces  gens-là  étaient 
sans  doute  philosophes,  et  c'est  Tétre  déjà  que  de  se  plaire  dans 
h'ur  commerce.   Il  est  de  ceux  d'ailleurs  qui  souhaitent  la  récon- 
ciliation des  Malhémaliques  et  de  la  Philosophie  et  ce  désir  est  si 
\ifcliez  lui  qu'il  accuse  les  nialhémaliciens  d'être  les  auteurs  de 
la  ruplurc;  s'il  en  est  ainsi,  les  philosophes  auront  le  beau  rôle  en 
faisant  les  preniiers  pas.  Quoi  qu'il  en  soit,  notre  éminent  colla- 
boralcur  avait  l)ien  le  droit  d'inscrire  le  mot  Philosophie  dans  le 
litre  de  son  Livre;  on  fait  de  la  Philosophie  toutes  les  fois  que 
l'on  remue  d(\s  idées  «générales,  ft  (jue  l'on  donne  à  penser.  Est- 
ce   parce  qu'il  écrit    clairement  l't  tlil   nett<Mnenl  ee  qu'il  pense 
tpi'il  a  cru  devoir  s'excuser  de  >on  sous-titre?  Je  ne  le  soupçonne 
pas  de  cille   ironie,   et   cependant   il    cnI    \rai   cpie   le    talent  de 
lrou\er  obscur  ce  (jue  d'autres   trouvent  clair  est  une  partie   do 
re>pril  pliilo>(>phi(|iie. 
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Son  Livre  est  divisé  en  trois  Parties  :  la  Mathématique  pure,  la 
Mathématique  appliquée^  r Enseignement. 

Toul  en  reprenant  celle  vieille  forme  «  la  Mathématique  »  qui 
marque  mieux  Tunité  de  la  Science,  M.  Laisant  reconnaît  avec 
raison  qu'il  est  impossible  de  définir  cette  Science,  de  faire  tenir 
tout  ce  qu'elle  contient  dans  une  courte  phrase  qui  soit  intelli- 
gible :  c'est  en  l'étudiant  qu'on  apprendra  ce  qu'elle  est.  Il  en 
affirme  énergîquement  l'origine  expérimentale  :  «  Sans  la  pré- 
sence du  monde  extérieur,  aucune  connaissance  mathématique 
n'aurait  jamais  pu  pénétrer  dans  le  cerveau  de  l'homme  ».  Il  y 
aurait  bien  à  dire  sur  ce  point,  et  je  regrette  que  l'auteur  se  soit 
borné  à  une  affirmation.  Toul  d'abord,  une  condition  nécessaire 
n'est  pas  forcément  une  origine;  puis,  si  l'expérience  est  néces- 
saire à  la  constitution  des  Mathématiques,  quelle  expérience  est- 
elle  nécessaire?  Est-ce  bien  l'expérience  du  monde  extérieur? 
Veut-on  dire  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  expérience?  (^^e  ne  serait  pas 
le  lieu  de  discuter  ici  cette  affirmation;  mais  lout  changement 
dans  la  pensée  n'est-il  pas  une  expérience,  d'où  il  est  possible  de 
faire  sortir  la  notion  de  nombre?  Cette  notion  suppose-t-elle  autre 
chose  que  le  divers  et  l'unité,  que  la  faculté  de  séparer  et  de 
réunir  qui  est  le  fond  même  de  notre  intelligence?  Un  peu  plus 
loin,  M.  Laisant  dira  :  «...  A  la  réalité  des  choses,  nous  substi- 
tuons des  êtres  de  raison,  créés  par  noire  cerveau,  sur  lesquels  le 
raisonnement  et  les  procédés  mathématiques  pourront  librement 
s  exercer  ».  N'est-ce  pas  ces  élres-là  qui  sont  le  véritable  objet  de 
la  Mathématique  pure?  C'est  bien  notre  cerveau,  ou  mieux  notre 
raison,  qui  les  a  créés,  et  cette  création  mérite  d'être  étudiée  par 
les  pliilosophes.  Elle  comporte  peut-être  un  peu  plus  que  l'ab- 
straction, que  l'oubli  des  complications  phénoménales,  puisque 
les  idées  qui  en  résultent  sont,  par  leur  perfection  et  leur  pureté 
absolues,  infiniment  éloignées  des  images  confuses  qui  les  ont 
suscitées.  Ces  idées,  il  importe  de  les  préciser,  de  les  distinguer, 
*^e  distinguer  surtout  les  parties  de  la  Science  où  elles  inter- 
viennent, et  de  n'introduire  cpie  celles  qui  sont  nécessaires  : 
«iuireinenl,  on  cache  le  véritable  caractère  des  faits  mathématiques, 
^*t,  en  introduisant  dans  leur  démonstration  des  éléments  qui  ne 
^'>nt  pas  dans  la  nature  des  choses,  on  la  complic|ue,  et  Ton  risque, 
*'n  oulro,  (le  mascjucr  ridenlilé  de  propositions  qui  se  retrouvent 
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les  mêmes,  avec  des  mots  diflerents,  dans  des  Chapitres  différenis 
de  la  Science.  M.  Laisant  en  donne,  à  propos  de  la  Mécanique* 
un  exemple  excellent,  quand  il  observe  que  l'idée  de  force  u^^' 
tervient  pas  dans  ce  Chapitre  de  la  théorie  des  vecteurs  qui  coï^' 
fititue  la  plus  grosse  partie  de  la  Statique  du  corps  solide,  au  s^*** 
de  Poinsot;  celle  même  théorie  se  retrouve  mot  pour  mot  d^^ 
la  Cinématique,  quand  on  étudie  la  composition  des  rolation^' 
y  a  donc  intérêt  à  la  séparer,  comme  il  le  propose  avec  raison^    *v 
la  Statique  ou  de   la  Cinématique,  et  d'en  faire  un  Chapitre 
Géométrie,  auquel  on  se  référera,  quand  on  en  aura  besoin.  H  *- 
a  intérêt  aussi  à  constituer  à  part  une  Géométrie  des  masses, 
n'intervient  pas  le  sens  physique  de  la  masse,  du  nombre  (J 
fournil  la  balance,  mais  où  la  masse  n'est  qu'un  coefficient  nuin 
rique  qui  afTecte  des  éléments  purement  géométriques.  Il  est  vi 
aussi  que  la  Cinématique  n'est  qu'un  Chapitre  de  la  Géométrie 
où  le  caractère  réel  du  temps  n'importe  nullement,  où  ce  temp^ 
est  une  variable  quelconque,  et  où  Ton  conservera,  si  l'on  veut, 
les  njols  vitesse  et  accélération,  à  moins  qu'on  ne  préfère  dire 
dériK'ée  géométrique.  Ces   éléments  interviennent  d'une  façon 
nécessaire,  quand  on  traite  de  la  tangente  et  de  la  courbure,  et, 
à  vrai  dire,  la  Cinématique  n'est  qu'une  partie  de  ce  qu'on  appelle 
habituellement  les  Applications  géométriques  du  Calcul  difleren- 
tiel.  Tous  ces  Chapitres  divers  de  la  Géométrie,  doivent,  comme 
le  demande  M.  Laisant,  être  enseignés  avant  la  Dynamique  et  la 
Statique  proprement  dites,  où  interviennent  ces  postulats  expéri- 
mentaux que  Ton    désigne   d'habitude  sous   le  nom  de  lois  de 
NcKvton  (ît,  sur  ce  point,  M.  Laisant  trouvera  moins  de  contra- 
dicteurs que,   peut-être,  il  ne  se  l'imagine.  C'est  bien  ainsi  que  la 
Science  s'organise,  suivant  les  éléments  essentiels  qu'elle  met  en 
jeu;    une  punie   de  la  Science  n'est  réellement  constituée  que 
lorsqu'elle  a  éliminé  les  éléments  qui  ne  lui  sont  pas  nécessaires 
et  qui  cependant  ont  contribué  à  sa  formation.  Si  cela  est  vrai, 
n'est-il  pas  légitime  de  vouloir  fonder  la  Science  du  nombre,  c'est- 
à-dire  toute  TAIgrbre  et  toute  l'Analyse  sur  la  pure  notion  de 
nombre,   même  de  nombre  entier?  11  semble  que  M.  Laisant,  si 
je  l'ai  bien  compris,  voie  dans  une  pareille  tentative,  comme  une 
atteinte  à  Ux  foi,  dont  il  prend  chaudement  la  défense.  De  quelle 
foi  parlc-t-il,   rt  à   qn<*lh;  inquisition  vrut-il  livrer  sirs  confrères? 
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Dans  la  Science,  la  foi  n'est  peut-être  qu'un  oreiller,  plus  com- 
mode que  le  scepticisme.  Mais  M.  Laisant  a  raison  s'il  veut  dire 
que  les  diverses  parties  des  Mathématiques  s'éclairent  mutuelle- 
menl,  que  le  même  fait  mathématique  qui  apparaît  ici  entouré  d'un 
lourd  appareil  logique,  revêt  là  une  clarté  intuitive  et  que  la  puis- 
sanced'intuition,  plus  encore  que  la  puissance  logique,  est  la  partie 
vraiment  belle  et  essentielle    de   l'esprit  mathématique.  Encore 
faut-il  faire  quelques  réserves  :  la  clarté  même  de  l'intuition  em- 
pêche souvent  de  distinguer  des  choses  qu'il  faut  cependant  dis- 
l'oguer;  la  minutieuse  logique  y  sert,  c'est  un  rôle  modeste,  mais 
légitime.  Va  il  se  peut  aussi  que  la  facilité  plus  ou  moins  grande 
qu'oflre  une  méthode  ou  une  autre  pour  aborder  ime  question  ma- 
tti^malique  soit  purement  subjective  et  comme  un  résultat  d'habi- 
ti:i€les  contingentes  de  Tesprit.  Il  se  peut  que,  bien  employées,  ces 
Méthodes  se  valent  toutes  (*  )  et  qu'elles  se  heurtent  aux  mêmes  dif- 
fioultés,  qui  sont  dans  la  nature  des  choses  et  qui  sont  seulement 
revêtues  déformes  verbales  différenles.  Parfois  des  modes  d'expo- 
sllion,  qui  semblent  très  divers,   sont,   au  fond,  identiques,  ou 
pliitôl  se  correspondent  exactement,   dans  toutes  leurs  parties. 
Cela  est  manifeste  dans  certaines  démonstrations  géométriques  et 
aoalyiiques,   qui    se    recouvrent   entièrement,   en    employant   un 
symbolisme  différent,  et  dont  l'identité  même  semble  marquer  la 
perfection    définitive;    de  deux  expositions  dont   l'une  est  plus 
simple,  l'autre  plus  compliquée.  Tune  est  sans  doute  imparfaite, 
et  c'est  quelquefois  la  première,  dont  la  simplicité  n'est  qu'appa- 
rente, et  dont  on  n'aperçoit  pas  les  lacunes. 

Dans  une  centaine  de  pages,  M.  Laisant  passe  en  revue  les  di- 
verses branches  de  la  Mathématique  pure,  en  les  rangeant  dans 
leur  ordre  de  complexité  croissante  :  celle  revue  est  forcément 
un  peu  rapide,  et,  sans  le  talent  de  l'auteur,  sans  la  verve  qui  l'a- 
nime, elle  serait  un  peu  sèche;  mais  il  trouve  le  moyen  de  toucher 
à  la  plupart  des  points  essentiels. 

l*our  le  nombre,  l'auteur  emprunte  à  M.  H.  Laurent  la  définition 
î^uivante:  u  On  appelle  nombre  une  locution  et  un  signe  qui  servent 
a  désigner  avec  précision  une  quantité  et  toutes  celles  qui  lui  sont 


'   )  J'ai  cnicndii    M.    Haffy    (lévclr)ppor    ingrnifiisemcnt   co   paradoxe,  (|iii    mo 
^mnk' Cfintenir  une  grande  part  de  vérité. 
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égales,  de  manière  à  les  distinguer  nettement  de  toutes  celles  qui 
sont  différentes  ».  Sans  critiquer  cette  définition,  ni  marquer  les 
termes  qui,  comme  quantité  et  égalité,  auraient  grand  besoin 
d^explication,  je  me  demande  si  une  définition  générale  du  nombre 
est  plus  utile  qu'une  définition  de  la  Mathématique,  et  si  les  dé- 
finitions de  ce  genre  ne  sont  pas  de  ces  ingénieuses  devises,  fort 
difficiles  à  trouver  el  à  comprendre,  qui  disent  trop  de  choses  en 
trop  peu  de  mots.  La  vraie  définition  du  nombre  est  la  synthèse 
des  définitions  des  diverses  espèces  de  nombres,  et,  ce  qui  importe, 
c'est  que  ces  définitions  particulières  soient  claires.    M.  Laisant 
raconte  qu'il  a  trouvé  un  mathématicien  qui  se  demandait  si  ^2 
existe;  il  a  raison  de  se  moquer  de  ce  mathématicien-là  :   il  ne 
s'agit  pas  de  savoir  si  y/2  existe,  il  s'agit  d'avoir  une  idée  claire 
de  y/2,  et  ce  n'est  pas  non  plus  en  disant  que  ^2  existe  qu'on  en  a 
une  idée  claire. 

M.  Laisant  emprunte  à  Auguste  Comte  la  définition  de  l'Al- 
gèbre; c'est,  d'après  lui,  le  calcul  des  fonctions.  Cette  définition 
me  semble  beaucoup  trop  vaste.  On  Ta  dit,  il  y  a  longtemps, 
l'objet  propre  de  l'Algèbre,  c'est  le  polynôme,  la  fonction  entière. 
La  théorie  des  équations  est  l'étude  des  valeurs  particulières  des 
variables  qui  annulent  le  polynôme,  ou  l'étude  des  fonctions  in- 
verses des  fonctions  entières.  Au  reste,  M.  Laisant  ne  s'est  nulle- 
ment trompé  sur  le  caractère  particulier  des  fonctions  qu'étudie 
l'Algèbre,  puisque,  après  avoir  donné  d'intéressantes  indications 
sur  l'objet  du  Calcul  infinitésimal,  il  a  consacré  un  Chapitre  de 
son  Livre  à  la  théorie  des  fonctions  définies  par  les  équations 
différentielles,  théorie  à  propos  de  laquelle  il  expose,  d'après 
M.  Painlevé,  la  conception  moderne  de  l'intégration  d'une  équa- 
tion différentielle. 

A  propos  de  la  Géométrie,  M.  Laisant  s'élève  contre  l'appareil 
suranné  d'Euclide.  On  sait  assez  que  les  avis  sont  partagés;  il 
reste  encore  beaucoup  d'excellents  géomètres  qui  admirent  la  per- 
fection logique  de  cet  appareil  et  qui  estiment  que  son  étude  est 
une  excellente  discipline  pour  les  commençants,  et  il  est  vrai  que, 
dans  les  pays  dont  les  écoles  gémissent  sous  la  tyrannie  d'Euclide, 
on  ne  voit  pas  que  la  Géométrie  moderne  soit  négligée.  Tout  en 
respectant  des  divisions  consacrées,  et  qui  ont  l'avantage  de  bien 
se  fixer  dans  la  mémoire,  il  est  cependant  légitime  de  montrer  le 
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lien  qui  fait  une  théorie  d'un  faisceau  de  théorèmes,  et  d'orienter 
la  Géométrie  dite  élémentaire  vers  la  science  moderne,  en  y  faisant 
pénétrer,  comme  le  demande  M.  Laisant,  Tidée  de  la  transforma- 
tion des  figures;  mais  il  me  semble  que  cette  orientation  se  pro- 
duit toute  seule  et  qu'elle  se  manifeste  suffisamment  dans  les 
livres  qui  paraissent.  Faut-il  aller  plus  loin?  Cela  n'est  pas  dé- 
fendu :  je  ne  crois  pas,  par  exemple,  que  les  idées  profondes  dé- 
veloppées par  M.  Klein  dans  son  Programme d^ Er langea,  soient 
inconnues  dans  notre  pays  et  il  se  peut  qu'elles  aient  eu  sur  l'en- 
seignement de  quelque  modeste  professeur  une  influence  discrète. 

Je  me  trouve  avoir  déjà  parlé  de  quelques-unes  des  idées  de 
M.  Laisant  sur  la  Mécanique  rationnelle. 

Ses  observations  sur  les  applications  sont  intéressantes  :  il 
distingue  trois  degrés  dans  tout  problème  de  Philosophie  natu- 
relle :  le  passage  du  concret  à  l'abstrait,  qui  substitue  à  la  réalité 
les  êtres  de  raison  des  mathématiciens  :  c'est,  en  gros,  la  mise  en 
équations  ;  puis,  la  résolution  mathématiquedu  problème; enfin,  le 
passage  de  l'abstrait  au  concret,  qui  comporte  essentiellement, 
comme  le  fait  remarquer  l'auteur,  une  discussion  approfondie  de 
l'approximation  sur  laquelle  on  peut  compter,  des  limites  entre 
lesquelles  sont  comprises  les  erreurs  de  la  solution,  inévitables  à 
cause  des  erreurs  que  comportent  les  données.  On  ne  saurait  ré- 
péter trop  souvent,  semble-t-il,  que  les  Mathématiques  ne  peuvent 
transformer  des  données  approchées  qu'en  résultats  approchés,  et 
qu'il  convient  de  conformer  l'exactitude  des  calculs  à  celle  des 
données.  M.  Laisant  passe  rapidement  en  revue  les  principales 
applications  du  calcul,  du  dessin  géométrique,  de  la  Mécanique. 

C'est  avec  une  grande  chaleur  que  M.  Laisant  parle  de  l'ensei- 
gnement :  on  sent  vraiment,  dans  cette  partie  de  son  Livre,  le 
maître  qui  aime  la  Science  :  seulement,  je  ne  puis  m'empêcher  de 
penser  que  bien  des  professeurs  en  le  lisant,  avec  l'attention  qu'il 
mérite,  se  diront  plus  d'une  fois  :  «  Mais  on'nous  reproche  de  ne 
pas  faire  précisément  ce  que  nous  faisons,  de  ne  pas  introduire 
dans  la  Science  les  méthodes  que  nous  enseignons  ».  Je  suis  per- 
suadé que  si  M.  Laisant  était  chargé  d'une  inspection  générale,  il 
ne  changerait  rien  à  ses  idées,  dont  la  plupart  sont  excellentes, 
mais  qu'il  modifierait  la  manière  de  les  exprimer.  Bien  entendu, 
sur  ses  idées  mêmes,  j'aurais  quelques  réserves  à  indiquer,  par 
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t'xeniplo  sur  ruliliu^  (très  douteuse  à  mon  sens)de  l'inlroduclioi 

dos  imn^inaircs  dans  l'enseif^nement  élémentaire,  ou  de  la  noU 

lion  difl'ércnticlle  dans  la  classe  de  Malhématiques  spéciales;  si  jer^ 

crois,  comme  M.  Laisant,  qu'il  est  à  la  fois  utile  et  commode  d'in 

tn>duiri\  comme  on  le  fait  de  plus  en  plus,  les  éléments  du  calcul  .9 
dos  vecteurs,  je  serais  un  peu  plus  sceptique  à  Tégard  des  qualer-  — 
nions;  mais,  pour  ce  qui  est  des  quaternions,  un  peu  de  partia-   - 
lité  lui  ost  sans  doute  permise.  Il  me  semble  aussi  que  Tamusante    ' 
sortie  i\  laquelle  il  se  livre  contre  la  Trigonométrie  n*est  pas  bien 
justiiioe  :  ce  que  Ton  enseigne  sous  ce  nom,  c^esl,  d'une  pari,  un 
Ohapitro  do  l'application  de  TAIgobre  à  la  Géométrie,  et  dans  ce 
Cluq>itrt^  la  thoorio  dos  pix)jections  a  sa  place  marquée,  d'autre 
part,  los  principes  de  la  théorie  des  fonctions  circulaires.  C'est, 
)^  coup  sûr«  doux  dos  plus  b«^au\  Chapitres  de  la  Science  élémeo- 
uiro«  ol  s'ils  fournissent  Toccasion  d*applications  numériques,  il 
no  faut   pas  s'en   plaindre.   Quoi  qu'il  en  soit,  j'espère  que  les 
ItHMours  do  M.  I«aisant  no  pn^^drout  pas  pour  de  la  mauvaise 
humour  ce  qui«  sans  doute,  n'est  que  de  la  verve. 

Vssurt^menK  nolrt^  enseignement  mathématique  est  loin  d'être 
l^rf^jiil  el  je  souhaite  que  le  liviv  de  \L  Laisant  contribue  à  l'amé- 
liorer:  l'^uleur  ;ji  r;iison  quand  il  se  pUint  de  la  façon  dont  on  né- 
^U^^  le  e^ileul  numérique,  dt"*  clas>es  tr\>p  rares  el  surtout  trop 
esiMt^tN^s  ;  ce  sont  des  défauts  qu^il  nV>l  |vfts  impossible  de 
\N>rri$:er:  djins  les  |v*rlies  elexètrs,  eVsl  surtout  de  la  préparation 
hxUixe  Jiuv  \^Mu^M^^s  que  xieot  le  mal  el,  oijiI heureusement,  je  ne 
xounjiiN^  pji>  plus  q«o  M,  K^ivauI,  de  r\*mtvle  Ji  ce  mj|  nécessaire. 

J-  T. 
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NOTE   SUR   LE   PENDULE   SPHÉRIQUE; 
Par  m.  a.  de  SAINT-GERMAIN. 

Quand  un  peDclule  sphériquc  va  de  Tun  des  sommets  de  sa  tra- 
jectoire au  sommet  suivant,  son  azimut  varie  d'un  angle  ^*  com- 
pris entre  -  et  -n;  la  limite  inférieure  a  été  donnée  par  V.  Puiseux, 

l'autre  par  Halphen.  Dans  une  Note,  insérée  au  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  en  mai  1896,  j'ai  montré  que  la  limite 
supérieure  s'obtient  aisément  à  l'aide  du  théorème  de  Cauchy  : 
l'analyse  serait  utilement  complétée  si  l'on  en  déduisait  aussi  la 
limite  inférieure  de  T. 
Or,  dans  la  Note  citée,  je  trouve  la  relation 


r  i  dz 


{l-^  —  z^)s/(a  -\-  b){a  —  z)(z  —  b)(z  —  c)' 

l  désigne  la  longueur  du  pendule,  r/,  h  ses  cotes  maxima  et  minima 

au-dessous  du  point  de  suspension,  c  la  quantité j-' 

Tous  les  éléments  de  l'intégrale  étant  négatifs,  U'cst  <;  t.]  pour 
prouver  qu'il  est  >>  f*>  il  suffira  de  montrer  que  la  valeur  absolue  S 

de  l'intégrale  est  <^  ^-    Remplaçant  :;   par  -7— >   puis  c  par  — A', 
A  éianl  >  /,  je  irouve 


•  0    (/»' —  /*  sin*9)v/(«  -T-  b){k  -h  a  sincp)(X-  h-  b  sino)(  i  —  siuç  ) 
^us  le  radical  en  dénominateur,  figure  le  produit 

[k  —  a  sinc5)(A  ^-  /;  sin^)  =  A'-h  ab  siii^ç  -+-  fc{a  -h  b  )  sin^  ; 

*  ■♦ 

^M  y  rein|)l;ice  k^  par  la  quanti  lé  plus  petite  /-  sin-cp,  S  sera  rem- 
placée parune  intégrale  S|  >>S;  en  tenant  compte  des  relations 

^^■^abrr:  k{n-^b),  ( /^  -  -   a^)(l'--    b^')  =  (  ^f  -+-  6  )«  ( /^  "  —  /' ), 
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ou  trouve,  après  de  simples  réductions, 

_    /•*  /y/A:»— /tsin<p  do  _     /•*  l \/k^  -  l^  s'in o  dv  _  / 

l'arc  tangenle  étant  dans  le  premier  quadrant.  Donc  S|  et,  a  for- 
tioriy  S  sont  <<  ->  U^  >>  -  ;  on  voit  même  que  ^  est  plus  grand  que 

Tare  du  second  quadrant  dont  le  sinus  est-r-  En  diminuants,  on 
aurait  des  limites  supérieures  de  U'. 
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^^AUTTEHEAD  (A.).  —  A  Treatise  on  universal  Algebra  with  applica- 
tions. Tome  I  ;  Gr.  in-8"*;  xxvi-586p.  Cambridge,  Universily  Press,  1898. 

U Algèbre  universelle,  telle  que  l'entend  Tauteiir,  est  un  en- 
semble de  raisonnements  et  de  calculs  fondés  essentiellement  sur 
I  es   idées  d^additîon    et    de    multiplication.    Le    développement 
abstrait  de  ces  théories  est  légitime  en  soi,  indépendamment  des 
muterprétations  et  des  applications,  pourvu  que  ce  développement 
^^oit  cohérent  et  que  les  définitions  ne  comportent  aucune  contra- 
^Jiction  interne;  mais  l'auteur  pense  avec  raison  que,  tout  en  pré- 
Sî^entant  d'abord  les  choses  sous  forme  abstraite,  de  façon  qu'aucun 
^oute  ne  subsiste  sur  Tindépendance  entre  les  développements 
^es  théories  et  leur  interprétation,  il  convient  de  ne  pas  éloigner 
^'interprétation   de  la   théorie;   cette  théorie,   toute   seule,   bien 
^u'on  soit  assuré  de  sa  légitimité,  semble  un  jeu,  qui  fatigue  vite 
Vesprit,  à  cause  du  vide  des  symboles.  Dans  les  interprétations, 
^ui  sont  déjà  fort  abstraites,  il  subsiste  quelque  place  solide  pour 
l'intuition,  où  Ton  peut  se  reposer,  et  s'assurer  contre  le  vertige. 
ILe  mode  d'exposition  adopté   par  M.  Whitehead  semble  bien  le 
meilleur  possible. 

Considérons  un  ensemble  d'objets  {Manifold)^  déterminé,  si 
Ton  veut,  par  quelque  caractère  commun  a  ces  objets.  Supposons 
<ju'à  chaque  couple  a,  a'  d'objets  de  cet  ensemble,  on  fasse  cor- 
respondre un  objet  (a,  a')  du  même  ensemble,  qui,  ainsi,  pourra 
^Ire  regardé  comme  la  réunion  des  deux  objets  «,  a'.  Chaque 
mode  de  correspondance  définira  ime  opération  eflectuée  sur  un 
couple  d'objets,  et  cette  opération  méritera  le  nom  d'addition,  si 
elle  est  commutalive  et  associative,  c'est-à-dire  si  l'objet  (a,  a')  de 
l'ensemble  qu'on  fait  correspondre  aux  objets  t?,  a'  de  l'ensemble, 
rangés  dans  l'ordre  même  que  l'on  vient  d'écrire,  est  le  même  que 
l'objet  (a,  a')  que  l'on  fait  correspondre  aux  deux  objets  a',  a  et 
si  l'objet  [a,  (a',  a")]  que  l'on  fait  correspondre  aux  deux  objets 
a,  (a',  cf)  est  le  même  que  l'objet  [(a,  a'),  a"]  que  l'on  fait  cor- 
respondre aux  deux  objets  (a,  a'),  a" ,  Pour  une  addition,  au  lieu 
Bull,  des  Sciences  maihém.,  2*  série,  t.  XXII.  (Mai  1898.)  7 
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du  symbole  {a^  a')  on  emploiera  le  symbole  a  H-  a'.  S'il  y  a  da«^^ 
rensembic  un  objet  spécial  qui,  combiné  par  addition  avec  n'ii 
porte  quel  objet  de  Tensemble  reproduise  ce  dernier  objet,  c< 
objet  spécial  s'appellera  Vobjet  nul  el  se  représentera  par  o. 
la  définition  de  Taddition,  résulte  celle  de  la  soustraction  qui,  bi^ 
entendu,  n^est  pas  toujours  une  opération  possible.  Un  ensembS 
où  Taddition  est  définie  est  dit  algébrique, 

La  définition  de  l'addition  concerne  ainsi  les  objets  d*un  mém 
ensemble.  La  définition  de  la  multiplication  concernera  les  objet. 
de  deux  ensembles  algébriques  A,  B  qui  toutefois  peuvent  éti 
identiques.  Nous  représenterons  par  a,  a',  a^,  ...  les  objets  di 
premier  ensemble,  par  6,  b\  U\  ...  les  objets  du  second  ensemble  —  — 
Imaginons  que  l'on  puisse  former  un  troisième  ensemble  C,  auss^    ^^ 
algébrique,  dans  le  sens  que  l'on  vient  de  dire  et  dont  chaque  élé — 
ment  correspondra  à  un  couple  d'éléments  pris  l'un  dans  l'en — 
semble  A,  l'autre  dans  l'ensemble  B,  ou  à  un  couple  d'éléments 
pris  Tun  dans  l'ensemble  B,  l'autre  dans  l'ensemble  A,  en  sort^ 
que  chaque  objet  de  C  puisse  être  regardé  comme  étant  de  Tun^ 
ou  de  l'autre  des  deux  formes  (a,  fc),  (6,  a),  en  désignant  par  a,  fr 
les  objets  des  ensembles  A,  B  que  l'on  associe,  et  que  à  chaque 
association  (a,  6)  ou  (6,  a)  de  tels  objets  corresponde  un  objet 
déterminé  de  C.  Cette  opération  qui,  avec  un  objet  de  A  et  un 
objet  de  B,  crée  un  objet  de  C,  méritera  le  nom  de  multiplication, 
si  elle  est  distributive,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

(  a,  b  -^  h')  =  {a,  b)  —  (a,  b'), 
{a-ha\  b  )  —  {a,h)  -{a,  h), 
i  />,  a  -\-  a'  )  =  { /^  a  ;  -;  (  h.  a  ), 
(  b  -+-  //,       a       )  z-  (b^  a  )  -+-  i  //,  a  ). 

Les  trois  ensembles  A,  B,  (]  étant  supposés  algébriques,  le 
signe  -h  u,  dans  ces  égalités,  une  siji:nirH*aLion  définie.  La  défini- 
tion générale  de  la  multiplicalinn  no  suppose  ni  la  loi  associative, 
ni  la  loi  commutative.  I^a  niullipliration  se  représentera  par  le 
signe  X  placé  entre  les  deux  élériionts  que  Ton  associe  ou  par  la 
simple  juxtaposition  de  ces  éléments. 

Si  la  multiplication  peut  être  définie  ponr  \\\\  seul  ensemble  A, 
c'est-à-dire  si  la  définition  prér<'(lcnt<*  .s^ipplique  en  regardant 
comme  identiques  les  deux  ensenil>le>   \.  B,  Tensemble  A  sera  dit 
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du  premier  ordre;  pair  Ib^  multiplication  des  objets  qui  le  constitue, 
pris  deux  à  deux,  il  engendrera  un  ensemble  A,  (Tensemble  C  de 
la  définition  générale),  qui  sera  d'il  du  second  ordre.  Si  la  multi- 
plication peut  être  définie  pour  les  deux  ensembles  algébriques  A, 
A|,  on  définira  par  là  même  un  ensemble  A2  qui  sera  dit  du  troi- 
sième ordre,  etc.  On  peut  supposer  que  Ton  continue  ainsi, 
chacun  des  ensembles  A,  A,,  A^,  . . .  étant  susceptible  de  multi- 
plication tant  avec  lui-même  qu'avec  ceux  qui  le  précèdent  :  Ten- 
semble  complet  du  m**™*  ordre  contiendra  tous  les  objets  obtenus 
en  multipliant  un  objet  d'un  ensemble  quelconque  du/?'^™®  ordre 
par  un  objet  d'un  ensemble  d'ordre  m — p.  Il  peut  d'ailleurs 
arriver  que  l'ensemble  d'ordre  m  soit  identique  à  l'ensemble  du 
premier  ordre  ;  l'ensemble  d'ordre  m  H- i  est  alors  identique  à 
''ensemble  du  second  ordre,  etc.  ;  l'Algèbre  est  dite  alors  de 
''espèce  m  —  i  ;  TAIgèbre  de  première  espèce  est  dite  aussi 
A'^èbre  linéaire. 

C'est  là  les  définitions  générales  que  V Algèbre  universelle 
oevra  mettre  en  œuvre  :  en  les  particularisant,  on  créera  les 
Algèbres  spéciales. 

Il  est  clair  que  la  multiplication  sera  beaucoup  plus  riche  que 
iaddi  lion  en  variétés  de  formes. 

Poi-ir  l'addition,  une  variété  importante  est  le  cas  bien  familier 
°"î  Is^  soustraction  étant  toujours  possible  et  univoquc,  les  objets 
Qel  ^r^semble  forment,  au  sons  précis  du  mot,  un  groupe  pour  la 
composition  par  addilion  :  telle  est  l'addition  algébrique  des 
DomL>  K^es  ordinaires,  ou  Taddilion  géométrique  des  vecteurs. 

^^  Ci  variété  qui  s'éloigne  beaucoup  de  celle-là,  est  la  variété  où 
ion  f^iit  l'hypothèse  formulée  par  l'égalité 

a  -\-  a  =  a, 

«  éla  «-1  t  jiQ  objet  quelconque  de  l'ensemble.  En  d'autres  termes, 
SI  loï-^  se  reporte  aux  définitions  précédentes,  à  chaque  couple 
form^    par  la  répétition  d'un  même  objet  du  groupe  on  fait  cor- 
respondre ce  même  objet.   Cette  hypothèse   caractérise  le  seul 
mode     d'addition  qui   soit  essentiellement  différent  de  l'addition 
ordinaire;  elle  est  à  la  base  de  la  logique  symbolique^  dont  l'expo- 
silioo  est  condensée  dans  le  Livre  II  de  l'Ouvrage  deM.Whilehead. 
L  A^lgèbre   de   la    logique    symbolique   concerne  un   ensemble 
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algébrique  et  linéaire  au  sens  que  l'on  a  spécifié  plus  haut,  do«^t 
les  objets  a,  6,  c,  ...  obéissent,  pour  ce  qui  est  de  l'addition  et  «J^ 
la  multiplication  aux  lois  formelles  que  voici  : 

(i)  a  -^  b  =  b  -^  a, 

{i)  a-+-6H-c  =  (aH-6)-+-c  =  a-f-(6-+-c), 

(3)  a  -f-  a  =  ûf, 

(4)  a-+-o  =  a, 

(5)  c(a -h  6)  =  ca-h  c6, 

(6)  {a -\- b)c  =  ac ->r- bc, 

(7)  ab  =  ba, 

(8)  abc  =  (ab}r  =  a{bc). 

(9)  aa  =  a, 

(10)  a  -^  ab  =  a, 
II)  ai  =  a. 

Les  lois  (i),  (2),  (5),  (6)  ne  sont  autres  que  les  lois  générales 
de  Taddition  et  de  la  multiplication.  La  loi  (4)  exprime  qu'il  y  a 
dans  l'ensemble  un  objet  nul;  la  loi  (3)  est  ce  caractère  spécial  de 
l'addition  dont  j'ai  déjà  parlé,  caractère  qui  est  contenu  comme 
cas  particulier  dans  la  loi  (10),  connue  sous  le  nom  de  loi  d^ ab- 
sorption :  les  lois  (7),  (8),  (9)  n*ont  pas  besoin  d'explication;  la 
loi  (i  1)  enfin  se  rapporte  à  un  objet  i  de  l'ensemble  dit  universel; 
si  l'on  réunit,  par  multiplication,  cet  objet  à  un  objet  quelconque 
de  l'ensemble,  on  reproduit  ce  dernier  objet.  Notons  encore  l'hy- 
pothèse suivante  :  à  chaque  objet  a  de  l'ensemble  correspond  un 
objet  supplémentaire  b  :  deux  objets  a,  b  sont  dits  supplémen- 
taires si  Ton  a  à  la  fois 

a  -h  b  =  i,         ab  =  o. 

Quant  aux  propriétés  qui  expriment  les  égalités 

TO  =  o  =  ox, 
X  -h  i  =  i  =  i  -h  X, 

elles  sont  des  conséquences  des  lois  supposées. 

Comme  conséquence  immédiate  de  ces  lois  formelles,  le  lecteur 
observera  la  parfaite  réciprocité  de  l'addition  et  de  la  multiplica- 
tion :  toute  propriété  concernant  l'addition  et  la  multiplication 
peut  être  aussi  bien  envisagée  comme  concernant  la  multiplica- 
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tion.    Celle   réciprocité  a  élé   remarquée   indcpendanimenl   par 
iV-  Peîrce  et  par  M.  Schroder.  On  conçoit  que  sur  ces  lois  on 
puisse  établir  tout  un  calcul,  le  calcul  de  la  logique  symbolique 
fondé  par  Boole  {Laws  of  Tliougt,  i854),  développé  par  Venn 
(Sj'r^bolic  logic^    1881,    1894),    Jevons   {Pure   logic,    1864), 
Peîrce  {Proceedings  of  the  American  Academy  of  Arts  and 
Scëcr^ces,  VII,  1867,  American  Journal  of  Matliematics,  III  et 
'^11),       Schroder    (Operalionskreis    des    LogiAcalciils,     1877, 
^'^<>^tcsungen  ûber  die  Algebra  der  Logik,  t.  I,   1890,   t.  II, 
^^O»»    t.  in,   1895),    Miss   Love    et   D*^  Mitchell    (Studies    in 
^^^€€ctive  Logic,  i883),   W.  Johnson  {The  Logical  calcul  us, 
dans   le  Mind,  1892),  M*=  Coll  {Proceedings  of  the  London  Ma- 
^hcr^^citical  Society,  IX,  X,  XI,  XIII),  elc.  On  trouvera  l'inté- 
ressa nt  développement  de  ce  calcul  dans  le  Livre  de  M.  White- 
«ead  ;  je  ne  veux  que  dire  un  mot  d'une  des  interprétations  qu41 

Appelons  région  une  portion  continue  de  Tespace,  ou  larcunioi» 
^^    plusieurs  de  ces  portions.  L'ensemble  que  nous  considérerons 
sera    formé  de  toutes  les  régions  possibles.  La  somme  de  deux  ré- 
pons sera  la  région  formée  par  la  réunion  des  portions  d'espace 
R^*  les  constituent.  Si  les  deux  régions  que  Ton  ajoute  sont  iden- 
"cjues,  il  est  clair  que  l'addition  reproduit  l'une  de  ces  régions. 
*^  produit  de  deux  régions  sera  la  partie  commune  à  ces  deux  ré- 
8*oiis,  leur  intersection.    La  région  o,   c'est  l'absence  de   toute 
'^S'On.  Le  produit  de  deux  régions  qui  n'ont  pas  de  partie  com- 
'^**Oe  est  o.  La  région  universelle  est  l'espace  tout  entier.  Si  l'on 
^Jouiç  à  une  région  a  la  région  commune  à  celte  région  et  à  une 
^6*Oii  b^  on  ne  fait  que  reproduire  la  région  «,  c'est  la  loi  d'ab- 
^  ''Pt.îon  (10).  La  région  supplémentaire  d'une  région  donnée  est 
,^^pace  extérieur  à  cette  région.  Toutes  les  lois  et  hypothèses 
^'^^elles  qui  ont  été  introduites  plus  haut,  et  toutes  leurs  consé- 
°    ^*^ces,  s'interprètent  donc  avec  la  plus  grande  facilité. 

**  \  a  d^aillcurs  longtemps  qu*Euler  a  identifié  la  théorie  du 

-  *"ogisme  avec  la  théorie  géométrique  du  contenant  et  du  coii- 

**^  ;  on  conçoit  donc  une  interprétation  des  lois  et  hjpotbèses 

^  ^^Icul  qui  nous  occupe  dans  le  domaine  de  la  logique  déductive. 

^^sissant  ensuite  aux  théories  dontGrassmann  est  le  fondateur  el 

*^ni  les  développements  essentiels  se  trouvent  dans  les  deux  édi- 
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lions  de  V Ausdehnunglehre,  M.  Whîtehead  Iraile  des  ensemb 
de  situation  (posittonal  mani/olds),  Voîcî  comment  est  constil 
un  tel  ensemble  (I)  :  considérons,  d'une  part,  v  objets  e^J  e^,  . 
Cy  que  Ton  désignera  sous  le  nom  d^ unités  fondamentales 
d'autre  part,  Tensemble  des  nombres  ordinaires  (réels  ou  imaj 
naires),  qui  seront  désignés  systématiquement  par  des  lettr 
grecques  :  un  objet  de  Tensemble  (I)  s'obtiendra  en  associant 
chacun  des  objets  e^  un  nombre  «p  et  se  représentera  par 

«1  ^1  -f-  ttj  e  j  -+- . . .  -4-  «v  ^v  5 

l'association  d'un  élément  ap  à  l'objet  e^  doit  d'ailleurs  et 
regardée  comme  une  multiplication,  jouissant  par  conséquent  « 
la  propriété  distributive,  et  le  signe  -{-  a,  dans  le  précédent  sji 
bole,  les  propriétés  exposées  dans  la  dédnition  de  l'addition.  Si 
est  nul,  le  symbole  oLpCp  disparaît  de  l'expression  précédente  si 
est  le  nombre  i,  ap^p  peut  être  remplacé  par  ep,  en  sorte  que  1 
objets  Cij  €21  ...,  ^v  sont  eux-mêmes  des  objets  de  l'ensembl 
L'objet 

peut  d'ailleurs  être  multiplié  par  un  nombre  X;  il  devient  aie 
l'objet 

On  admet  que  ces  deux  objets  correspondent  au  même  élémei 
au  même  point  de  l'espace  à  v  —  1  dimensions,  si  l'on  veut.  ^ 
sont  deux  objets  congruents,  mais  d^ intensité  différente.  De 
objets  de  l'ensemble  peuvent  d'ailleurs  être  ajoutés,  en  ajouts 
les  coefflcients  numériques  des  e  ;  un  objet  de  l'ensemble  s'appe 
d'après  M.  Cajley  un  extraordinaire  et  se  représente  par  u 
lettre  italique,  les  lettres  grecques,  encore  une  fois,  étant  réserve 
aux  purs  nombres,  p  extraordinaires,  x^^  :r2,  . . .,  ^p  seront  d 
dépendants  ou  indépendants  suivant  qu'on  pourra  ou  qu'on 
pourra  pas  trouver  n  nombres  X|,  X^i  .  •  • ,  )^p  tels  que  Ton  ait 

il  faut  entendre  par  là  que  le  premier  membre,  ordonné  par  rapp< 
à  ^1,  e-î,  ...,  Cv,  a  tous  ses  coefficients  numériques  nuls.  De  là  u 
théorie  qui  reproduit  mol  pour  mot  la  lliéorie  des  formes  linéair 
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et.   sur  laquelle  il  est  inutile  d'insister.  Si  j7i,  x^-t  •••*  x^  désignent 
V  e:xtraordinaires  indépendants,  Tensemble  de  tous  les  éléments 

constitue  la  région  complète  délînie  par  ces  extraordinaires;  elle 
esl.  la  même  que  la  région  complète  défînie  par  <?| ,  e2,  ...,  ^v 
C'est  une  région  à  v —  i  dimensions;  si  les  extraordinaires  indé- 
pendants X|,  0^2,  ...,  ^p  sont  en  nombre  p<v,  ils  déHnissent  une 
sous-région  à  p  —  i  dimensions,  constituée  par  les  éléments 

contenue  dans  la  région  complète;  par  exemple,  si  Ton  ne  consi- 
dère que  deux  extraordinaires  indépendants  x^,  x^t  ils  définiront 
une  droite  joignant  les  deux  éléments  x^,  x^  et  constituée  par 

les  éléments  ai  a:<  4- a 2 «2^2 • 

Ed  supposant  que  x^^  x^,  ...,  x^  désignent  v  extraordinaires  in- 
dépendants, rensemhie  des  extraordinaires  Ç|X<-f-Ç2^2+*"  +  Çv2^v 
dont  les  coefficients  numériques  Ç|,  ^2?  •  •  •?  Sv  sont  liés  par  une 
ou  plusieurs  équations  homogènes  constitue  un  lieu.  S'il  n'y  a 
qu'une  seule  équation,  le  lieu  est  une  surface.  L'auteur  étudie,  en 
particulier,  les  surfaces  du  second  degré  au  point  de  vue  des 
sous-régions  qu'elles  contiennent;  c'est  la  généralisation  des  géné- 
ra Irices  rectilignes  des  quadriques. 

On  n'a  défini  jusqu'ici  Y  intensité  que  comme  une  sorte  de 
qualité  numérique  qui  distingue  deux  objets 

«1^1-+-  «1^1 -h. .  .-r-  ayCv,     a'i  Cl -+-  a'j ej-f-. .  .-4-  ay^v 

de  l'ensemble  défini  par  les  unités  fondamentales  <?<,  ^2»  •  • .,  ^v^ 
dans  lesquels  les  coefficients  a'^,  a^,  .  .  . ,  a^  sont  proportionnels 
aux  coefficients  ai,  a2,  . .  . ,  av,  c'est-à-dire  deux  objets  qui  cor- 
respondent au  même  élément,  au  même  point.  Il  convient  tout 
d  abord  de  regarder  les  unités  fondamentales  e<,  ^2,  ...,  ^v  comme 
étant  d'intensité  i,  puis  l'objet  a/e/  comme  étant  d'intensité  a/, 
enfin  l'intensité  d'un  objet  ct.^e^-\-  cL^e^-^-  •  »  »-^  oL^e^  comme  étant 
une  fonction  homogène  du  premier  degré  de  ai,  ao,  ...,  ay.  L'au- 
teur se  borne  au  cas  où  cette  fonction  est  la  racine  jx'*"™*  d'un 
P^ïlynomc  du  ji."'*"*^  degré  en  a<,  a2,  .  .  . ,  av,  poljnomc  dans  lequel 
les  coefficients  des  puissances  [jl"'"*'*  sont  l'unité  et  dan.s  lequel 
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tous  les  autres  coefficients  sont  égaux.  Les  cas  ji.=  i ,  {x=  2  offrent 
un  intérêt  particulier.  La  considération  du  lieu  des  éléments  d'in- 
tensité nulle  s'impose  d'une  façon  nécessaire  et  se  relie  à  la  con- 
sidération des  éléments  à  l'infini. 

Arrivons  maintenant  à  la  multiplication  de  deux  objets \]otpep, 

pp^p  (p  =  i,2,  ...,v)  d'un  même  ensemble  (I),  du, premier 

ordre.  A  chaque  couple  (ep,  6^)  d'unités  fondamentales,  faisons 
correspondre  un  objet  d*une  seconde  espèce  que  nous  désignerons 
par  (epCff)  et  que  nous  regarderons  comme  le  produit  de  Cp  par  e^; 
le  produit  de  l'objet  ap^p  par  l'objet  a^ye^  sera,  par  définition, 
Q^p^aC^p^a)?  c'est-à-dire  l'objet  de  la  seconde  espèce  {e^e^)  affecté 
du  coefficient  numérique  obtenu  en  multipliant  les  deux  coeffi- 
cients numériques  ap,  a^;  dès  lors,  en  vertu  de  la  distributivité, 

le  produit^gpgp  par^^^pgp  devra  étre^apftg(epe(y).  Les  v*  objets 

p,a 

de  la  seconde  espèce  (epe^),  s'ils  étaient  indépendants,  pourraient 
être  regardés  comme  définissant  un  ensemble  de  situation  de  la 

dimension  v^ — i.  Le  produit  de\]apep  parN^jâpep  serait  alors 

un  objet  de  cet  ensemble,  non  d'ailleurs  un  objet  quelconque, 
puisque  les  v^  nombres  ap  ^^y,  qui  ne  dépendent  que  de  2  v  nombres, 
ne  peuvent  pas  être  identifiés  à  v^  nombres  quelconques.  On  est 
d'ailleurs  libre  de  ne  pas  regarder  les  objets  de  la  seconde  espèce 
(^pe^)  comme  indépendants,  c'est-à-dire  de  poser  entre  eux  des 
relations  linéaires.  Le  cas  vraiment  intéressant  est  celui  où  ces 
relations  sont  invariantes  :  supposons  que,  au  lieu  des  unités 
fondamentales  -?<,  ^2,  ...,  ^v»  on  se  serve,  pour  définir  un  objet  de 
l'ensemble  (I),  de  v  extraordinaires  indépendants  x<,  x^^  .  .  . ,  j^v; 

les  deux  objets  à  multiplier  seront  de  la  formera' Xp,  ^Pé^p  et 
leur   produit   de    la    forme  \]a' p^Tp^aî    'es    x^x^j   s'expriment 


p,<x 


d'ailleurs  linéairement  au  moyen  des  (epe„),  et  toute  relation 
linéaire  entre  ces  dernières  quantités  entraîne  une  relation  linéaire 
entre  les  premières;  les  relations  linéaires  entre  les  {e^Co)  seront 
Ailes  invariantes s\\q%  relations  qu'elles  impliquent  entre  les  j7pX,y 
s'obtiennent  simplement  en  remplaçant  les  x  par  les  e.  On   dé- 
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moDtre  aisément  que  les  seules  relatious  possibles  qui  aient  ce 
caractère  sont  du  type 

(epep)  =  o,        (epe^)  -+-  (e^Cp)  =  o 
ou  du  type 

le  premier  type  de  relations  donne  naissance  à  la  multiplication 
comhinatoire  progressive,  définie  par  ces  relations  mêmes  et  par 
la  relation  d'associativité 

qui  permet  de  définir  le  produit  d'un  nombre  quelconque  d'objets 
dePensemble  du  premier  ordre.  Si  l'on  considère  [xde  ces  objets 
définis  par  les  [a  expressions 

p  =  v 

p  =  i 
leur  produit 

(2«piCp)(2«P«^p)"-(2*Pf'''p) 
sera,  en  vertu  des  hypothèses  précédentes,  de  la  forme 

^"  ?«P3»  •  .pii  est  une  combinaison  des  nombres  i,  a,  ...,  v  pris 
i^à  [letoii  |apçj  est  un  déterminant  d'ordre  ijl  où  l'indice  p  doit 
prendre  les  valeurs  pi,  p,,  . . . ,  pii  et  l'indice  t  les  valeurs  1,2,  ..., 
h  Si  deux  des  nombres  pi,  pa,  ...»  ppi  sont  égaux,  le  produit 
(^p,^p,...ep  )  est  nul;  il  en  serait  de  même,  d'ailleurs,  du  déler- 
romani  correspondant;  si  donc  on  a  [Jt.>-v,  le  produit  est  toujours 
""I;  si  Ton  a  [JL  «<  V,  il  y  aura 

V  (  V  —   I  )  .  .  .  (  V  —   JJL  -f-  I  ) 


I  .  -2  .  .  .  JJL 


combinaisons  distinctes  {e^^e^^. .  .e^  )  dans  lesquelles  on  sup- 
posera o,<p2<...<  p{x.  Tous  les  produits  (^p.^pj-  •  -^p^  obtenus 
Qc  celle  manière  sont  indépendants  :  en  désignant,  pour  abréger, 
cc^  produits  par  les  symboles  E^^,  Vj'^,  ...,onvoit  qu'ils  définissent 


io6  PREMIÈRE  PARTIE. 

un  ensemble  dont  les  objets  pourront  être  représentés  par 

aE{x-+-a'E[i-+-.. .; 
cet  ensemble  est  dit  dérivé  du  [jl'^"*  ordre  :  il  est  à 

v(v  —  i). .  .(v  —  fX-4-  l) 


I  .  '2  .  .  .  (JL 


I 


a 


dimensions;  le  produit  des  [x  objets  de  Tensemble  (I)  du  premie 
ordre  sera  nul  ou  non  suivant  que  ces  objets  ne  seront  pas  indé- 
pendants.   Ce   produit   est  un   objet  de    Tensemble  dérivé   dt^  *-'^ 
jj^ième  ordre,  mais  non   d^ailleurs   un   objet  quelconque    de  cel^^"^ 
ensemble.    Le   caractère    invariant   des  relations  fondamentales  ^^  ^ 
permet  aisément  d'étendre  ces  résultats  au  cas  où  les  objets  d^  »-^* 
l'ensemble  (1)  que  Ton  multiplie  entre  eux  sont  donnés  sousls^*-     '' 

forme  7  ÇpXp  en  désignant  par  x^ ,  j:^,  . . . ,  ^v^  v  extraordinairesss  ^^® 

indépendants,  au  lieu  d*élrc  exprimés  au  moyen  des  unités  fonda — 
mentales  e^^  €29  •  •  •  y  e^. 

Considérons,  en  particulier,  u  extraordinaires  indépendants  ai, ^     «-o 
«2»  •  •  •?  ^{i  (h"-  <  v),  la  sous-région  qu'ils  définissent  et  [x  objets-i^  -^* 
de  l'ensemble  (I)  appartenant  à  cette  sous-région;  ils  auront  dcsas*-  "s 
expressions  telles  que 

^1  ^^  ^11^1  "^~  ^iJ^î  "*" •  •  '"^  ^111  ^u.» 
rtj  =  A^i^Zi  H-  f^i^dt  ■+- .  .  . -h  A^M  Am| 

•••••••• • '1 

fl{i,=  AMiât|-+-  Amiû^jH-.  .  •-r-  AMjjLÛta, 

et  leur  produit  {n\a[^,  .  ,a^)  sera  égal  au  produit  {a^a^*  •  •a^ 
multiplié  par  un  facteur  numérique  égal  au  déterminant 


les  deux  produits  {(i\a'.^» .  .a^)  cl  {ci^a-i*  •  -a^)  représentent  donc 
le  même  élrment  de  l'ensemble  dérivé  du  jji'*'™*  ordre,  mais  non, 
en  général,  le  même  objet,  puisque  les  intensités  sont  difTérentes, 
quand  le  déterminant  |  Xp(j|  n'est  pas  égal  à  1.  Quoi  qu^il  en  soit, 
si  un  objet  de  Tonsemble  dérivé  du  [x"'"*^  ordre  peut  être  regarde 
comme  le  produit  de  pi  objets  indépendants  de  Tensemble  (I),  il 
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peut  aussi  bien,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  dire,  élre  regardé 
à  un  facteur  numérique  près,  comme  le  produit  de  [x  autres  objets 
indépendants  quelconques  appartenant  à  la  sou  s- région  définie 
^ar  les  p.  premiers  objets,  en  sorte  que  rien  n'empêche  de  Tiden- 
tifier  avec  cette  sous-région,  que  Ton  doit  toutefois,  en  tant  qu'on 
la  regarde  comme  un  produit  d'objets  de  l'ensemble  (I)  du  premier 
ordre,  ou  comme  un  objet  de  l'ensemble  du  (ji**™*  ordre,  regarder 
comme  ayant  une  intensité,  comme  affectée  d'un  coefficient  numé- 
rique. Une  sous-région  ainsi  considérée  comme  un  produit  sera  un 
objet  régional,  d'ordre  [jl  :  c'est  un  objet  simple  de  l'ensemble  dé- 
rivé du  jx*«««  ordre.  Les  objets  de  ce  dernier  ensemble  qui  ne  sont 
pas  simples  sont  composés  avec  des  objets  simples.  Deux  objets 
régionaux  peuvent  être  multipliés  :  leur  produit  définit  une  sous- 
région  qui  contient  les  deux  sous-régions  définies  par  les  deux 
facteurs.  Si  A  et  B  sont  deux  objets  régionaux  d'ordres  respectifs  p, 
a(p  >  (t)  et  si  la  sous-région  A  contient  la  sous-région  B,  il  existe 
un  objet  régional  C,  d'ordre  p  —  o-,  tel  que  l'on  ait  A  =  (BC).  Le 
produit  de  plusieurs  objets  régionaux  est  nul  s'ils  ont  un  objet 
régional  commun  ;  c'est  ce  qui  arrivera  forcément  si  la  somme  de 
leurs  ordres  est  supérieur  à  v.  Si  cette  somme  est  égale  à  un,  le 
produit  sera  égal  à  (eie2...ev)  multiplié  par  un  nombre  ordinaire. 
Il  est  commode  de  regarder  un  tel  produit  comme  purement  numé- 
rique, en  convenant  de  regarder  (eie2...ev)  comme  étant  égala  un. 

La   multiplication  combinatoire  définie  comme  ci-dessus  est 
i^iie  progressive,  et  les  produits  qu'elle  engendre  sont  dits  pro^ 
gressi/s.  Le  produit  progressif  de  deux  objets  Sp,  S^  dont  les 
ordres  p,  (t  ont  une  somme  supérieure  à  v  étant  nul,  on  peut  con- 
venir de  ne  le  faire  jamais  figurer  dans  une  équation,  et  alors  il 
devient  loisible  d'adopter  pour  un  tel  produit  telle  autre  définition 
que  Ton  voudra.  On  va  définir  la  multiplication  régressive,  à 
laquelle  conduit  la  notion  importante  de  supplément.  Jusqu'à  ce 
<|iie  cette  définition  soit  donnée,  et  tant  qu'on  ne  préviendra  pas 
dti  contraire,  les  produits  dont  il  sera  question  seront  progressifs. 

Considérons  une  combinaison  multiplicative  Yj^  obtenue  en 

Oiallipliant  p.  unités  e%^  €2^  •  •  •,  e^  des  v  unités  fondamentales  ei, 

^a, .  • .,  ev9  il  existera  une  combinaison  multiplicative supplémen- 

Wirc  Ev.j4  formée  avec  les  éléments  ey+i ,  <?y+j,  • , .  ^  e^  qui  ne 
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figurent  pas  dans  E^^  en  sorte  que  l^on  aura 

(EjxEv-(jL)=±(e,e,...ev)=±i, 

CD  adoptant  la  convention  spécifiée  plus  haut.  Le  supplément  de 
E|A  ne  sera  autre  chose  que  Ev_|i,  en  supposant  les  facteurs  de  E^^ji 
rangés  dans  un  ordre  tel  que  le  produit  (E||.Ev_|jl)  soit  -|-i.  Le 
supplément  d'un  objet  s'indique  en  plaçant  un  trait  vertical] 
devant  le  symbole  de  cet  objet  :  ainsi  |  E^  est  le  supplément  de  Ey,^ 
et,  d'après  la  convention  précédente,  on  peut  écrire 


E(i  =  (  Efx  Ev-(i)  Ev-|i, 


en  regardant  le  produit  (E,i.Ev_|x)  comme  un  simple  nombre  (±:i). 
Le  supplément  d'un  nombre  est  ce  nombre  lui-même.  En  dési- 
gnant par  E|t,  E'^^  EjJ^,  . . .  des  combinaisons  multiplicatives  tou- 
jours formées  avec  [x  des  unités  e<,  e^,  . . .,  ev,  on  aura  par  défi- 
nition 

|(aEpt-4-  a'E[i-^-  «'Ejc^-.  • .)  =  a  |  E^-^  a!  !  Ejt-+-  «'EJ^h-.  . . . 

Dès  lors,  le  supplément  d'un  objet  quelconque  S.^  de  l'ensemble 
dérivé  du  [x'^*"*''  ordre  est  défini.  En  prenant  le  supplément  du 
supplément  d'un  objet,  on  reproduit  cet  objet,  au  signe  près  ;  d'une 
façon  précise,  on  a 

ii  A^.=  (-i)i^^v-|i)Ajj,. 

Si  maintenant  l'on  considère  deux  objets  Ap,  A<j  dont  les  ordres 
respectifs  pela  ont  une  somme  supérieure  à  v,  le  produit  régressif 
ApA<j  sera  par  définition  l'objet  d'ordre  p  -f-  a  —  v  dont  le  supplé- 
ment est  le  produit  (progressif)  des  suppléments  |  Ap,  |  A^  des 
objets  Ap,  A<j.  Ces  suppléments  ayant  respectivcmenl  les  ordres 

V  —  p,    V — 0"    ont   bien    un    produit   progressif  puisque  l'on    a 

V  —  p-hv  —  o'<Cv.  On  peut  donc  écrire  symboliquement 

I    ApA(y=    I    Ap  I   Aey 

en  désignant  par  Ap  A<y  le  produit  régressif  des  objets  Ap,  Ag.  Il 
suit  de  là  que  tandis  qu'un  produit  progressif  ApA^  (p  -H  3"<C'') 
représente  la  sous-région  qui  comprend  les  sous-régions  Ap,  Aç, 
un  produit  régressif  Ap  Ap  (p  -|-  t  >  v)  représente  la  sous-région 
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commune  aux  deux  sous-régions  Ap,  A^.  Lorsque  p  -h  o-  est  égal 
à  V  les  défînitions  des  produits  progressifs  et  régressifs  con- 
cordeot. 

Si  l^OD  a  alors 

Ap=  apEp-4-  ap  Ep  •+-. . . » 
Aff  =  oi(f\  Ep  H-  a(y  I  Ep  -+-... , 

on  aura  pourTun  ou  l'autre  produit  le  nombre 

3tp  Œç  -f-  atp  Ctff  -+- . . . . 

C^l> servons  encore  que  Tégalilé 


ApA<j=  I  Ap  j  Aff 

subsiste,  soit  que  le  produit  ApA^  soit  régressif,  soit  qu'il  soit 
progressif;  dans  le  second  cas,  c'est  le  deuxième  membre  qui  est 
un  produit  régressif. 

On  est  amené  maintenant  à  distinguer  les  produits  purs  et  les  . 
produits  mixtes.  Un  produit  est  pur  quand  toutes  les  multiplica- 
tions qui  y  sont  indiquées  sont  toutes  progressives,  ou  toutes 
régressives;  dans  le  premier  cas  il  est  purement  progressif,  dans 
le  second  purement  régressif.  Autrement  il  est  mixte.  Ainsi  le 
produit  AB.CD,  où  Ton  doit  entendre  qu'on  fait  le  produit  de  A 
par  B,  le  produit  de  C  par  D  et  que  l'on  multiplie  le  premier 
produit  par  le  second,  sera  un  produit  purement  régressif  si  le 
produit  AB  est  régressif  ainsi  que  le  produit  CD  et  que  le  pro- 
doit de  AB  par  CD.  La  multiplication  pure  est  associative,  non  la 
multiplication  mixte. 

Le  calcul  des  produits  progressifs  s'effectue  au  moyen  d'une 
proposition  connue  sous  le  nom  de  règle  (généralisée)  du 
fdcteur  moyen,  et  que  voici  :  Soient  Ap,  B^y  deux  objets  régionaux 
des  ordres  p^<t;  on  suppose  p-f-c^v-hy,  v  étant  plus  pelit  que  v. 
A?  est,  par  hypothèse,  le  produit  de  p  facteurs  de  l'ensemble  (I)  du 
premier  ordre.  Désignons  par  Cy\  Cy\  ...  les  différents  produits 
formés  en  prenant  v  des  facteurs  qui  forment  Ap,  on  peut  écrire 

A      _    A<t)     p«l)_    4(î)     p(î'__. 

i\ij  —   /\p_y  \jy      —  i\p_Y  y^v      —   •  .  .  f 

^'"  désignant  par  Apll^,  Ap^iy,  .  .  .  des  produits  de  p  —  y  facteurs 


i 
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du  premier  ordre;  on  aura 

où,  dans  le  second  membre,  les  produits  (AplIyB^),  . . .  sont  pure- 
ment numériques.  De  même,  si  Ton  désigne  par  Dy ',  Dy*',  ..•  le* 
différents  produits  formés  avec  y  facteurs  du  premier  ordre  c|Ui 
figurent  dans  B<,  on  pourra  écrire 

Î3(j  =  Uy     tî(j_y  —  Uy     D(f-y  =  .  .  .  , 

et  Ton  aura  . 

ApBa=(ApB!,lly)DV*'-4-(ApBirîly)DV*»-^.... 

Par  exemple,  dans  le  cas  où  v  est  égal  à  3,  on  aura 

pq,rs  =  (prs)q  —{qrs)p  =  (pqs)r  —  {pqr)s. 

M.  Whitelicad  développe  diverses  autres  propriétés  de  ces  pro- 
duits, entre  autres  un  théorème  important  dû  à  M.  E.  Millier 
{Matliemalische  Annalen,  1897).  O"*''^  ^^^  produits  progressifs 
et  régressifs  qui  constituent  les  produits  extérieurs,  il  y  a  encore 
lieu  de  considérer  ce  que  Grassmann  a  appelé  les  produits  inté* 
rieurs.  Ce  sont  les  produits  formés  au  moyen  de  deux  objets  P,  Q 
en  multipliant  Tun  par  le  supplément  de  Tautre.  Ce  mode  de 
multiplication  donne  encore  lieu  à  des  règles  simples.  Enfin, 
signalons  le  lien  étroit  qu'il  y  a  entre  la  théorie  des  régions  sup- 
plémentaires et  la  théorie  des  polaires  réciproques,  étendue  à  un 
espace  à  v  —  i  dimensions. 

Telles  sont,  rapidement  esquissées,  les  idées  fondamentales 
(dues  presque  toutes  à  Grassmann)  qui  seront  le  lien  des  nom- 
breuses applications  que  va  maintenant  parcourir  M.  Whitehead. 
Les  premières  concernent  ce  qu'il  appelle  la  Géométrie  descrip^ 
tive  :  répilhète  descriptis^e  ne  doit  pas  être  entendue  dans  le  sens 
restreint  auquel  nous  sommes  habitués  depuis  Monge,  mais  dans 
son  sens  général  ;  il  s'agit,  dans  le  Chapitre  auquel  Tauteuradonné 
ce  titre,  de  la  description  de  constructions  géométriques,  planes 
pour  le  plus  grand  nombre. 

Ainsi  l'égalité 

(sbc){sea)(s/b)  =  {sdb){sec){s/a) 
exprime  cette  propriété  des  deux  triangles  abcy  de/  que  si  les 
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droîlcs  sd,  se,  5/* coupent  respectivement  les  trois  côlés  6c,  ca,  ab 
en  trois  points  situés  en  ligne  droite,  les  trois  droites  sa^  sb,  se 
couperont  en  trois  points  situés  en  ligne  droite  les  côtés  e/^/dj 
de    du  second  triangle.  Une  importante  application  concerne  la 
Construction  de  von  Staudt,  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans 
Tex position  de  la  Géométrie  projective  et  dont   l'objet  est  de 
nfionirer,  étant  donnés  trois  points  a,  6,  c  d'un  plan,  non  en  ligne 
droite,  et  deux  points  rf,  e  situés  respectivement  sur  les  droites 
(fCTy  ifCf  que  tout  point  de  ae  peut  être  obtenu  par  la  multiplica- 
tion   des  points  considérés,  ou,  en  d'autres  termes,  être  construit 
psir  des  opérations  qui  consistent  à  joindre  les  points  donnés  par 
des    droites,  à  prendre  les  intersections  de  droites  ainsi  menées, 
^    Joindre  |>ar  des  droites  les  points  ainsi  obtenus,  etc.  Il  faut 
entendre  d'ailleurs  que  les  opérations  peuvent  être  poursuivies 
indéfiniment  et  qu'elles  conduisent  alors  à  un  point  limite.  D'autres 
applications  concernent  la  théorie  de  la  projection,  et  les  construc- 
tions de  coniques  et  de  cubiques  planes.  Puis  M.  Whitehead  expose 
Isi     lliéorie   des   matrices,    d'après   Grassmann    et  M.   Buclieim 
{^^oceedings  London  Math.  Soc.,  XVI,  i885).  Deux  intéres- 
sions Chapitres  concernent  la  théorie  des  systèmes  de  forces,  indé- 
pendamment de  toute  notion  métrique,  une  force  étant  regardée, 
dans  Tespace  à  trois  dimensions,  comme  le  produit  (progressif)  de 
deux  points  ou  le  produit  (régressif)  de  deux  plans.  Les  proposi- 
tions concernant  le  Null-Systeni  se  présentent  là  de  la  façon  la 
plus  naturelle.  La  théorie  des  matrices  trouve  d'ailleurs  dans  cette 
décrie  des  systèmes  de  forces  d'importantes  applications. 

Jusqu'ici  les  propriétés  métriques  n'ont  été  jamais  introduites 
1^1  invoquées.  Entrant  en  quelque  sorte  dans  les  Géométries  parti- 
colîèrcs,  l'auteur  développe  la  ihéorie  de  la  distance,  d'après 
^ylej  et  M.  Rlein,  les  propositions  fondamentales  de  la  Géométrie 
elliptique  cl  de  la  Géométrie  hyperbolique,  les  propriétés  mé- 
Inques  des  systèmes  de  forces;  la  théorie  du  déplacement,  fondée 
P^K*  M.  Klein  sur  la  considération  des  transformations  (co/i- 
g^Uentes)  qui  changent  l'absolu  en  lui-même,  les  notions  fonda- 
nemales  de  la  Mécanique,  la  théorie  de  la  courbure  des  courbes 
tl  des  surfaces. 

Les  derniers  Chapitres  se  rapportent  à  la  Géométrie  euclidienne. 
^  7  trouvera  tout  d'abord  une  élégante  théorie  du  vecteur  consi- 
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liér^  niMT  an  |w>imt  i  tlaboî.  «ia  iifcCt^or-aire  et  do  vccteu 
«•>£«»«:  dîi«?r^Hîs  proç<'^doc.'f  «i?  •iêtK»éfri<'  el  d*  Méraniqa 
et  r^pf^lkati^ja  d^  Lt  tfkiéiLrfî-f  de*»  Kctcsrs^  avx  sjslèntes  défo 

L"0«mr*2e  <oa5Î'i«nb^  *|i*^  li^nt  -ie^  psUKr  M-  Wliilclica 
ovtf^  qm  ÎL  4pp>rEe  «ar  «lÊY-fr?  poîaC^  -ip»  ci>BtrîLalioo:^  importanl 
à  de^  dii^>rii^>  vlîf6<îî<;§  st^r^iri  «rttîtteawgiit  i  nt|kUMliY  des  idë 
qiEt.  d>tji  iieiLIi?*r  •iTan.  deou-^i-ètrie^.  ne  74?b1»I<aI  pas  STOÎr  pi 
toate  r<^t«îa5i»>a  «ira:  ei'f>  f^jct  capâtM^^?^  :  parce «|o<' les méthod 
•ifif  llrns^-^maïut  oe  ^cl  pa5  de  Oflî'es  'i->iil  o-s  se  pe«t  pas  se  pa$s4 
ft  B^  bat  d-er  ilî  l-e«r  pn:f>c-i-?tïr.  ■.£  h^ur  féeoiidîlê,  ni  Tao 
r^nViles  apç«>rt«ftit  «iis.^  ^«îs  tlk-ê^z^rî^f-*  dêi erses,  ni  remlrémc  co 
di»î:?;ttioa  i^ttV-ie*  penaettiecC  «i  in-?  r«?^p»>fivî'3a  de  ces  ibcorics- 
XTMi'l-f  cLarte  »i*îe  la-^u*?!!-?  oî>  2i'êdip>ies  sMit  dêcriles  dans  le  lî^ 
d^  M.  \%^:eliej»i  ci>ntrTba-*ri  à  t?^  farn*  z&:«;tzx  cii>onailre«  et  plus 
cïL<senC.  11  safari  aa  levtear  d-»  ne  pas  se  Lkêsé^îr  r^batcr  par  le 
ÎB.êmîta&[^  s^3îl)-:Iii^iie:les  miLrf  -^r  ï.t.^  rtrAÎts  rici>iiCent  Thislo 
«F (Xi  f  a«'T^  h.vmT;^  À  vj^t  ctt  ri*:!!*;  s«;î\rBL*?^tr  p^rsao  fait  semr 
rîCifcs  -.niaxîaaîr^:  It»  ta'iiT^  korrrin*;  se  coftt;  â  cette  fantaisie 
cta-iicC  Loc^eairs^  o:cs<?«e!KWti5*;ti«at.  ti  sùciie  à  ^ide:  mais 
e<£  r»ico<npffftsé  d-f  sa  pad-foctf  i?c  car:  c-ir  Lit?n  diner.  avec  c 

ets  saL^staiiCwî:s-  J.  T. 
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L»;  l.'ir*;  i*;  M.  Bc-a3l\  e<:  u^w  ir?  c^f-s  Liir>î5  ai':»i*erste>  qui  rendt 
■irfîf  -j-^r^L-f^.  LV-iù:fxr  ci  r^s  i  zjr^^.^di-za.  d  iccrienJn?  à  ses  I 
"Hxrs  .-is  baiitfs  i:f:r*rf>  i-f  L  Aux  j^^  :  lL  ^tîîi:  ^^ea.lTfoi'fnc  !e>  rem 
iYtl  -i-i  !rs  i  1  e\r  l-f  <  r  c.x*trc^e  >  .  ^rs  r  ^i  >  -  L  :;  m.^  a  :  ai  r^  >  i  a  tjli  Le  u  l  i  n  lés 

rf-sC  Ji  SI  -■=  j^:f  :  [\iu:t  UT  rjrc<e.  e  i  ijor'i  rir  •Sf2i«?nt  les  mêtho 

iir  xTrA3«i  3L':.Tiir»;  i'Tfxcrvic^^s  iv^fc  I,.»:?.  rvs^iLU.s  :  ce  s*?cit  des  ex 

cî!i:*5>  laz.^  .e  ^rii  secs  ijL  2f^C.  3  :cr  ie^s  r  r^ci^-f'tie-s. 
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M.  Brahj  s^attend  à  ce  qu'on  lui  reproche  des  omissions  qui 
ont  été,  dit-il,  <(  volontaires  et  réfléchies  »  et  qui  tiennent  à  ce 
qu'il  a  voulu  rester  très  élémentaire. 

Rester  élémentaire,  c'est,  à  coup  sûr,  le  droit  d'un  auteur,  et 
les  livres  élémentaires  ne  sont  sans  doute  pas  les  moins  utiles. 
Qae  l'auteur,  par  exemple,  ait  voulu  rester  dans  le  domaine  du 
réel  et  DC  rien  dire  des  intégrales  prises  entre  des  limites  imagi- 
naires :  c'est  ce  qui  se  comprend  parfaitement  et  ce  n'est  assuré- 
ment pas  aux  variables  imaginaires  que  l'auteur  pensait  lorsqu'il 
a  parlé  des  «  théories  qui,  si  belles  et  si  ingénieuses  qu'elles 
puissent  être,  ne  présentent  pas  assez  d'applications  ».  Mais 
pourquoi,  lorsqu'il  traite  des  procédés  qui  permettent  de  rendre 

ratioDuelle  la  quantité  sous  le  signe   /  ,  ne  dit-il  rien  des  courbes 

uoicursales?  Quelques  lignes  auraient  suffî  et  les  applications 
ne  manquaient  pas. 

L'auteur  connaît  sans  doute  par  expérience  la  classe  de  lec- 
teurs auxquels  il  s'adresse,  son  livre  en  est  la  meilleure  preuve; 
je  regrette  de  ne  pas  y  avoir  trouvé  quelques  remarques  bien 
utiles  pour  les  commençants  et  qui  auraient  pu  leur  éviter  des 
fautes  dans  lesquelles  ils  risquent  de  tomber  constamment.  Par 
exemple,  la  formule 


/ 


^  dx       ,      b 

—  —  lofir — 

X  ^  a 

a 


rapplique,  si  a  et  6  sont  tous  deux  positifs  ou  tous  deux  néga- 
tifs; dans  la  formule 


1      -■  =  arctangt> — arc  tanga, 

•^  n. 


»c  symbole  arc  tang  désigne  toujours  un  arc  compris  entre  —  ^ 

ci+-,etc. 

Quelques   indications   sur  les    précautions  qu'il   convient  de 

prendre,  quand  on  change  la  variable  sous  le  signe   /  dans  une 

intégrale  définie,  seraient  aussi  les  bienvenues. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  livre  de  M.  Brahj,  qui  contient  des  exer- 
cices sur  toutes  les  théories  essentielles  du  Calcul  intégral  (re- 

^«//.  des  Sciences  mathém,,  a*  série,  l.  X\II.  (Mai  1898.)  8 
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dv 
oùp  est  mis  à  la  place  de  -^  :  on  forme  ainsi  une  équation  dîffé- 

reDlielledu  premier  ordre  et  du  /i»^"'«  degré  en/?,  dont  on  suppose 
en  outre  que  les  coefficients  soient  des  fonctions  entières  en  x,y. 
Cette  équation  différentielle  est  étudiée  au  point  de  vue  des  solu- 
tions singulières.  C'est  l'un  des  deux  points  de  vue  si  nettement 
distingués  par  M.  Darboux  dans  sa  Note  Sur  tes  solutions  sin- 
gulières des  équations  aux  dérivées  ordinaires  du  premier 
ordre  {^).  L'auteur  regarde  les  premiers  membres  U  et  V  des 
équations  en  Q  et  p  comme  des  formes  binaires  aux  variables  û, 
lou/?,  I.  Tout  d'abord  les  discriminants  de  ces  deux  formes, 
leurs  modes  de  décomposition  en  facteurs  simples  et  multiples  et, 
en  particulier,  les  facteurs  communs  aux  deux  discriminants, 
joueront  le  rôle  essentiel  dans  cette  étude,  où  interviendront 
aussi  le  lieu  des  contacts,  en  un  point  duquel  se  touchent  deux 
courbes  de  la  famille  U  =  o  correspondant  à  deux  valeurs 
distinctes  de  Q,  le  lieu  des  points  doubles  ou  des  points  de 
rebroussement  des  courbes  de  la  même  famille,  à  supposer  que  ces 
lieux  existent. 

Dans  le  cas  où  n  est  égal  à  2,  l'étude  des  solutions  singulières  a 
^lé  poussée  très  loin  par  M.  Gasorali  (2)  ;  elle  a  été  poursuivie  par 
M.  Workman  (^);  M.  Maddison  la  reprend  à  son  tour  pour  la 
compléter  sur  quelques  points  et  développer  en  particulier  les  cas 
où  les  coefficients  a,  b,  c  sont  du  premier,  du  deuxième  ou  du 
troisième  degré. 

Les  cas  où  n  est  égal  à  3  ou  à  4  n'avaient  pas  été  étudiés 

jusqu'ici.  Pour  /i  =  2  la  forme  en  û  ne  présente  qu'un  invariant, 

son  discriminant;  tandis  que  pour  n  =  3^  par  exemple,  il  y  aura 

lieu  d'introduire,  outre  le  discriminant,  qui  jouera  toujours  le 

rôle  principal,  le  hessien  et  le  covariant  cubique;  en  égalant  à  zéro 

ces  covariants,   on    définira    de    nouvelles   familles  de  courbes, 

familles  dont  M.  Maddison  montrera  le  rôle  géométrique.  Les  cas 


C)  BuUetin,  i"  série,  t.  IV,  1873,  p.  i58. 

(•)  Voir,  en  parliculier,  Bulletin,  t.  III,,  1879,  p.  48  :  Nouvelle  théorie  des 
solutions  singulières  des  équations  dijférentietlcs  du  premier  ordre  et  du 
second  degré  entre  deux  variables. 

{')  Theory  0/  singular  Solutions  0/  integrable  différent  iat  équations  of 
the  first  order  {Quarterly  Journal,  WII). 
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où  les  coefficients  a^  b^  c,  d  sont  du  premier  ou  du  secoi 
eu  X,  y  soot  considérés  à  part.  L*étude  du  cas  où  /i  =  4 
dans  le  même  ordre  d'idée. 

L'ialérél  du  travail  de  M.  Maddison  est  augmenté  par  I 
breux  exemples  numériques  qu*il  donne,  où  les  caici 
poussés  jusqu'au  bout.  J. 


LÈVY  (L).  —  Précis  élêmenture  de  uk  théorie  des  ponctio 
TiQrcs  ATBC  Tables  xchériques  et  APPUCiTioxs.  Un  vol.  in-S*;  : 
Paris,  Gauthier- Villars  et  fils:  1898. 

Le  Précis  élémentaire  de  M.  Lucien  Lévy  rendra  d'ii 
tables  services  en  raison  même  de  son  caractère  simple  et  { 
et  de  la  clarté  avec  laquelle  il  est  rédigé;  ce  caractère  pra 
manifeste  en  particulier  par  les  Tables  numériques  qui  te 
le  Volume  :  la  première  de  ces  Tables  donne  avec  cinq  d 
les  valeurs  de  K  et  de  E  pour  les  diverses  valeurs  de  l'ar 
le  sinus  est  égal  à  k\  supposé  compris  entre  oel  i.  Les  in 
ont  été  choisis  de  manière  que  l'interpolation  par  parties 
tionnelles  fournisse  une  approximation  égale  à  celle  de  h 
les  valeurs  de  K  ont  été  calculées  par  M.  G.  Humberl,  pr 
à  l'Ecole  Polytechnique.  La  Table  II,  extraite  par  M.  I 
des  Tables  de  Legendre  à  dix  décimales,  est  à  double  ent 
fournil,  avec  cinq  décimales,  les  valeurs  de  u  pour  les 
valeurs  de  l'amplitude  o  =  arc  sin  (snw\  et  de  l'angle  h  ;  le: 
de  3  inscrites  dans  la  Table  vont  de  degré  en  degré  et  lei 
de  h  de  cinq  degrés  en  cinq  degrés.  La  Table  HI,  exti 
M.  Lévvdes  Tables  de  Legendre,  donne  les  valeurs  de 

-?    

E«3.A)^    /      \^  \  —  k*  <\i\' j  dz,\ 

dans  des  couditions  semblables,  elle  permet  le  calcul  de 
lion  XiU^  La  Table  IV  est  empruntée  au  Calcul  intégral 
Bertrand;  elle  donne  les  valeurs  du  logarithme  vulgaire  d< 
les  diverses  valeurs  de  S.  de  cinq  minutes  en  cinq  minute 
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lilé  de  ces  Tables  n'est  pas  contestable;  à  la  vérité,  elles  peuvent 
être  remplacées  par  les  séries  si  convergentes  que  l'on  trouve  dans 
les  Formules  et  propositions  pour  l'emploi  des  fonctions  ellip- 
tiques de  M.  Schwarz,  séries  qui  fournissent  dans  tous  les  cas, 
avec  uDe  approximation  très  supérieure  aux  besoins  de  la  pratique, 
les  résultats  dont  on  a  besoin.  Mais  il  ne  pouvait  entrer  dans  le 
plan  de  M.  Lévy  d'établir  les  formules  sur  lesquelles  reposent  ces 
développements  en  série,  dont  les  Tables  qu'il  a  mises  à  la  fin  de 
son  Volume  tiennent  lieu^dans  une  certaine  mesure;  au  reste,  ces 
Tables  conservent,  dans  tous  les  eas,  leur  valeur  et  leiir  utilité 
propres.  II  eût  toutefois  été  légitime  de  citer,  sans  démonstration, 
quelques-uns  de  ces  développements  en  série,  en  raison  même  de 
leur  valeur  pratique;  l'objet  propre  d'un  précis  élémentaire 
—  et  il  m'a  bien  semblé  que  c'était  là  l'opinion  de  l'auteur  — 
est  de  faire  connaître  au  lecteur  les  fondements  de  la  théorie  et  de 
lui  en  permettre  l'application  :  il  me  semble  qu'un  développe- 
ment en  série,  même  non  démontré,  peut  être  admis  aw  même  titre 
qu'une  Table  numérique  qui,  elle  aussi,  ne  contient,  après  tout^ 
que  des  résultats  sans  démonstration. 
L'auteur  part  de  la  série 


1  V  1      • 

o{z)  =  >  r— i)«e-       ^'        V       «/     , 

établit  les  propriétés  relatives  aux  périodes  27:i  et  na,  et  montre 
que  ces  propriétés  définissent  complètement  la  fonction  o{z)  si  on 
la  suppose  développable  en  une  série  entière  en  z^  toujours  con- 
vergente. Cette  proposition  même  suffit  à  établir  la  décomposition 
^  facteurs.  L'équation  à  trois  termes  est  établie  par  la  multipli- 
cation des  séries.  On  a  dès  lors  le  moyen  d'établir  les  propriétés 
essentielles  des  fonctions  S,  d'où  se  déduisent  les  propriétés  de 
la  fonction  <t:  celle-ci  engendre  par  difTérentiation  les  fonctions  JJ,  p, 
acôté  desquelles  M.  Lévy  définit  les  fonctions  sn,  en,  dn.  L'équa- 
^'on  différentielle  de  la  fonction  p  est  déduite  du  théorème  d'ad- 
"•lion,  et  cette  équation  difl'érenliclle  conduit  ensuite  aux  équa- 
tions différentielles  relatives  aux  fonctions  sn,cn,dn.  Les  variations 
^c  ces  diverses  fonctions  ainsi  que  delà  fonction  !J// sont  étudiées 
*vec  soin,  en  supposant  la  variable  réelle,  ainsi  que  les  nombres 
'•'<^a*(*i;  des  tracés  graphiques  figurent  ces  variations.  RL  l^évy 
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aborde  ensuite  le  problème  de  rintégratioD  au  mojen  des  fonC" 

lions  elliptiques. 

Pour  ramener,  en  particulier,  une  intégrale  de  la  forme    I  -y^* 

où  X  est  un  polvnome  du  quatrième  degré  en  j:,  àlaforRie   /  — 

où  Y  est  un  polynôme  du  troisième  degré,  polynôme  que,  daos 
qui  suit,  je  supposerai  de  la  forme  f^y^  —  f^^y  —  g%^  W  indiq 
trois  méthodes,  dont  les  deux  premières  consistent  dans  une  trai 
formation  fractionnaire  du  premier  degré  et  supposent  la  conna 
sance  d'une  ou  de  deux  racines  de  X,  dont  la  dernière,  qui 
suppose  pas  cette  connaissance,  est  la  belle  méthode  fondée  s 
ridentité 

[p  (m  -H  i') — pi']*  =  J^^ —  6x*pt»  -+-  4jrpV-+-9p'i'  —  p*!?, 
où  X  est  mis  à  la  place  de  -  ' —  •  La  comparaison  de  ces  pro- 

*^  '1   pu  —  pv  *  * 

cédés  suggère  quelques  observations  qui,  sauf  une  remarque  pré- 
liminaire, sont  implicitement  contenues  dans  TOuvrage  même  de 
M.  Lévv. 

La  remarque  préliminaire  consiste  en  ce  que  la  détermination 
d\ine  substitution  de  la  forme 


7  >'  -f-  0 


(elle  (|uo  Ton  ail 

en  supposant  que  Y  ait  la  forme  indiquée,  .\y^  —  gay  —  ^i,  est  un 
pn>blèmo  entièrement  déterminé  cjuand  on  se  donne  la  racine 
de  \  dont  dépemlent  les  ooeflii ionls  de  la  substitution:  en  dési- 
gnant par  .ïo  cette  racine,  et  par  \^,  \^, ce  que  deviennent 

les  dcri>ées  de  \  ,  \\   .  .  .  de  \,  celle  subslilulion  est 

mais  les  coelViciculs  r- el  rj  "o  dépendent  pas  de  la  racine  x»,  ce 
MMilhs  mcuies  iu\un;(uu  r.»  t'I  r's  ^'^'  '*^  forme  du  quatrième  degré 
\  qui  >inlrodui>cnl  dan>  la  lroi>îcmc  mclhodc:  pour  calculer  ces 
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iDvariaDts,  fonctions  entières  des  coefficients  de  X,  il  n'est  pas 
nécessaire  de  résoudre  l'équation  X  =  o,  en  sorte  qu'il  ne  semble 
pas  utile  de  distinguer  le  cas  où  Ton  connaît  deux  racines  de  X 
de  celui  où  l'on  n'en  connaît  qu'une.  Enfin,  quand  on  dit  que  la  troi- 
sième méthode  ne  suppose  pas  la  résolution  de  l'équation  X  =  o, 

il  faut  s'entendre;  le  calcul  de   la  valeur  de  l'intégrale    /  — —r^ 

revient  au  calcul  de  u  connaissant  pt/,  ce  qui,  comme  la  détermi- 
nation des  périodes,  exige  la  résolution  de  l'équation  Y=  o;  or 
cette  résolution,  sauf  des  extractions  de  racine  carrée  qui,  ici,  sont 
manifestement  insignifiantes,  est  exactement  le  même  problème 
que  la  résolution  de  l'équation  X  =  o.  D'ailleurs,  que  l'on  em- 
ploie la  première  ou  la  troisième  méthode,  la  quantité  sous  le 

signe  /  est  la  même;  c'est  seulement  le  calcul  des  limites  qui 

diffère,  calcul  où,  dans  la  première  méthode,  intervient  eflective- 
raeni  une  racine  de  l'équation  X  =:  o.  C'est  plutôt,  à  ce  qui  me 
semble,  dans  la  forme  élégante  des  résultats  auxquels  conduit  la 
dernière  méthode  que  réside  l'intérêt  de  cette  méthode. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'Auteur  explique  très  clairement  les  opéra- 
tions à  faire  pour  effectuer  les  intégrations  et  calculer  les  con- 
stantes dont  on  a  besoin,  en  se  plaçant  surtout  au  point  de  vue  de 
la  fonction  p,  tant  dans  le  cas  du  discriminant  positif  que  dans  le  cas 
du  discriminant  négatif,  ainsi  que  l'usage  des  Tables,  dont  j'ai 
déjà  parlé,  pour  les  calculs  numériques.  Des  applications  sont 
ensuite  faites  aux  problèmes  suivants  :  pendule  simple,  élastique 
plane,  mouvement  d'un  projectile  dans  un  milieu  où  la  résistance 
est  proportionnelle  au  cube  de  la  vitesse  (Greenhill),  pendule 
sphérique,  arc  de  l'ellipse,  aire  de  l'ellipsoïde,  résolution  numé- 
rique d'une  équation  du  quatrième  degré.  Revenant  à  la  théorie, 
M.  Lévy  montre  comment,  lorsque  l'on  a  calculé  y,  on  peut  se 
!>crvir  des  séries  S  pour  trouver  snw,  cnw,  . . .  connaissant  //,  ou 
pour  résoudre  les  problèmes  inverses.  Un  dernier  Chapitre  con- 
cerne les  applications  du  théorème  de  Cauchj  sur  les  intégrales 
prises  le  long  d'un  contour;  on  y  trouvera,  en  particulier,  la  for- 
'«ule  de  décomposition  en  éléments  simples. 
Diverses  Notes  concernent  les  intégrales 
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où  X  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  (d'après  M.  de  Spar 
la  dégénérescence,  quelques  remarques  sur  l'inversion  au  me 
des  fonctions  de  Jacobi,  Tapplication  des  fonctions  elliptû 
(d'après  M.  de  Sparre)  à  Tétude  du  tir  des  projectiles  dans  le 
de  la  résistance  proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  d 
vitesse  et  où  la  tangente  à  la  trajectoire  fait  avec  l'horizon 
angle  supérieur  à  yS". 

Les  différents  Chapitres  sont  suivis  d'exercices  destinés,  so 
familiariser  le  lecteur  avec  l'objet  du  Chapitre,  soit  à  accroître 
connaissances  en  lui  faisant  démontrer  des  résultats  importi 
qui  n'avaient  pu  trouver  place  dans  le  Précis.  Enfin^  les  Ta 
numériques  sont  précédées  d'un  Résumé  des  principales  formii 
On  sent  que  l'Auteur  a  eu  le  souci  de  faire  un  livre  vrain 
utile  et  commode.  J.  T. 


W.-W.  ROUSE  HALL.  —  Récréations  et  Problèmes  MATHÉnATiQr» 
TEMPS  ANCIENS  ET  MODERNES.  3*  éditîoD.  traduite  par  M.  y.  FitZ'Pcu 
Un  vol.  in-8",  iv-35i  p.  Paris,  A.  Hermann:  1898. 

J'ai  déjà  eu  le  plaisir  de  signaler,  ici  même,   en   iSgS  (* 
seconde  édition  des  intéressantes  Récréations  mathématiqui 
M.  W.-W.  Rouse  Bail. 

M.  Fitz-Patrick,  Fauteur-traducteur  bien  connu,  vient  de 
paraître  à  la  librairie  Hermann  une  traduction  de  la  trois 
édition  de  cet  Ouvrage.  Ce  n'est  pas  une  traduction  que  je  de 
dire  mais  une  excellente  adaptation  française^  car  M.  Filî 
trick  ne  s'est  pas  contenté  de  transcrire  le  Livre  de  M.  Rouse 
mais  il  v  a  ajouté  de  nombreuses  et  élégantes  Notes  qui  augmej 
encore  Tintérêt  de  cet  Ouvrage,  déjà  fort  curieux  par  lui-m 

Au  risque  de  me  répéter,  et  dans  un  pareil  cas  la  récidiv 
presque  de  rigueur,  je  ne  puis  résister  au  désir  de  parler  ei 
de  ce  Volume. 

Il  se  compose  de  deux  Parties  distinctes  :  l'une  quicontiei 
récréations    mathématiques,     l'autre   réservée   à   l'exposilio 


^')  Bulletin  des  Sciences  mathemati'fue$.    t     WII:    1*^0".    première 
p.  io>io-. 
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<|uelques  questions  célèbres  ou  de  théories  d^un  caraclère  général 
quelque  peu  philosophique. 

X^'iDtérél  de  la  première  Partie  réside  surtout  dans  la  variété  des 
sujets  et  leur  choix  judicieux.  En  sept  Chapitres  l'Auteur  passe 
en  revue  les  paradoxes  les  plus  fameux,  des  artifices  arithmétiques 
et   géométriques  dont  plus  d'un  est  presque  classique,  des  pro- 
blèmes de  Géométrie  de  situation  et  de  position,  des  questions 
de  xnécanique,  de  jeux,  des  tours  de  cartes.  Puis,  encore,  les  cé- 
lèbres carrés  magiques,  qui  eurent  tant  de  vogue  au  dix-huitième 
siècle,  et  ces  problèmes  de  tracés  continus,  comme  le  problème 
d^£Iuler  sur  les  ponts  de  Konigsberg,  qui  ont  donné  lieu  à  de  vrais 
ir^^j^aux  de  haute  Science. 

dn  relisant  tout  cela,  j'ai  été  singulièrement  frappé  par  ce  fait 
que   tous    les   auteurs,   même   les    plus  modernes,    n'ont  guère 
iiK*^  parti,  en  traitant  ces  questions,  des  puissantes  ressources  que 
lïo^is  offre  l'Analyse  dans  son  état  actuel.  Ainsi,  pour  ne  citer  qu'un 
eit^mple,  comment  se  fait-il  qu'on  ne  trouve  pas  trace,  au  moins 
d^u  ne  façon  apparente,  d'applications  de  la  théorie  des  substitu- 
tions de  n  lettres  aux  problèmes  de  jeux  de  cartes?  Toutes  ces 
<iu  estions  de  déplacements,  de  transports,  d'échanges  de  cartes  ne 
soi:il-ce  pas  des  substitutions  plus  ou  moins  déguisées?  L'une  des 
pl\is  simples,  de  ce  genre,  est,  me  semble-t-il,  la  suivante  :  on 
Pï*eiid  un  certain  nombre  de  cartes;  supposons,  pour  fixer  les 
•  clèes,  quatre  caries  :   as,  roi,   dame  et  valet.   On   les   place   au 
■hasard  en  ligne,  face  en  bas,  et  l'on  se  propose  de  les  ranger  dans 
1  ordre  naturel  en  procédant  comme  il  suit  :  On  tire  une  carte, 
"mettons  que  ce  soit  la  seconde  (celle  qui  occupe  la  place  du  roi) 
ei    que  ce  soit  le  valet.  On  transporte  cette  carte  à  la  quatrième 
place  (celle  du  valet)  en  enlevant  la  carte  qui  s'y  trouve  et  qui  est, 
par  exemple,   l'as.   On  transporte  l'as  à  sa  place  en  enlevant  la 
carte  qui  l'occupe  et  l'on  continue  de  la  sorte  jusqu'à  ce  qu'on 
soît  amené  à  tirer  le  roi,  c'est-à-dire  à  tirer  la  carte  qui  doit  oc- 
cviper  la  seconde  place  qui  est  libre.  Le  rapprochement  de  l'ordre 
»nitîal  des  caries  avec  l'ordre  final  définit  une  certaine  substitu- 
tion et,  par  l'opération  que  nous   venons  de  décrire,   on   a  mis 
"n    certain  nombre  de  caries  en   place  en  parcourant  un   cjclr 
^^   la  substitution.    On    peut,   par   exemple,  admettre   qu'il  y  a 
'^**us$i(e,    si    Ton  arrive   à  ranger   toutes  les  caries   en    un    seul 
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cycle  ou  en  un  nombre  donné  à  Favance  de  cycles.  Une  formul 
de  Cauchy  (*),  bien  connue,  permettrait,  dans  chaque  cas  parti 
culier,  de  calculer  la  probabilité  de  la  réussite.  Mais  on  pourrai 
se  poser,  à  ce  sujet,  des  questions  très  variées  et  souvent  fort  dil 
ficilcs.  En  voici  une  qui  se  pose  naturellement,  si  l'on  veut  avoitf 
\\n  jeu  équitable.  Soit  n  cartes  rangées  en  file,  au  hasard,  quV» 
s'agit  de  placer  dans  un  ordre  déterminé  par  la  méthode  de  substi- 
tution précédente.  Il  y  aura  réussite  s'il  faut  au  plus  p  cycles 
pour  amener  les  cartes  dans  l'ordre  donné.  Peut-on  choisir  n  eip  ^ 
de  façon  que  la  probabilité  de  réussite  soit  j? 

Celte  observation  ne  s'adresse  évidemment  pas  à  M.  Rouse  - 
Bail  que  nous  ne  saurions,  au  contraire,  trop  féliciter  pour  la  sim-  ' 
plicité  et  l'élégance  de  son  exposition. 

La  seconde  Partie  du  Volume  comprend  cinq  Chapitres.  L'un 
traite  des  trois  fameux  problèmes  de  la  duplication  du  cube,  de 
la  trisection  de  l'angle  et  de  la  quadrature  du  cercle.  Un  autre 
est  réservé  à  l'astrologie,  un  troisième  à  l'hyperespace,  l'avanl- 
dernicr  au  temps  et  à  sa  mesure;  le  dernier  aux  hypothèses  sur  la 
matière  cl  sur  l'éther. 

Le  mouvement  vers  la  Philosophie  mathématique,  qui  se  dessine 
actuellement  en  France,  fera  que  plus  d'un  lecteur  s'intéressera 
plus  spécialement  à  ces  derniers  Chapitres.  Je  regrette  même  que 
M.  Rouse  Bail,  ou  M.  Fitz-Palrick,  ne  leur  ait  pas  donné  encore 
plus  d'ampleur. 

Il  y  eût  eu  place  pour  plus  d'un  extrait  des  articles  récents 
parus  sur  ces  sujets,  en  particulier  pour  les  remarquables  articles  de 
M.  II.  Poincaré  dans  la  ftevue  générale  des  Sciences  et  la  Revue 
de  Métaphysique  et  Morale,  pour  ne  parler  que  des  plus  fameux. 

Je  n'insiste  pas,  car  je  ne  voudrais  pas,  en  quoi  que  ce  soit,  di- 
minuer le  désir  que  je  veux  inspirer  à  mes  lecteurs  de  lire  et  relire 
cet  intéressant  Ouvrage.  C.  Bourlet. 


(')  Cauchy,  Exercices  d'Analyse,  t.  III.  p.  173. 
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SOLUTION  COMPLÈTE  D'UNE  QUESTION  PROPOSÉE  PAR  FERMAT; 

Par  m.  R.  LIPSCHITZ. 


E^rmat,  dans  une  lettre  qui  est  datée  du  i8  octobre  i6*4o,  mais 
dont  l'adresse  est  supprimée,  lettre  publiée  (*)  p.  162  des  Varia 
Of>^rci  mathcmatica  />.  Pétri  de  Fermai,  a  formulé  le  ihéorème 
^uî  portera  son  nom  dans  les  mots  suivants  :  «  Tout  nombre 
lier  mesure  infailliblement  une  des  puissances  —  1  de  quelque 
:iressîon  que  ce  soit  (c'est-à-dire  géométrique)  et  l'exposant 
d^  ladite  puissance  est  sous-multiple  du  nombre  premier  donné 

■  .  » 

Après  avoir  éclairci  ledit  théorème  par  plusieurs  exemples,  il 
^ominuc  ainsi  : 

^  Mais  il  n'est  pas  vray  que  tout  nombre  premier  mesure  une 
puissance  -h  i  en  toute  sorte  de  progressions.  Car  si  la  première 
puissance  —  1  qui  est  mesurée  par  ledit  nombre  premier  a  pour 
^^posanl  un  nombre  impair,  en  ce  cas  il  n'y  a  aucune  puissance 
"^  *  dans  toute  la  progression  qui  soit  mesurée  par  ledit  nombre 
P'^^nriier.  »  El  plus  tard  :  «  En  un  mot  il  faut  déterminer  quels 
"Ombres  premiers  sont  ceux  qui  mesurent  leur  première  puissance 
^  ■    ei  en  telle  sorte  que  l'exposant  de  ladite  puissance  soit  un 

"^mbre  impair,  ce  que  j'estime  fort  malaisé, 

^  ...  Voici  une  de  mes  propositions  . . .  que  j'estime  beaucoup, 
bleu  qu'elle  ne  découvre  pas  tout  ce  que  je  cherche  .... 

^^  En  la  progression  double,  si  d'un  nombrequarré,  généralement 

parlant,  vous  ôlez  2   ou  8  ou  32,  etc.,  les  nombres  premiers 

"Moindres  de  l'unité  qu'un  multiple  du  quaternaire,  qui  mesu- 

'^l'ODi  le  reste,  feront  l'effet  requis;  comme  de  25,  qui  est  un 

S^iTë,  ôtez  2,  le  reste  28  mesurera  la  1 1*  puissance  —  1  ;  ôlez  2 

^  49,  le  reste  47  mesurera  la  23*  puissance  —  1 . 


(')  Dans  Tédilion  de  MM.  Paul  Tannery  et  Charles  Henry  (t.  II.  p.  306).  ccUe 
^^  est  portée  comme  adressée  à  FrcnicJc. 
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»  Olez  2  de  225,  le  reste  22.3  mesurera  la  3^*  puissance  —  i ,  etc. 

»  En  la  progression  triple,  si  d'un  nombre  quarré,  ut  supra, 
vous  ôtez  3  ou  27  ou  243,  etc.,  les  nombres  premiers  et  moindres 
de  l'unité  qu'un  multiple  du  quaternaire,  qui  mesureront  le  reste, 
feront  l'effet  requis.  Gomme  de  2.5  ôtez  3,  le  reste  22  est  mesuré 
par  II,  qui  est  premier  et  moindre  de  l'unité  qu'un  multiple 
de  4  î  aussi    1 1    mesure  la  5*  puissance  —  i . 

»  Otez  3  de  121,  le  reste  1 18  est  mesuré  par  Sg,  moindre  de 
l'unité,  etc.,  aussi  5g  mesure  la  29*  puissance  —  1. 

»  En  la  progression  quadruple  il  faut  ôler  4  ou  64)  etc.,  et  à  l'in- 
fini en  toutes  progressions  en  procédant  de  même  façon.  )i 

Comme  l'on  verra,  la  question  proposée  par  Fermât  peut  être 
décidée  absolument  en  faisant  usage  des  racines  primitives  rela- 
tives à  un  nombre  premier  impair. 

Que  soient  a  un  nombre  donné  quelconque  positif  ou  négatif, 
p  un  nombre  premier  impair,  qui  ne  divise  pas  le  nombre  a;  il 
s'agit  de  trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  qui  comporte 
l'impossibilité  ou  la  possibilité  de  la  congruence 

(1)  a'-^i-zi£^o        (modp). 

Désignons  par  g  une  racine  primitive  relative  au  module  /?. 
Parce  que  l'on  a  toujours 

Lzl 
—  x^:.  g  -^  (  mot]/?  )y 

la  congruence  (1)  peut  être  remplacée  par  la  suivante 

qui  entraîne  la  congruence 

(2)  x'ïwàa^-^-- (mod/) — i): 

'2 

d'ailleurs  celle-ci  n'est  autre  chose  que  Téquation 

f  j  )  X  ind  a  ^ (  i  4-  '/  V  > 

•2 

pour  les  deux  nombres  entiers  x  clr. 
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Que  Ton  dénote  par  2^  la  plus  haute  puissance  de  2  contenue 
dans  p  —  I ,  par  P  un  nombre  impair,  de  manière  que  Ton  ait 

/?  —  I  =  a^  P  ; 
pareillement  soit 

inda  =  2*Q, 

où  Q  désigne  un  nombre  impair.  Alors  Féquation  (3)  prend  la 
forme 

(  4 )  j^i*Q  =  î*^-*  P(i  -+-  'lyh 

Cette  équation  est  évidemment  impossible  ou  possible,  selon 
que  la  différence  des  exposants  X  —  1  —  x  est  négative  ou  non. 
Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  sous  laquelle  la  con- 
grueoce  (i)  devient  impossible,  c^est  l'inégalité 

(5)  X^x. 

Supposons  que  d  soit  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
nombres  impairs  P  et  Q,  de  façon  que  Ton  ail 

F  =  dV,       Q  =  rfQ'. 

Alors  Téquation  (4)  devient 

(6)  ari«Q'=  u^-»P'(i-H2j). 

Partant,  dans  le  cas  qu'elle  est  possible,  où  A>>x,  les  nombres 
les  plus  petits,  qui  satisfont,  sont  ceux-ci  : 

(7)  jr  =  a^-»-xP',         ,H-27  =  Q'. 

Pour  y  comparer  Pénoncé  de  Fermai,  soit  z  le  nombre  le  plus 
petit  pour  lequel  on  a 

a= — I  ~  o         (niod/>). 

Il  est  clair  que  z  est  déterminé  par  Téqualion 

z  inda  =  w(p  —  1), 

if*  étant  un  nombre  entier.  Cela  veut  dire 

ou  bien 
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Or  les  nombres  les  plus  petits  z  et  iv  y  sont  déterminés  conime 
il  suit  : 

Pour  A^x,  on  a 

2  =  P',  «'  =  2*->'Q'; 

pour  À  >>  X 

Dans  le  premier  cas,  où  la  congruence  (i)  est  impossible,  s  est 
impair;  dans  le  second,  où  la  congruence  (i)  est  possible,  z  est 

pair,  et  -  exprime  selon  (7)  la  valeur  la  plus  petite  du  nombre  j:, 

comme  Fermât  Ta  dit. 

Pour  arriver  au  but  de  déterminer,  le  nombre  a  étant  donné, 
tous  les  nombres  premiers  impairs/?,  qui  font  impossible  la  con- 
gruence (i),  on  peut  maintenant  enfiler  le  chemin  suivant.  Si, 
à  propos  de  Téquation  inda  =  2*Q,  nous  désignons  par  u  le 
nombre  correspondant  à  l'indice  impair  Q  par  rapport  au  module 
premier  p,  il  est  évident  que  u  doit  être  un  non-résidu  quadra- 
tique respectivement  au  module/?,  et  que  réciproquement  à  un 
non-résidu  u  appartiendra  toujours  un  indice  impair. 

Cela  étant,  de  Texpression  mentionnée  de  l'inda  découle  la 
congruence 

(8)  «** — a  =  o         {modp)y  ' 

OÙ  le  nombre  u  est  nécessairement  non-résidu  quadratique  par 
rapport  au  module/?.  Comme,  de  l'autre  côté,  on  a/?  —  i  =  2^P, 
où  P  est  impair,  et  que  la  congruence  (1)  devient  impossible  sous 
la  condition  (5)  et  seulement  sous  celle-ci,  les  nombres  premiers  />, 
pour  lesquels  la  congruence  (i)  est  impossible,  sont  ceux  et  exclu- 
sivement ceux  chez  lesquels,  dans  la  congruence  (8),  u  est  non- 
résidu  quadratique  par  rapport  au  module/?  et  l'exposant  X  plus 
petit  ou  égal  à  l'exposant  x. 

Vu  que  l'exposant  A  a  sa  valeur  la  plus  petite,  c'est-à-dire  de 
l'unité,  l'exposant  x  doit  être  de  même  égal  à  l'unité  ou  plus 
grand  qu'elle.  On  est  conduit  par  là  à  formuler  avec  le  nombre 
donné  a  l'expression  s'^—  a^  où  l'on  pose  pour  s  successivement 
tous  les  nombres  i,  2,  3,  ....  Admettons  que  la  décomposition  du 
résultat  en    puissances   de   nombres   premiers    diflerenïs    donne 
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l'équatloQ 
(9)  s* — a  =±:2'*p^ip^t 

Au  cas  où  s  est  égal  à  un  carré,  on  peut  exprimer  s  à  Taide  de 
la  base  de  ce  carré  et,  s41  le  faut,  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
l'on  ait  pour  s  une  expression  ^^^,  où  t  n'est  pas  égal  à  un  carré. 
En  l'introduisant,  l'expression  mentionnée  (9)  prendra  la  forme 

( 9* )  /î'"^'  —  u=±  i^p^i p^t 

Pour  rapprocher  celte  équation  de  la  congruence  (8),  il  faut 
examiner  le  nombre  t  successivement  par  rapport  aux  nombres 
premiers  impairs />«, />2  .•••  Après  y  avoir  élu  un  nombre  quel- 
conquey^/nj  supposons  que  /  soit  résidu  quadratique  respectivement 
au  module  pm  ;  alors  on  peut  remplacer  /  par  rapport  à  ce  module 
par  le  carré  d'un  nombre  convenablement  choisi,  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  ce  que  l'on  ait  remplacé  t  par  une  puissance  w^^"",  où  Um 
est  non-résidu  quadratique  pour  le  module />„|.  L'équation  (9) 
donnera  alors  la  congruence 

('0)  wjr^'"^'  -a^o        (  modpm  )  : 

donc  en  supposant  pm — 1  =  2^«P;„,  où  P,„  est  impair,  pour  le 
nombre  premier  pm  la  congruence  (1)  sera  impossible  on  non, 
selon  qu'on  aura  X;,,  ^  t  H- p,,* -h  »  ou  non.  Etant  traités  de  ladite 
manière  tous  les  nombres  premiers />| , /;o,  ...,  la  question  pro- 
posée se  trouvera  complètement  résolue. 

La  solution  complète  expliquée  de  la  question  proposée  par 
Fermât  permet  une  conclusion  générale.  Vu  que  les  nombres  dé- 
notés par  T  ou  par  Qm  sont  positifs  ou  nuls,  mais  jamais  négatifs, 
la  condition  X^i^*^  4-  pm4-  i  se  trouve  toujours  remplie,  au  cas  où 
A«  est  é^^al  à  l'unité,  c'est-à-dire  où  p„i — i^aP^,,,  P;„  étant 
impair  =  2R,;i-|-i,  partant  au  cas  où  /?,;i  =  4  l^w  H- 3 .  Voilà  le  cas 
delà  règle  exprimée  par  Fermai,  que  p„i  soit  un  nombre  premier, 
qui  est  moindre  de  l'unité  d'un  multiple  du  quaternaire,  et  qui 
mesure  l'expression  5^ —  a. 

Pour  les  valeurs  a  =  =b  2,  ±:  3,  ±5  j'ai  discuté  les  valeurs  de 
Texpression  5^ — a  pour  la  série  des  nombres  naturels  .ç  =  i, 
i,  ...,  3i.  Le  terme  3i  a  été  indiqué  par  le  dessein  que  la  valeur 
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de  s^ —  a  ne  surpasse  pas  la  valeur  de  looo,  le  calcul  étant  bien 
facilité  par  Taide  du  Canon  arithmeticus  de  Jacobi.  Les  nombres 
premiers  p  résultant  du  calcul  désigné,  pour  lesquels  la  con- 
gruence  a' -h  i  ^  o  (mod/>)  devient  impossible,  et  qui  ne  sont  pas 
embrassés  par  la  règle  de  Fermât,  sont  les  suivants  : 
Pour 

a  =  7.,  /?  =  89,     337, 

a  =  —  '2,         /?  =  281, 
^/  =  J,  p  =.  i3, 

a  =  — 3,        /?  =  3;,     15;,  61, 
a  =  5,  /?  =  109,   181, 

a  =  —  5,        p  =  61,     29. 
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COMPTES   RENDUS    ET   ANALYSES. 


LIL1ENTHAL(R.  v.k  —  Grlndlagen  einer  Krimmuncslehre  der  Curven- 
scuAAREN.  In-8'*,  V11-114  p.  Leipzig,  Teubner,  189G. 

Si  Ton  considère  dans  l'espace  une  série  de  courbes  dépendant 
d'un  ou  de  deux  paramètres,  elles  forment  une  suile  simplement 
infinie  et  engendrent  une  surface  lorsqu'elles  dépendent  d'un  seul 
paramètre;  elles  forment  une  suite  doublement  infinie  et  engen- 
drent une  congruence  de  courbes  lorsqu'elles  dépendent  de  deux 
paramètres. 

LVtude  d'une  suile  simplement  infinie  de  courbes  se  confond 
évidemment  avec  celle  de  la  surface  qu'elles  engendrent  et  des 
difl'érents  sj^slèmes  de  coordonnées  curvilignes  propres  à  définir 
les  points  de  celte  surface  ;  au  contraire,  la  théorie  des  congruences 
de  courbes  est  relativement  nouvelle  et  elle  peut  donner  naissance 
à  un  grand  nombre  de  propositions  intéressantes. 

Dans  l'Ouvrage  qu'il  vient  de  publier,  M.  v.  IJIientlial  s'est 
occupé  des  deux  séries  de  courbes  que  nous  venons  de  définir  et 
s'est  proposé  plus  parliculièrement  d'étudier  les  propriétés  qui 
concernent  la  courbure.  Une  première  Partie  très  courte  fait  con- 
naître ce  qui  concerne  les  familles  à  un  seul  paramètre,  soit  dans 
le  plan,  soit  dans  l'espace;  nous  y  signalerons  les  notions  essen- 
tielles sur  la  courbure  normale,  la  courbure  géodésique,  sur  la 
courbure  totale  de  Gauss,  sur  les  paramètres  différentiels  de  Lamé 
et  de  Beltrami.  Celte  première  Partie  doit  être  considérée  comme 
une  espèce  d'introduction  propre  à  préparer  le  lecteur  à  l'étude 
plus  difficile  des  congruences  de  courbes. 

I^  seconde  Partie  traite  des  congruences  de  courbes,  consi- 
dérées  conwne  définies  par  des  équations  en  lermes  finis.  L'auteur 
V  développe  une  théorie  nouvelle,  toule  semblable  à  celle  d'Euler 
sur  la  courbure  des  surfaces.  Cette  théorie  repose  surtout  sur 
l'emploi  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  de  la  congruence. 
Il  V  a  ici  des  lignes  analogues  aux  lignes  a^ymplotiques,  il  y  a 
deux  espèces  dilTérenles  de  lignes  de  courbure^  des  tliéorènies 
analogues  à  ceux  d'Euler  sur  la  ihéorie  des  surfaces,  etc.  L'Au- 
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leur  applique  celle  lliéorie  aux  syslèmes  de  rayons  reclilignes  e 
retrouve  ainsi  comme  cas  parliculier  de  ses  propositions  géoé 
raies  les  belles  propriétés  que  la  Science  doit  à  Kummer  sur  ce 
sujet.  Peut-être  ces  propositions  générales  auraient-elles  gagné  en 
intérêt  et  en  simplicité,  si  M.  v.  Lilienthal  les  avait  rattachées  à 
celles  de  Kummer  sur  les  rayons  reclilignes.  Il  suffit  pour  cela 
d'opérer  de  la  manière  la  plus  simple  et  d'introduire  pour  chaque 
point  de  l'espace  la  congruence  reclilignc  suivante.  On  construit 
le  plan  normal  en  ce  point  à  la  courbe  de  la  congruence  et  1  on 
mène  les  tangentes  aux  courbes  infiniment  voisines  dans  le  point 
même  où  elles  rencontrent  ce  plan.  On  obtient  ainsi  la  con- 
gruence recliligne  que  nous  voulions  indiquer  et  dont  toutes 
les  propriétés  infinitésimales  conduisent  à  celles  qui  ont  été  si 
bien  étudiées  directement  par  l'Auteur.  Après  la  théorie  générale 
viennent  d'assez  nombreuses  applications  dans  lesquelles  l'Auteur 
choisit  des  coordonnées  spéciales  ou  démontre  des  propositions 
de  MM.  Guichard,  Ribaucour  et  Weingarlcu. 

La  troisième  Partie  de  TOuvrage  traite  encore  des  congruences 
de  courbes;  mais  on  les  suppose  maintenant  définies  par  des  équa- 
tions difTércntielIcs.  Il  y  a  lu  des  applications  de  la  théorie  nou- 
velle instituée  par  l'Auteur,  des  déterminations  directes  des  élé- 
ments définis  dans  la  seconde  Partie,  l'indication  des  raojens 
par  lesquels  on  exprime  que  la  rongruence  de  courbes  rentre  dans 
certaines  catégories  spéciales,  etc. 

I-.a  méthode  suivie  par  TAulcur  est  purement  analytique;  elle 
reposer  principalement  sur  l'emploi  de  la  différentialion  suivant  les 
courbes  considérées  et  par  rapport  à  leur  arc,  opération  qui  pré- 
sente un  caractère  invarialif  et  permet  d'écrire  les  formules  avec 
simplicité. 

(^e  compte  rendu  permettra  à  nos  lecteurs  de  se  rendre  compte 
d(»  la  nature  et  des  caractères  distinctifs  du  nouvel  Ouvrage  de 
Géométrie  infinitésiniîile  de  M.  v.  Lilienthal.  *      G.    D. 
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^^^."^ OLFG ANGI  BOLYAI  DE  BOLYA  Tkntamen  juventitem  stidiosam  in 
«lementa  Malhcscos  purac  clemenlaris  ac  sublimioris  melhodo  intuitive  cni- 
^eatîaque  huic  propria  introducendi  ciim  appendice  triplici.  —  Editio 
^seeanda,  lomus  1  :  Conspectus  arilhmelico^  generalis  mandato  Academia^ 
Scienlîaruni  Hungaricœ  suis  adootationibus  adjeclis  edideruni  Jruis  KoNiti 
tf3t  Maceicivs  Réthy.  Ac.  Se.  Ilung.  Sodales.  Accedit  effigies  auctoris. 
3IDCCCXCVD,  in-4"»  ^"-€79  p.  Xf  Tab.  Budapeslini,  sumplibus  Academio" 
Scienlianim  Hungaricœ  (Paris,  Gauthier-Villa rs). 

Tous  ceux  qui  suivent  avec  atlention  le  développemeni  de  la 

Sentence  malhémalique  peuvent  constater  quelle  place,  de  plus  en 

pïus  grande,  prennent  dans  Fattention  des  géomètres  les  recherches 

^^  lonle  nature  relatives  à  la  Géométrie  non  euclidienne.  Le  temps 

^st    loin  où  notre  regretté  collaborateur  J.  Hoiiel  était  presque 

seul    à  signaler  la  haute  importance  des  travaux  de  Gauss,  de  Lo- 

**^ ^o liefsky ,  de  Boijai.  Tout  le  monde  se  rend  compte  aujourd'hui 

9^  ^^     les  éludes  entreprises  sur  les  fondements  même  de  la  Géomé- 

'ï*»^   ont  la  plus  haute  importance  philosophique  ;  que,  seules  peut- 

^^**^  >  elles  sont  de  nature  à  nous  donner  des  clartés  nouvelles  rela- 

'^"^«Kienl  à  l'origine  et  à  la  formation  de  nos  connaissances.  On 

s&    **3i  ppelle  les  honneurs  que,  sur  Finvîtation  de  la  Société  pliysico- 

"^  ^  cinématique  de  Kasan,  les  géomètres  du  monde  entier  rendaient 

'  ^^  •    Lobalchefskj  (*).  On  ne  s'étonnera  donc  pas  que  l'Académie 

'^^^groisc  des  Sciences  de   Budapest  ait   considéré  comme    un 

^^'"oir  de  mettre  en  lumière  les  travaux  jusqu'ici  trop  peu  connus 

.^^    deux  Bolyai  et  ait  songé  à  nous  donner  tout  d'abord  une  édi- 

'^^*^    du  Tentamen  de  Wolfgang  Bolvai. 

^^^jà,  dans  la  traduction  que  notre  collaborateur  M.  Laugel  a 

^^■^■lée  ici  même  en  août  dernier  de  l'article  que  MM.  Paul  Stackcl 

"■**•  Engel  ont  consacré  à  Gauss,  aux  deux  Bolyai  et  à  la  (iéo- 


^*  )  Dans  sa  séance  du  3  novembre  dernier,  la  Société  de  Kasan  vient  de  dé- 
.  ■^«r  pour  la  première  fois  le  prix  Lobalrhefsky  et,  sur  le  rapport  de  M.  F. 
^■■»,  elle  l'a  attribué  aux  importantes  recherches  de  M.  Lie  sur  les  principes  de 
*  ^^mélrie  contenus  dans  le  Tome  III  de  la  Théorie  der  Transformât ions- 
^'''■#>/>eii.  Elle  a  décerné  des  mentions  honorables  à  M.  L.  Gérard  pour  sa  Thèse 
"y  '-a  Géométrie  non  euclidienne^  à  M.  E.  Cesaro  pour  ses  Lezioni  di  Geometria 
""'■«meca  et  à  M.  G.  Fonlené  pour  son  Ouvrage  Lhyperspacc  à  n  —  i  dimcn- 
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inélric  non  euclidienne,  article  qui  nous  apporte  tant  de  rcD 
gneinents  intéressants,  tant  de  documents  inconnus  jusqu^lci, 
avait  été  dit  un  mot  de  cette  édition  du  Tenlamen,  Bien  quV 
ne  soit  pas  encore  complète,  nous  nous  reprocherions  cependa 
de  ne  pas  la  signaler  dés  à  présent,  et  d^une  manière  toul  i  fa 
particulière,  ù  nos  lecteurs.  Rarement  une  œuvre  de  savant  a  é 
éditée  avec  autant  de  luxe  et  autant  de  soin,  et  MM.  J.  Kœnigs 
Rétliy,  auxquels  TAcadénue  des  Sciences  avait  confié  le  soin 
publier  celte  seconde  édition  du  Tentamen,  ont  justifié  de  la  ma 
nière  la  plus  éclatante  la  confiance  qui  leur  était  témoignée.  Dan 
une  préface  écrite  en  latin,  ils  indiquent  avec  le  plus  grand  soin  1er 
règles  qu'ils  ont  suivies  dans  la  publication  nouvelle,  et  qui  n^on 
d'autre  but  que  de  respecter  la  pensée  de  TAuleur  en  rendant  auss: 
facile  que  possible  la  lecture  defOuvrage.  Pour  la  publication,  1 
Tcntamen  a  élé  divisé  en  Sections.  Celles  qui  sont  publiées  au— 
jourdliui  ('t  qui  forment  le  premier  Volume  tout  entier  enibras— 
sent  rensemblo  de  rArithmétiquc.  Klles  contiennent  les  premiers 
principes  de  rAriUimélicjur,  du  Calcul  diiTérentiel  et  intégral,  d 
la  théorie  des  équations.  Les  signes  et  les  notations  de  Boijaî  on 
été  scrupuleusement  respectés.  Les  annotations  nombreuses  de 
éditeurs,  ainsi  que  les  figures  dessinées  par  M.  le  professeur  To- 
tossy,  ont  été  rejelées  a  la  fin. 

Nous  reviendrons  sur  renscmble  (|uand  la  (3éométrie  aura  paru. 

G.  D. 


^\ 


G\sToN  DARROUX.  Membre  de  riiislilul,  Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences. 

—   LkçONS   sir    I.V   TllKORlK   GKNKKVI.K   lïKS   SI  RFACKS   ET   LES   APPLICATIONS 
(ikoMÉTRlQl  KS   lU:    (  AI.Cl  1.   INFIMTKSIM  VL.   T.    III   Ol   IV. 

!.  Dopui'i  doux  ans  que  sont  parus  les  deux  derniers  Volumes 
des  /.rrnns  sur  In  Throric  des  sur/tires,  le  public  mathématicien 
a  pu  appréeier  (juelle  somme  de  matériaux  se  trouve  accumulée 
dans  cet  Ouvrage  et  quel  art  a  présidé  à  la  coordination  d'élé- 
ments parfois  disparates.  (irAce  à  celte  (vuvre,  qui  marque  Tëtape 
acctunplie  dans  ce  siècle  par  la  (léomélrie  infinitésimale,  depuis 
les  Traités  «le  Mnii^r  rt  de  Dupin,  les  géomètres  ont  aujourd'hui 
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S01.1S  la  main  les  résultats  jusque-là  dispersés  dans  des  centaines 
d^  ^ft^émoires  et  publiés  dans  les  Recueils  périodiques  français  ou 
éVirsk  Kigers  les  plus  divers. 

^rf  ais  ce  qui  frappera  certainement  le  plus  vivement,  c^est  la 
façon  dont  Tauleur  a  surattacher  à  quelques  idées  ou  principes 
si  131  pies  Tensemble  innombrable  des  faits  épars;  c'est  le  savoir 
et  SI  «jssi  le  savoir-faire  qu'il  aura  su  y  déployer  sans  prétention, 
sa¥ïs  emphase,  sans  dogmatisme  excessif,  en  évitant  surtout 
cet  écueil  banal  de  l'esprit  de  système  où  l'on  voit  parfois  une 
maîrt  savante  mais  lourde  faire  tomber  le  gouvernail. 

L^ai  question  du  goût  dans  les  écrits  mathématiques  arrête  rare- 
ment  la  critique.  On  est  plus  pressé  de  louer  les  résultats  acquis, 
la.  solidité  de  la  forme,  les  généralisations  hardies.  Cependant  l'es- 
prit de  système,  les  généralisations  inutiles,  la  lourdeur,  la  diffu- 
sion, que  Ton  confond  quelquefois  avec  la   rigueur  logique,  té- 
moignent d'un  manque  de  goût.  C'est  l'absence  de  goût  qui  rend 
parfois  indigeste,  ennuyeuse  telle  doctrine  mathématique  jusqu'à 
ce  c|u'un  homme  de  goût  lui  donne  la  base  la  plus  accessible  à  la 
raison  et  la  forme  qui  plaît  à  l'esprit.  Mais  il  n'est  pas  fréquent  de 
trouver  uni  à  la  force,  qui  peut  démontrer  et  trouver,  ce  goilt  qui 
sait  discerner. 

Ceux  qui  auront  lu  ces  Leçons  auront  été  mis  à  même  d'appré- 
cier ce  que  peut  donner  l'esprit  de  généralisation  appliqué  avec 
puissance,    mais   aussi   avec   justesse    et  mesure,    lis   auront  eu 
des  exemples  de  rigueur  élégante.  Ils  auront  éprouvé  les  surprises 
des    rapprochements  inattendus,   mais  que  devait  naturellement 
annener  une  science  plus  ingénieuse  et  plus  profonde.  Ils  auront 
vu   à    l'œuvre  une  méthode  alerte  et  forte,  cherchant  droit  son 
bul  et  l'atteignant  avec  grâce. 

2.  Les  deu\  derniers  \  ohimrs  dont  nous  allons  rendre  compte 
contiennent  les  I^ivres  \  1,  \  Il  et  Vlll  de  l'Ouvrage. 

J-.e  Livre  VI  traite  des  lignes  géodésiques  et  de  la  courbure  géo- 
désiqiie. 

Le  Livre  VII  a  pour  objet  le  problème  général  de  la  délormaliou 
des  surfaces. 

l'-nfîn^  le  Livre  Vlll,  d'une  étendue  exceptionnelle,  puisqu'il 
occupe   à  lui  seul  tout  le  Tome  IV,  a  trait  à  la  déformation  infini- 
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menl  pelile  vl  à  ses  connexions  avec  la  représentalion  sphi 
riqiie,  question  loiile  réccnle  et  qui  doit  à  l*auleur  ses  prii 
cipcs  les  plus  cssenlicls. 

Livre  VI.   —  Lignes  géodésiques. 

3.  Rappelons  d*abord  que  dans  le  Tome  II,  au  Livre  V,  con 
sacré  aux  lig^nes  tracées  sur  une  surface,   la  question  des  ligo 
l^éodésiques  avait  été  déjà  abordée,  ainsi  que  la  question  connexe 
des  familles  de  courbes  parallèles.  L'extension  de  cette  queslio 
aux  cas  de  plusieurs  variables  avait  conduit  Tauteur  à  écrire  un 
importante  digression  en  trois  Chapitres  sur  la  méthode  de  Jacobi 
sur  son  interprétation  géométrique  et  sur  les  équations  générale 
de  la  Dynamique. 

Dans  le  Livre  VI,  M.  Darboux  reprend  la  question  des  lignes 
géodésiques,  pour  s'altaclier,  en  premier  lieu,  aux  procédés  d'in- 
tégration de  Téquation  différentielle  de  ces  lignes  et  aux  pro- 
blèmes divers  que  soulève  l'étude  de  ces  procédés. 

Ainsi,  la  méthode  de  Jacobi  amène  naturellement  les  géodé- 
siques des  surfaces  de  révolution  et  plus  généralement  de  celles 
dont  le  ds^  est  réductible  au  type  de  Liouville.  L'ellipsoïde  rentre 
dans  ce  type,  qui  prête  du  reste,  par  ailleurs,  a  une  généralisation 
des  propriétés  des  coniques,  par  le  moyen  de  ce  que  Dini  appelle 
des  conû/ucs  géodésiques, 

t.  La  recherche  d'une  intégrale  fait  naître  toutes  les  questions 
relatives  aux  cas  où  Tune  ou  même  plusieurs  de  ces  intégrales 
sont  algol)ri(|ues  et,  plus  particulièrement,  linéaires  ou  quadra- 
tiques par  rapport  aux  vitesses,  (^es  divers  cas  donnent  lieu  à 
d*importants  développements  qui  tiennent  plusieurs  Chapitres,  où 
se  trouvent  résumées  les  recherches  de  Bour,  Bonnet,  Maurice 
Lévy,  sur  les  intégrales  algébriques  homogènes  par  rapport  aux 
vitesses. 

Nous  ne  saurions  passer  sous  silence  l'élégant  (chapitre  qui  a 
pour  titre  :  De  Itt  représentation  géodésiqne  de  deux  surfaces 
r une  sur  l  autre.  Le  problème  dont  il  s'agit  consiste  à  repré- 
senter, point  par  point,  deux  surfaces  l'une  sur  l'autre  avec  cor- 
respondance des  lignes  géodésiques.  Ce  problème,  traité  d'abord 
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par  Beltrami  dans  le  cas  des  surfaces  à  courbure  constante,  Ta  été 
ensuite  dans  le  cas  général,  par  Dini.  On  retombe  sur  les  ds^  de 
Liou  ville,  sauf  le  cas  d'exception  de  Lie.  L'auteur  ne  se  borne  pas 
à  la  solution  élémentaire  et  classique  qui  repose  sur  un  beau  théo- 
rème dil  à  M.  Tissot;  il  porte  la  question  sur  un  terrain  beaucoup 
plus  étendu  et  la  généralise  en  la  forme  suivante  :  Trouver  toutes 

les  yortctions  f{uy  i',  v')  où  r'  =  -j-  >  telles  que  le  problème  de 

varier  lions  relatif  à  r intégrale 

I  /(UyV,v')du 
se  rt^soiçc  par  r  intégration  dAinc  équation  du  second  ordre 

La  conséquence  remarquable  à  laquelle  on  parvient,  c'est  que 
si  Ton  sait  intégrer  cette  équation  du  second  ordre,  la  détermina- 
tion générale  de  la  fonction  f  n'exigera  que  des  quadratures. 
L application  aux  problèmes  de  Beltrami  et  de  Dini  en  fournit  les 
solalîons  sous  une  forme  élégante  et  presque  intuitive. 

*>•    I^a  question  du  plus  court  chemin  entre  deux  points  sur  une 

surface  a  exercé  la  sagacité  des  plus  habiles  géomètres,  i^'auteur 

Tanalyse  en  un  Chapitre  extrêmement  instructif  et  dont  la  portée 

pourrait  sans  aucun  doute  être  étendue  à  d'autres  questions  de  va- 

nations.  L'auteur  expose  en  premier  lieu  les  résultats  classiques 

de  Jacobi  et  d'Ossian  Bonnet  qu'il  complète  en   certains  points. 

Notons  l'emploi  qui  est  fait  en  cette  étude  des  recherches,  un  peu 

oubliées,  de  Sturm   sur  les  équations  différentielles  du  second 

ordre  et  principalement  sur  le  zéro  des  solutions  de  ces  équations. 

6.  Dans  le  Chapitre  consacré  aux  cercles  géodésiques,  M.  Dar- 
bouxa,  on  peut  le  dire,  renouvelé  et  donné  un  vérilable  corps  à 
la  théorie  de  ces  lignes  avant  lui  peu  étudiées,  et  qui  offre  cepen- 
dantun  si  profond  intérêt.  Élargissant  son  point  de  vue,  l'auteur 
arrive  à  généraliser  le  problème  sans  augmenter  sensiblement  sa 
<*»»ficullé  :  le  problème  généralisé  se  formule  en  ces  termes  : 

Trouver  les  lignes  (V)  dont  la  courbure  géodésique  est,  en 
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chaque  point  de   la  surface]  une  fonction  donnée  des  coor- 
données de  ce  point  V{u,  <•). 

Il  est  tonl  à  fail  digne  de  remarque  que  l^on  puisse.,  comme  le 
montre  Tauleur,  faire  dépendre  la  question  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  et  du  second  degré,  comme 
Tavait  fait  Jacobi  dans  le  cas  particulier  des  géodéslques,  cas 
où  F  est  nul.  Le  cas  où  F  est  constant  est  celui  des  cercles  géodc- 
siques.  l^es  analogies  avec  les  lignes  géodésiques  sont  d^ailleurs 
nombreuses  et  même  dans  le  cas  où  F  est  une  fonction  quel- 
conque, les  courbes  (F)  fournissent  la  solution  de  certains  pro- 
blèmes de  variations.  Le  lecteur  admirera  dans  ce  Chapitre 
comment,  avec  l'appareil  le  plus  simple,  sans  compliquer  pour 
ainsi  dire  les  formules,  en  conservant  presque  toutes  leurs  pro- 
priétés, l'auteur  a  su  pousser  la  (|uesliou  à  sa  suprême  généralisa- 
tion. 

7.  Signalons  encore  deux  Chapitres  qui  complélent  et  para- 
chèvent cetle  féconde  théorie  des  lignes  géodésiques,  qui  aura 
fourni  d'aussi  beaux  motifs  à  l'auteur.  D'abord  le  Chapitre 
qui  traite  de  la  courbure  géodésique  en  général  et  contient  le 
beau  théorème  de  Gauss  d'après  lequel  la  courbure  totale  d'un 
triangle  géodésicpie  est  égale  à  l'excès  sur  t.  de  la  somme  de  ses 
angles.  En  second  lieu,  le  Chapitre  consacré  aux  triangles  géo- 
désiques et  au  théorème  de  Giuiss  sur  les  petits  triangles  géodé- 
si(pies.  1^'autcur  est  nalurellemenl  amené  à  parler  des  nombreuses 
et  j)rofondcs  recherches  qui  ont  été  faites  dans  ces  vingt  dernières 
années  sur  les  triangles  géodésiqjies. 

Dans  son  Mi-moire  inséré  en  i8()8  aux  Ahhandluns[en  de 
Berlin  et  intitulé  :  All<:^eineinc  Théorie  der  geodàtischen 
Dreierkcy  M.  Christoffel  a  émis,  entre  autres  idées  neuves,  celle 
de  classer  les  surfaces  d'après  le  nombre  des  relations  pouvant 
exister  entre  les  six  éléuïcnls  (ajjgles  et  côtés)  d'un  triangle  géo- 
désique; il  proposait  quatre  classes  selon  qu'il  existait  o,  i ,  2  ou  ^> 
relations  entre  ces  six  éléments.  L'idée  était  ingénieuse  et  pro- 
fonde puisqu'elle  tendait  à  classer  les  surfaces  d'aj)rès  un  de  leurs 
éléments  les  plus  essentiels,  les  triangles  géodésiques.  Malheu- 
reusemcnl  celte  classification  de  Chrislonel  conduit  pratiquement 
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à  un  résultat  qui  lu!  aie  beaucoup  de  son  intérêt.  En  1882, 
]%!  .  Weingarten  a  en  effet  démontré  qu*il  n'y  a  en  réalité  que 
trois  classes  et  non  pas  quatre  et  que  les  troisième  et  quatrième 
classer»  de  Chrîstoffel  n'en  forment  qu'une,  à  savoir  celle  des  sur- 
faces de  courbure  constante.  Plus  tard,  M.  von  Mangoldt  a  fait  voir 
c|iie  la  seconde  classe  de  Christoffel  ne  comprend  que  les  surfaces 
applicables  sur  les  surfaces  de  révolution.  De  la  sorte,  en  dehors 
Jes  cas  des  surfaces  de  courbure  constante  et  des  surfaces  appli- 
cables sur  des  surfaces  de  révolution,  il  n'y  a  généralement 
^'icune  relation  entre  les  six  éléments  d'un  triangle  géodésique. 
^^-  Darboux  tire  de  considérations  géométriques  aidées  de  déve- 
■*>ppcMnenls  en  série  une  démonstration  relativement  courte  de 
^**^  I>roposîtions  si  cachées. 

I-ivRK  Vil.   —   L(t  dêformalion  des  surfaces, 

<*-      Puinsot  a  mis,   en  télé  de  sa  Théorie  nouvelle  de  la  rota- 

^o^é    ^^g  corps,  cette  première  phrase  :  c  (  oiri  une  des  questions 

*   *^   Jt^i*ont  le  plus  occupé  et,  si  ron  me  permet  de  parler  ainsi, 

*^  ^es  choses  que  j'ai  le  plus  désiré  savoir  en  I  dynamique. 

^c^mbien  de  géomètres  en  ont  pu  dire  autant  de  la  déformation 

^  Surfaces,  à  commencer  par  Fillustre  (iauss  qui  se  proposa  le 


'^^ier  le    problème  et  lui   apporta    les  contributions   les   plus 


e'^se 


tltielles.   Pas  un  n'y  a  trouvé  retlc   satisfaction  complète  et 
^Sc|ue  orgueilleuse  qui  éclate  dans  les  pages  011  riiablle  et  élé- 
.    ^  ^    Poinsot  a  exposé  sa  désirée  et  [iresque  irréprochable  solu- 

-^  progrès  de  la  Science  recule  cha(|ue  jour  l'accès  de  ces  sa- 

I  "     "actions  parfaites.  On  sait  aujourd'hui  aller  plus  vile  au  fond 

I   ^^      choses  et  ce  sont  les  vraies  difiicullés  que  Ton  étreinl.  La 

1^  ^^^rmation  des  surfaces  est  de  celles-là.  L'impossibilité  aujour- 

I    ^  Vii  reconnue  d'intégrer  Fèquation  différentielle  du  problème 

,*   ^  55  le  cas  général,  le  nombre  si  restreint  des  cas  où  cette  intégra- 

*^*>    aboutit,   les  difficultés   mêmes  des  (piestions  connexes,  tout 

■^,  heureusement,  n'a  pas  découragé  les  géomètres. 

^in  a  étudié  le  problème  sous  les  faces  les   plus  diverses;   à 

^^^•^^    propos  on  a  introduit  les  conceptions  les  plus  ingénieuses  cl 

^*^  plus«imprévues,  créé  des  méthodes  fécondes;  aussi  est-il  vrai 


i 
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de  dire  (|uc  sur  celle  équation  iniulégrable,  sur  ce  roc  stérile, 
géomeires  les  plus  illustres  ont  élevé  un  monument  génial, 
temple  ù  la  Géométrie  cachée,  Deo  ignoto! 

\).  L^étude  de  la  déformation  des  surfaces  implique  des  cale 
considérables  qui  seraient  inabordables  sans  Temploi  des  pa 
mètres   diflerentiels  dont  Tétudc  remonte  à  Lamé  et  Beltra 
(l'est  par  Tétudo  de  ces  paramétres  que  s'ouvre  le  Livre  V 
L*auteur  les  fait  imiiiédiatenicnt  servir  à  la  solution  de  ce  p: 
blême  résolu  par  O.  Bonnet  :  deux  surfaces  étant  données,  rec<^ 
naître  si  elles  sont  applicables  Tune  sur  Taulre. 

U\iprès  le  célèbre  théorème  de  Gauss,  la  courbure  totale  d 
élro  la  même  au\  points  correspondants.  Alors  s^oflre  nalurell 
ment  la  dislinchon  du  cas  où  la  courbure  totale  est  parto 
constante  et  a  même  valeur  pour  les  deu\  surfaces.  Il  se  trou 
quou  ce  cas  Tapplicabilité  s'ensuit  d'elle-même  et  que  cet 
applicabilité  peut  être  réalisée  d'une  infinité  de  façons.  1^  sol 
lion  du  problème  repose  sur  la  connaissance  supposée  des  géod 
niques  de  la  surface.  Or,  d'autre  part*  la  détermination  des  gé 
dc'siques  d'une  surface  donnée,  dont  la  courbure  est  constant 
dépend  d'une  équation  de  Hiccati.  C'est  donc  d'équations 
Kiccali  que  dépendra  l'application  elTective  l'une  sur  Tautre 
dc»i\  >url\u'cs  qui  ont  même  courbure  constante. 

Si  l.i  courbure  dc^  deux  surfaces  ï.  ï,  n'est  pas  constante,  l'é 
\\W  des  deux  rourburci  aux  points  correspondants  fournira  u 
pîcnuirc  cqu.uioii 


«.ma 


■• .  • 


.  « 


;'^l  i;:i  aiîtic  i::\  aii.iî;:.  ii"j^re>enté  par  i,!  i/,,  c,  ) 


•\  ;•,.  *.,•'.•:,;'.•;  i  .;:   A. .  .^   -     .    .  Al  *c<  jv^mmêlres  dif 

.;  ;  ■  >   ;  :  X  ..***•:  .- .»  n  j .   .    ^ ,: :•  .  .•  <  ^;:rfjices  -  et  on  met 
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Xoul  revient  donc  à  trouver  un  invariant  '}('/,  i'),  distinct  de  la 
courbure  ç.  On  pourra  prendre  A  =s  Ay,  «j/i  =  Ai  ^,.  H  n'y  aurait 
d^objection  que  si  Ton  avait  A^  =  J(f  ).  Mais  la  théorie  des  para- 
fTi êtres  différentiels  vient  encore  aisément  à  bout  de  ce  cas  parti- 
culier. 

Comme  application,  Fauteur  étudie  les  conditions  d'applicabi- 
lité  d'une  surface  réglée  sur  une  surface  de  révolution.  \l  cherche 
eosuite  dans  quel  cas  deux  surfaces  réglées  peuvent  s'appliquer 
Fune  sur  l'autre  sans  correspondance  des  génératrices  rectilignes. 
Lie  résullar,  c'est  que  ces  deux  surfaces  sont  toutes  deux  appli- 
cables sur  une  même  surface  réglée  du  second  degré,  avec  cor- 
respondance des  génératrices  rectilignes  aux  génératrices  recti- 
lig^nesde  Tun  des  systèmes  de  la  quadrique. 

10.  Après  ces  intéressantes  applications,  l'auteur  pénètre  au 
cœur  du  sujet  en  reprenant  la  démonstration  des  belles  et  capitales 
formules  que  Gauss  a  données  dans  son  Mémoire  :  Disquisitiones 
circa  superficies  curvas, 

M.  Darboux  rappelle  d'abord  que  la  question  de  la  détermina- 
tion des  surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée  ou  qui  ont 
^n  ds^  donné  fut  mise  au  concours  en  iSSg  par  l'Académie  des 
Sciences.  «  //  est  curieux  toutefois,  ajoute-l-il,  de  remarquer 
^^^ une  étude  attentive  du  Mémoire  de  Gauss  devait  conduire 
immédiatement  et  sans  effort  à  F  équation  aux  dérivées  par- 
lielles  du  second  ordre  des  surfaces  applicables  sur  une  sur- 
face donnée  ».   Et,   en   eflet,   après  avoir  établi  les  formules  de 
Gauss,  M.   Darboux  montre  qu'il  suffit  d'un   léger  complément 
pour  obtenir  un  ensemble  équivalent  aux  fameuses  formules  de 
Codai7A. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  prendre  comme  variables  auxiliaires  les 
trois  déterminants  D,  D',  D"  de  Gauss  qui  interviennent  dans  l'é- 
quation différentielle 

\)  du^  -h  X  \y  du  rfr  -f-  DVpî  =  o 

des  lignes  asymptotiques.  Par  l'élimination  de  ces  trois  auxiliaires 
on  arrive,  au  contraire,  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  se^ 
cond  ordre  que  vérifienl  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
de  la  surface.  Il  y  a  du  reste  bien  des  façons  de  former  ceUc  équa- 
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tîon  du  second  ordre,  aussi  bien  que  celle  que  vérifie  le  rayon 
vecteur  d'un  point  de  la  surface.  L'auteur  lui-même,  dans  son 
Mémoire  :  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  sur- 
faces a  indiqué,  il  y  a  déjà  longtemps,  une  méthode  très  simple 
qui  consiste  à  exprimer  que  le  ds'^ 

convient  au  plan  et  le  r/.v- 

à  la  sphère  de  rayon  i.   Ces  méthodes  diverses  font  l'objet  du 
Chapitre  IV. 

11.  Le  Chapitre  qui  suit  est  un  des  plus  importants  de  cette 
Partie;  il  a  traita  Tétude  fondamentale  de  l'équation  du  second 
ordre  dont  nous  parlons  plus  haut  et  au  rôle  que  jouent  les  carac- 
téristiques qui,  dans  l'cspc^cc,  sont  les  asymptoliques  de  la  surface. 
Le  problème  de  Cauchy  est  la  clef  de  cette  théorie;  selon  la  façon 
dont  on  le  présente,  il  prend  des  formes  et  des  interprétations 
géomélriques  différentes  et  donne  ainsi  la  solution  de  questions 
très  variées.  Comme  par  exemple  :  Une  surface  (S)  étant  donnée, 
la  déformer  de  sorte  qu'une  courbe  (F)  tracée  sur  (S)  vienne 
coïncider  avec  une  courbe  (D)  donnée.  Ou  bien  encore  : 

Etant  donnée  une  courbe  (O)  el  une  développable  (A)  circon- 
scrite à  (D)  est-il  possible  de  déformer  une  surface  S  de  sorte 
qu'elle  vienne  passer  par  (D)  tout  en  étant  tangente  à  (A)  en 
chaque  point  de  la  courbe  (1)  )?  Si  (  D)  est  Tarête  de  rebrousse- 
nient  de  A,  il  y  a  impossibilité^  à  moins  que  la  courbe  (D)  ne 
vérifie  une  ceTlaino  relation  de  la  forme 

,  /     iio         (h    (^1    d^z. 
V     ds       '  ds     ds*      <r/.v^  / 

où  5.  G,  T  sont  l'arc  et  les  deux  courbures  de  la  courbe  (D  ). 
Comme  alors  la  courbe  (D)  est  une  asymptotique  sur  la  surface, 
on  voit  que  les  asymptoliques  des  surfaces  applicables  sur  une  sur- 
face donnée  vérifient  toutes  une  même  relation  de  la  forme  ci-dessus 

cl>  z:^  o.  Si  la  courbure  de  la  surface  est  constante  et  égale  à —y 
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l'équalion  ci-dessus  se  réduit  à  la  forme  simple 

t  =  a. 

Nous  Indiquons  en  passant  cet  exemple  dans  son  détail  pour 
bien  marquer  combien  Tauteur  saità  propos  appliquer  les  théories 
les  plus  générales  et  choisir  dans  le  nombre  les  applications 
qu^elIes  donnent  avec  le  plus  d'élégance  et  de  facilité.  Au  fond, 
il  n^y  a  pas  de  théorie  générale  si  parfaite  qu'elle  s'applique  égale- 
ment à  tout  :  chacune  s'adapte  à  des  problèmes  d'un  caractère 
déterminé,  et  c'est  l'art  du  géomètre  de  savoir  les  choisir. 

Le  rôle  que  jouent  les  asymptotiques  dans  la  question  de  la 
déformation  amène  l'auteur  à  se  poser  le  problème  suivant  : 

Un  ds^  étant  donné 

ds^  -  E  du^  -^  2  F  du  dv  ^Gdv*-, 

que  faut-il  pour  que  w,  v  soient  les  paramètres  des  asymptotiques 
de  l'une  des  surfaces  qui  admettent  ce  ds^f  Les  paramètres  diffé- 
renliela  fournissent  les  deux  équations  de  condition  sous  une 
forme  relativement  simple. 

Parmi  les  conséquences  qu'en  tire  l'auteur,  signalons  celle-ci  : 
La  connaissance  d'une  famille  d'asymploliques  d'une  surface  qui 
a  un  ds^  donné  entraîne  la  connaissance  de  la  seconde  famille. 

12.  Après  un  élégant  Chapitre  sur  la  déformation  des  surfaces 
réglées,  question  tout  à  fait  classique  et  que  les  recherches  d'une 
quantité  de  géomètres  semblent  avoir  épuisée,  l'auteur  aborde 
Télude  beaucoup  plus  neuve  des  beaux  théorèmes  où  M.  Wein- 
garten  a  fixé  le  rôle,  dans  le  problème  de  la  déformation,  des  sur- 
faces dont  les  rayons  de  courbure  sont  liés  par  une  relation. 
Apres  avoir  démontré  par  l'Analyse  et  par  la  Géométrie  ces  cu- 
rieuses propositions,  M.  Darboux  fait  voir  comment  elles  condui- 
sent à  la  détermination  complète  des  surfaces  applicables  sur  le 
paraboloïde  de  révolution. 

Comme  les  propositions  précédentes  mettent  en  jeu  la  surface 
des  centres,  l'auteur,  en  vue  de  poursuivre  diverses  conséquences 
de  ces  propositions,  consacre  au  préalable  tout  un  Chapitre  à 
Tétude  de  la  surface  des  centres  dans  le  cas  le  plus  général.  Il 
donne  notamment  un  Tableau  de  formules  qui  seront  de  la  plus 
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grande  utilité  aux  géomètres  qui  voudront  entreprendre  sur  ce 
sujet  des  recherches  de  Géométrie  générale.  M.  Darboux  en  tire 
diverses  propositions  concernant  l'ordre  du  contact  des  deux  sur- 
faces de  centres  de  deux  surfaces  qui  ont  elles-mêmes  un  contact 
d'un  ordre  donné. 

Le  cas  où  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  sur  les  deux 
nappes  de  la  surface  des  centres  amène  cette  remarque  de  Ribau- 
cour  :  que  la  différence  des  rayons  de  courbure  principaux  est 
alors  constante. 

Au  même  ordre  d'idées  peuvent  être  rattachés  les  théorèmes 
de  Laguerre  et  de  Bellrami  concernant  les  congruences  de  nor- 
males définies  en  fonction  du  point  où  chaque  normale  perce  une 
surface  donnée.  Ces  considérations  trouvent  une  extension  dans  les 
systèmes  cycliques  qui,  après  les  recherches  de  Ribaucour  et  de 
M.  Darboux,  ont  pris  une  place  si  importante  dans  le  problème 
de  la  déformation. 

Si  des  cercles  tracés  chacun  dans  le  plan  tangent  d'une 
sur/ace'!^  et  formant,  par  suite,  une  congruence  ou  ensemble 
à  deux  paramètres^  sont  normaux  à  une  famille  de  surfaces, 
ils  restent  encore  normaux  à  une  famille  de  surfaces  lorsque 
la  surface  S  se  déforme  en  entraînant  ses  plans  tangents  avec 
les  cercles  qui  y  sont  tracés.  Ce  beau  théorème  de  Ribaucour  a 
été  complété  de  la  manière  la  plus  élégante  par  cet  autre  théo- 
rème de  M.  Darboux  : 

Pour  trouver  le  système  cyclique  le  plus  général  formé  de 
cercles  situés  dans  les  plans  tangents  d\tne  surface  2,  on 
prendra  une  surface  quelconque  I'  applicable  sur  £,  et  l'on 
construira  fous  les  cercles  C  qui  sont  à  l'intersection  des  plans 
tangents  à  S'  et  d'une  sphère  fixe  de  rayon  nul.  Si  la  surface 
X'  se  déforme  pour  venir  coïncider  avec  ï,  la  congruence  des 
cercles  C  se  transforme  dans  le  système  cyclique  cherché. 

Par  celle  construction,  la  recherche  des  systèmes  cycliques 
dont  les  plans  des  cercles  enveloppent  une  surface  S  donnée  se 
trouve  ramenée  à  celle  des  surfaces  applicables  sur  celle  surface. 

Après  celle  belle  digression  sur  la  Géométrie  générale,  M.  Dar- 
boux revient  sur  les  surfaces  de  Weingarten  pour  leur  appliquer 
les  considérations  qu'il  vienl  de  développer.  Signalons  en  premier 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         i  i^ 

lieu  le  théorème  d'Halphen  concernant  ces  surfaces,  la  détermi- 
nation par  quadratures  de  leurs  lignes  de  courbure  et  la  propriété 
si  curieuse  de  correspondance  des  lignes  asjmplotiques  sur  la  sur- 
face des  centres,  dont  l'auteur  nous  montre  la  véritable  origine; 
elle  réside  en  ce  fait  que  ces  lignes  asjmptotiques  sont  les  carac- 
téristiques de  Téquation  aux  dérivées  partielles  dont  dépend  le 
problème  de  la  déformation.  Le  Chapitre  se  termine  par  une  dé- 
termination directe  et  explicite  des  surfaces  applicables  sur  le 
paraboloïde  de  révolution. 

13.  Parmi  les  surfaces  de  Weingarten,  celles  dont  la  courbure 
totale  ou  la  courbure  moyenne  est  constante  avaient  depuis  long- 
temps attiré  l'attention  des  géomètres.  M.  Bonnet  notamment  avait 
démontré  que  toute  surface  à  courbure  constante  est  comprise 
entre  deux  surfaces  qui  lui  sont  parallèles  et  dont  la  courbure 
moyenne  est  constante.  L'application  à  ces  surfaces  des  propositions 
de  Weingarten  ne  pouvait  manquer  de  conduire  à  des  méthodes 
élégantes  et  à  des  résultats  importants  :  cest  à  quoi  l'auteur  s'at- 
tache dans  les  Chapitres  X  et  XL  ce  dernier  particulièrement 
consacré  à  l'étude  de  la  surface  de  révolution  à  courbure  con- 
stante négative  appelée  pseudo-sphère.  Cette  surface,  engendrée 
par  la  révolution  de  la  tractrice,  possède  des  géodésiques  pleines 
de  propriétés  curieuses  qui  ont  été  utilisées  par  divers  géomètres 
pour  donner  une  image  sensible  des  conceptions  de  la  Géométrie 
plane  non  euclidienne. 


14.  Les  surfaces  à  courbure  constante sont  des  surfaces 

a* 

de  Weingarten  puisque  leurs  rayons  de  courbure  principaux  sont 

liés  par  la  relation 

*''  HK'  ~       ai' 

mais,  comme  elles  sont  applicables  sur  des  surfaces  de  révolution, 
chacune  peut  aussi  être  regardée  comme  une  nappe  de  la  surface 
des  centres  d'une  autre  surface  de  Weingarten.  La  relation  qui 
lie  les  rayons  de  courbure  de  celte  nouvelle  surface  de  Weingar- 
ten est  la  suivante 

.2)  K—  R':r^rt. 
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On  est  donc  amené  ainsi  à  appliquer,  sons  une  autre  forme,  aux 
surfaces  de  courbure  conslanle  les  propositions  de  Weingarten. 
Celte  voie  fait  retrouver  une  série  de  belles  découvertes  dues  a 
Bianclii,  Lie,  Ribaucour,  Backlund. 

D*abord,  si  Ton  part  d^ine  surface   X  à  courbure  consLaiite 

^>  et  si  Ton  construit  une  famille  (F)  de  géodésiques  dont  les 

tangentes  soient  normales  à  une  surface  de  Weingarten  pour 
laquelle  est  vérifiée  la  relation  (2),  on  trouve  que  la  seconde 
nappe  de  la  surface  focale  est  une  autre  surface  il'  de  même  cour- 
bure constante  —  --»  Le  passade  de  S  à  S'  constitue  une  Iransfor- 
mation  due  à  Bianclii,  qui  permet  de  déduire  d\ine  surface  ^ 
courbure  constante une  autre  surface  de  même  nature;  Is^ 

question  se  ramène  à  la  détermination  de  la  famille  (K)  de  géode 
siques.  D'après  Lie,  cette  détermination  n*exigo  qu^une  quadra 
ture   qui    introduit   dans   la   question    une  constante    arbilrain 
En   réitérant  Topératioiï,   on  pourra  donc  obtenir  des  surfaces 
courbure  constante  dépendant  d'autant  de  constantes  arbitraire 
que  Ton  voudra. 

M.  Darboux  fait  justement  observer  que,  bien  antérieurement 
Bianchi,  Uibaucour  avait  fait  connaître  une  proposition  qui  con- 
tenait virtuellement  celle  de  ce  géomètre.  Si  autour  d'un  point 

d'une  surface  de  courbure   totale  constante  et  négative on 

décrit,  dans  le  plan  tangent,  un  cercle  C  de  rajon  a,  les  cercles  C 
ainsi  construits  forment  une  congruence  et  sont  normaux  à  une 
famille  de  surfaces.  Ces  surfaces  ont  leur  courbure  constante  et 

égale  à ->  comme  la  proposée.  Elles  présentent  en  outre  cette 

|)arlicularilé  de  constituer  l'une  des  familles  de  surfaces  d'un 
système  triple  ortliogonal.  On  retombe  ainsi  sur  une  proposition 
générale  relative  aux  systèmes  cycliques,  qui  ont  fait  l'objet  d'une 
étude  approfondie  au  Tome  II  de  l'Ouvrage  et  dont  nous  avons  eu 
à  reparler  déjà  au  n"  12. 

Les  conséquences  géométriques  des  ibéorèmes  de  Ribaucour  et 
de  Biancbi  sont  si  nombreuses,  dit  l'auteur,  qu'elles  introduisent 
peut  être  quelque  confusion.  Aussi,  pour  donner  plus  de  netteté 
;i  son  exposition,   a-t-il  recours  à  la  mclhode  analytique  fondée, 
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L»i  ^?n  entendu,  sur  Temploi  du  trièdre  de  référence  mobile.  Il  est 
ai  K:Ksi  conduit,  entre  autres  résultats,  à  la  transformation  de  Bac- 
kl  «jnd,  qui  se  ramène,  au  fond,  à  une  transformation  de  Bianchi 
aicr^i^ompagnée  d^une  autre  transformation  due  à  M.  Lie. 

Dans  le  Chapitre  XIII,  Tauleur  applique  les  méthodes  précé- 
da »ilC5  à  des  surfaces  de  courbure  constante  négative parti- 
els lières.  Notons,  en  passant,  l'élégante  méthode  par  laquelle  est 
tr-aàité  le  problème  qui  consiste  à  exprimer  qu^une  surface,  rap- 
portée à  ses  lignes  de  courbures,  a  les  lignes  de  courbure  d'un 
^y^^me  sphériques.  L'application  du  résultat  obtenu  aux  surfaces 
ae  courbure  constante  négative  rappelle  les  recherches  d'Enneper, 
complétées  par  Dobriner,  sur  les  surfaces  à  courbure  constante 
«ont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  ou  sphériques.  Partant  de 
ces  surfaces,  M.  Darboux  se  propose  ensuite  d'en  déduire  d'autres, 
P^<*  Inapplication  des  transformations  de  Lie  et  de  Bianchi.  La  so- 
luiîon  de  ce  problème  donne  lieu  à  des  développements  anal)^- 
^iques  du  plus  vif  intérêt  pour  lesquels  nous  ne  pouvons  que  ren- 
^^yeT'  le  lecteur  au  Livre  lui-même. 

^tt.  Les  rapprochements  entre  les  surfaces  à  courbure  con- 
Hao  t,^  et  les  surfaces  minima  avaient  déjà  occupé  l'auteur  dans  des 
^"■^■^^niunications  faites  à  l'Académie  des  Sciences  et  réimprimées 
"  y  ^  quelques  années  dans  les  Annales  scientijiques  de  r Ecole 
'^^^^^wiale.  L'auteur  reprend  cet  intéressant  sujet  dans  le  XIV*  et 
—  •"Hier  r4hapitre  du  Livre  VIL  La  base  de  ces  rapprochements  ré- 
si^e  ^n  la  remarque  suivante  :  Si  Ton  cherche  les  surfaces  minima 
^^  Ciéométrie  non  euclidienne,  lorsque  l'absolu  est  une  quadrique 
^^*^lconque,  on  est  conduit  à  ré(|uation 

ô  =  SIII210; 


l 


^^  c'est  précisément  de  cette  même  équation  que  dépend  la  dé- 
^^fndînation  sous  forme  finie  des  surfaces  à  courbure  constante. 

^s  derniers  Chapitres  du  Livre  VII  forment,  comme  on  voit, 

*Uns  leur  ensemble  une  belle  monographie  des  surfaces  de  cour- 

uore  constante  où  se  trouvent  condensés,  sous  la  forme  la  plus 

^l^gante  et  la  pluscompréhensive,  les  résultats  acquis  à  la  Science 

^ult.det  Sciences  malhém.,  a*  séri**,  l.  \XII.  (Juin  iRç)^.)  lo 
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par  les  géonirtres  anlërieiirs  et  par  l'auleur  lui-même.  Cest  là  un 
digne  pendant  à  la  belle  Théorie  des  surfaces  minima  sur  laquelle 
se  lerminail  le  premier  Volume. 

Li«RE  Mil.  —  Dé/or  ma  iion  infinimeni  petite 
et  représentation  sphérique. 

16.  L'auteur  s'exprime  en  ces  termes  au  début  du  Livre  VIII  : 
««  //  ressort  asrec  é%'i</ence  des  développements  contenus  dans 
les  Chapitres  précédents  que,  jusqu'ici,  le  problème  de  la  dé- 
formation des  surfaces  na  pu  être  résolu  d'une  manière  com- 
plète que  dans  un  petit  nombre  de  cas.  Pour  faire  connaître 
tout  ce  quil  y  a  d'essentiel  dans  les  travaux  des  géomètres 
sur  ce  bt^au  et  difficile  sujet,  il  nous  reste  ù  exposer  toute  une 
série  fie  recherches  relatives  à  la  déformation  infiniment 
petite,  recherches  qui  conduisent,  soit  dans  la  théorie  des  sur- 
faces, s*u't  dans  celle  tles  con<jruenres,  à  des  propositions  du 
plus  httut  intérêt.  ■» 

Expliquons  d'abord  en  quoi  consiste  la  déformation  infinimeni 
petite. 

Soit  S  une  surface  que  l'on  déforme  infiniment  peu,  c*esl~à-dire 
que  Ion  amène  à  acquérir  la  forme  d'une  surface  S' infiniment 
xfisine  de  S  et  applicable  sur  S.  Les  coordonnées  d'un  point  M 
de  ^  rlaiil  X.  y,  z,  «^elles  du  point  rorrespondant  M'  sur  la  surface 
S   auroiil  les  expressi^ais  sui\aiite: 


•>  . 


où  £  désigne  une  roiisiaïUe  infiniment  petite  et  X|,  i*i,  ^i  des  fonc- 
tions de  X.  y,  z.  Km  exprimant  l'applicabilité  Tune  sur  l'autre 
dt>   ^iiilaoe^   S  el  S  <n\  e>l  conduit  à  Téquation 

I  ■  'Ar  dxi  —  f{y  t/i  i  —  dz  tizi  —  o. 

Mais  celle  équation  exprime  au><i  «pie  la  surface  S|,  lieu  du  point 
M,' j*,,  r,,  Zt  .  CiMTCspond  point  par  point  à  la  surface  S  avec 
ortho^onalilé  îles  éléments;  d'autre  part,  en  posant 


\      rz   J-   -      X,. 

^ 

-.*     -      .*   l- 

/.    -      -  —  C|. 

•                                                               a 

• 

—  y  —.*■;. 

Li  —  z  —  Jj. 
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réquatioD  (1)  s'écril  aussi 

elle  exprime  encore  Tapplicabilité  Tune  sur  Taiilre  des  deux  sur- 
faces S  et  S|  qui  sont  respectivement  le  lieu  des  points  (X,  Y,  Z) 

et(X„Y„Z,). 

Ainsi  se  trouve  établi  un  double  lien  entre  la  déformation  infi- 
niment petite  d'une  part,  la  correspondance  ponctuelle  avec 
orthogonalité  des  éléments  linéaires  correspondants  en  deuxième 
part  et,  en  troisième  part,  avec  la  détermination  de  couples  de  sur- 
faces applicables. 

L'auteur  montre,  dans  le  Chapitre  I,  que  ces  trois  problèmes 
équivalents  entre  eux  sont  aussi  équivalents  à  un  quatrième  : 
Trouver  une  surface  Sq  telle  que  les  lignes  asymplotiques  de  S 
aient  comme  perspective  conique  sur  So  un  réseau  conjugué. 
Celte  transformation  du  problème  a  l'avantage  d'en  rendre  intui- 
tives certaines  solutions  :  tel  est  le  cas  où  S  est  une  surface  du  se- 
cond degré. 

Le  cas  particulier  où  S  est  une  sphère  conduit  à  un  résultat 
élégant  pour  la  définition  des  surfaces  S|  susceptibles  de  corres- 
pondre ponctuellement  à  S  avec  orthogonalité  des  éléments^  il  se 
trouve,  en  effet,  que  la  surface  84  la  plus  générale  est  alors  la 
surface  moyenne  d'une  congruence  isotrope.  On  retrouve  ainsi 
ces  conf^ruences  si  curieuses  qui  s'étaient  déjà  présentées  dans  la 
théorie  des  surfaces  minima. 

17.  Le  rôle  que  jouent  les  lignes  asymplotiques  dans  la  résolu- 
lion  de  réquation  (i)  amène  naturellement  une  méthode  qui  con- 
siste à  supposer  que,  dans  cette  équation  (i),  x,y,  z  ont  été  ex- 
primées en  fonction  des  paramètres  des  lignes  asymplotiques  de  la 
surfaces.  Les  belles  formules  dues  à  M.  Lelieuvre  seront  la  clef  de 
cette  seconde  méthode.  Si  64,62)  63  sont  trois  solutions  d'une 
même  équation  à  invariants  égaux 

^  0%  O'fi 
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les  quadratures  suivantes 

"/(••^-•■s)^-/(«'^-'-¥)* 

"/(•.S-'-S)--/(-$--$)'^ 

fournissent  les  coordonnées  ^,J',  z  d'un  point  d'une  surface  en 
fonction  des  paramètres  des  lignes  asymptolîques.  Les  cosinus  di- 
recteurs de  la  normale  sont  proportionnels  à  6|,  62,  63  el  c,  c',  <f 
désignant  ces  cosinus  directeurs,  on  a 


(4)        e,  =  cv/-RR',      e,  =  cV— RR'»      e3  =  cV-R»<', 

où  R,  R'  sont  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Si  Ton  part  alors  de  la  représentation  de  la  surface  S  par  les 
formules  (3)  pour  résoudre  Téqualion  (1),  on  trouve  que  les  coor- 
données X\^  yi ,  Zi  d'un  point  de  la  surface  S|  s'expriment  par 
les  quadratures 

'■=/(«.s-»^')^-/(«'$-"$)* 

-/(•■S-»S)'"-./"('.^-"$)-?^ 

dans  ces  formules,  w  désigne  la  solution  générale  de  réqualion(2), 
en  sorte  que  l'intégral  ion  de  celte  équation  de  Laplace  à  invariants 
égaux  équivaut  à  la  résolution  générale  de  Téqualion  (i)  el  des 
divers  problèmes  de  Géométrie  qui  s'y  rattachent. 

Les  formules  précédentes  el  les  propositions  géométriques  qui 
en  découlent  prêtent  à  des  développements  étendus  qu'augmen- 
teront sûrement  les  recherches  ultérieures  des  géomètres.  Signa- 
lons, par  exemple,  les  propriétés  des  réseaux  plans  qui  sont  la 
perspective  des  lignes  asymplotiqiies  d'une  surface. 

On  ne  manquera  pas  d'observer  que  les  formules  (3)  mettent 
enjeu  trois  fonctions  9|,  82»  ^s  <liii  sont  proportionnelles  aux  co- 
sinus directeurs  de  la  surface,  lilles  fournissent  la  solution  de  ce 
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V^oV>lème  :  Déterminer  une  surface  dont  la  représentation  sphé- 
H^^7  à  la  manière  de  Gaiiss,  des  lignes  asymptotiques  soit  un  ré- 
^^^u  de  courbes  sphériques  données. 

rar  là  la  représentation  sphérique  des  lignes  asymptotiques  de 
'^surface  se  trouve  étroitement  liée  aux  problèmes  de  Géométrie 
attachés  à  l'équation  (i). 

M.  Darboux  applique  les  formules  (3)  et  (5)  au  cas  des  sur- 
faces de  courbure  constante   —  i.   Les   formules  (4)   prouvent 
qiialorsOi,  O^^  ^s  sont  précisément  les  cosinus  directeurs  et  l'é- 
quation (2)  admet  ainsi  trois  solutions  dont  la  somme  des  carrés 
est  constante.  Entre  autres  résultats,  signalons  le  suivant,  parti- 
culièrement saillant  :  LorsqvHon  sait  résoudre  le  problème  de  la 
déformation  infiniment  petite  pour  une  surface  de  courbure 
constante  —  1 ,  on  sait  aussi  le  résoudre  pour  toutes  les  sur- 
faces de  même  courbure  qu^ on  peut  en  déduire  par  V applica- 
tion de  la  transformation  de  M.  Blanchi, 

Les  formules  (5)  témoignent  que  les  lignes  a  =  const., 
P  =  const.  figurent  sur  la  surface  Si  un  réseau  conjugué  à  inva- 
riants égaux.  Cette  remarque  a  une  réciproque  d'après  laquelle, 
si  Ton  connaît  sur  une  surface  (84)  un  réseau  conjugué  à  inva- 
riants égaux,  on  pourra  déterminer  par  de  simples  quadratures 
une  surface  (S)  correspondant  à  (S,)  avec  orthogonalité  des  élé- 
ments et  dont  les  asymptotiques  ont  pour  image  sur  (S|),  préci- 
sément le  réseau  conjugué,  il  en  résulte  immédiatement  que  : 
A  tout  réseau  conjugué  à  invariants  égaux  tracé  sur  une  sur- 
face  correspond  une  déformation  infiniment  petite  parfaite- 
ment déterminée  de  cette  surface. 

18.   En  conservant  les  notations  précédentes,  si  Ton  pose 

a=  —  >  o  •=  — j  c=  —  > 

O)  bJ  (li 

on  trouve  que  les  quantités  x,  r?  s,  X|,  j^i,  z,  sont  liées  |)ar  les 
équations 

(6>      dx  =^  c  dyx^  b  dz\,        dy  =  a  dzx — c  dx^j         dz  —  bdxi  —  a  dyi. 

Posons  alors 
(7)        \  =  X  —  r>'i— 6^1,         \=  y  —  nzi-h  cxij         Z  =  z  —  hxi-h  ayi\ 
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le  point  (X,  Y,  Z)  ainsi  défini  décrit  une  surface  (2)  tandis  que  le 
point  (a,  6,  c)  en  décrit  une  autre  (A),  et  l'on  vérifie  aisément,  en 
tenant  compte  des  relations  (6),  que  les  surfaces  (A)  et  (S)  se 
correspondent  avec  orthogonalilé  des  éléments. 

Les  relations  géométriques  entre  les  surfaces  (S),  (S|),  (S), 
(A)  sont  des  plus  nombreuses:  ainsi  (S)  et  (2)  sont  les  focales 
d'une  congruence  et  les  lignes  asymploliques  se  correspondent  sur 
ces  deux  surfaces  focales.  Les  con^ruences  que  Ton  obtient  ainsi 
sont  les  plus  générales  parmi  celles  qui  présentent  cette  dernière 
propriété. 

On  peut  observer  que  les  surfaces  (S),  (S|)  qui  se  correspon- 
dent avec  orthogonalité  des  éléments  sont  dans  une  relation  qui 
est  sjmélrique  par  rapport  aux.  deux  surfaces.  En  échangeant  les 
rôles  que  les  formules  ci-dessus  font  jouer  aux  surfaces  (S),  (S|  ), 
on  arrivera  à  définir  deux  autres  surfaces  (A|)  et  (S|)  analogues  à 
(A)  et  (S). 

On  observera  à  cet  effet  que,  comme  contre-partie  des  rela- 
tions (6),  on  a  des  relations  de  la  forme 

(8)      dxx=  C\dy  —  b\dz^       djri  =  aidz — Cidx,        dzi=bidx  —  aidy^ 
et  l'on  posera 

(9)  \  r,  , 

Le  point  (X|,  Yi,  Z,)  décrit  (S,)  et  le  point  {a^^  6|,  C|  )  décrit 

(A.). 

Les  surfaces  (A,)  el(S|)  se  correspondent  avec  orlhogonalité 

des  éléments  comme  (A)  cl  (2).  Les  surfaces  (A)  et  (Ai  )  sont  po- 
laires réciproques  par  rapport  à  une  s|)hère  de  ravon  y^ —  i ,  ayant 
pour  centre  l'origine  des  coordonnées. 

Observons  mainlcnant  que  dans  le  système  des  six  surfaces  (S), 
(S,),  (A),  (A,),  (ï),  (2,),  le  couple  (S),  (S,)  n'est  pas  le  seul 
couple  de  surfaces  qui  se  correspondent  avec  orthogonalité  des 
éléments. 

Nous  avons  encore  les  couples  (A),  (S)  et  (A,),  (S,).  La  mé- 
thode de  déduction  déjà  appliquée  au  couple  (S),  (S,)  peut  être 
appliquée  aux  deux  autres  et  l'on  obtient  ainsi  six  nouvelles  sur- 
faces (Sa),  (Sa),  (Aa),  (A3),  (Sj),  (S,)  formant  avec  les  six  pre- 
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mières  une  1res  remarquable  configuration  de  douze  surfaces  dont 
les  relations  sont  réunies  dans  le  Tableau  suivant  : 

Couples  de  surfaces  qui  se  correspondent  point  par  point. 


1*  Avec 

4* 

Comme  focales 

orthogooalité 

2"  Par 

d'une 

des 

plans  tangents 

3"  Par  polaires 

même  congruence 

éléments. 

parallèles. 

réciproques. 

recliligne. 

(S)      (S,) 

a)      (S,) 

(A)      (A,) 

(S)       (2) 

(A)      (2) 

(A:)     (S) 

(S,)     (£,) 

(S,)     (2,) 

^A.)    (S,) 

(S)      (S,) 

(S)      (S,) 

(A)      (A3) 

(A,)    (2,) 

(Si)     (S,) 

(S.)    (S,) 

(i^x)     (A,) 

(A,)    (£3» 

(S,)     (A,) 

(Si)     (S) 

(Sa)     (S,) 

(S,)     (S,) 

(S,)     (A,) 

(Al)    (A,) 

(2,)      (S,) 

Le  système  des  douze  surfaces  précédentes  forme  une  configu- 
ration complexe  où  abondent  les  faits  et  les  propositions  géomé- 
Iriques.  Entre  autres  déductions  qu'on  en  peut  tirer,  signalons 
d*abord  celle-ci  : 

Si  Von  sait  résoudre  le  problème  de  la  déformation  infini- 
ment petite  pour  une  surface  on  sait  résoudre  le  même  pro- 
blème pour  toute  surface  qui  s^en  déduit  par  homographie  ou 
par  dualité. 

Parmi  les  correspondances  entre  les  diverses  surfaces,  celles  qui 
existent  entre  les  surfaces  (S),  (S,),  (Sa),  (S3)  sont  particulière- 
ment remarquables.  On  passe  du  couple  de  surfaces  (S),  (Si)  dé- 
crites par  les  points  M(a:,^', -s),  M,  (jC|,yi,  >3i)  au  couple  de  sur- 
faces(S2),  (S3)  décrites  parles  points  M2(;r2, ^'2,  53),  ^iz{^2^yz^  ^s) 
par  la  curieuse  transformation  suivante 


(10; 


^2  __  y}_  —  Ti  —  'H^  —  ^  —  £?  — —  ' 

^1       7i  ~~  -Si        ^î    "  yt  "  -2  ~  ^.r,  î-j^i 


Af^  l 


qui  fait  correspondre  au  couple  de  points  (M,  M|)  le  couple  de 
points  (Ma,  M3).  La  forme  des  relations  (10)  rappelle  les  formules 
de  rinversicm.  M.  Darboux  donne  à  cette  transformation  le  nom 
d'' inversion  composée. 

L'inversion  composée  possède  la  propriété  fondamentale  sui- 
vante :  Elle  transforme  un  couple  de  surfaces  (|ui  se  correspon- 
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dent  avec  orthogonaliié  des  éléments  en  un  autre  couple  aos 
logue. 

L'application  de  ces  résultats  généraux  à  des  cas  particuliers, 
notamment  au  cas  des  surfaces  à  courbure  constante^,  fournit  d< 
propositions  nombreuses  pleines  d^intérét  et  d'élégance. 

19.  Le  roulement  Tune  sur  l'autre  de  deux  surfaces  est  lié  à  I    1 
théorie  des  surfaces  applicables  par  le  théorème  de  Ribaucour  re-^ 
latif  aux  mouvements  à  deux  paramètres  que  Ton  obtient  en  fai- 
sant rouler  Tune  sur  Tautre  deux  surfaces  applicables.  Les. consi- 
dérations développées  dans  les  Chapitres  précédents  fournissen 
de  nouveaux  éléments  pour  Tétude  de  cette  intéressante  ques — 
tion. 

D'aprt's  le  théorème  de  Ribaucour,  on  sait  que  déformer  un^ 
surface  revient  à  lui  imprimer  un  certain  mouvement  à  deux  pa — 
ramètres  dans  lequel  elle  roulera  sur  une  surface  applicable.  Ija 
solulion  de  ce  problème  introduit  trois  paramètres  qui,  par  un  de 
ces  retours  curieux,  si  fréquents  dans  cet  Ouvrage,  ne  sont  autres 
que  ceux  qu'amènerait  précisément  l'emploi  des  formules  de 
Gauss. 

Lorsque  deux  surfaces  se  correspondent  point  par  point,  il  y  a 
toujours  un  réseau  conjugué  sur  Tune  qui  a  pour  image  sur 
l'autre  un  réseau  conjugué.  Le  cas  où  la  correspondance  ponctuelle 
entraîne  Tapplication  des  deux  surfaces  ne  fait  pas  exception  et 
Ribaucour  a  signalé  depuis  longtemps  le  rôle  de  ces  réseaux  con- 
jugués dans  la  déformation. 

Si  Ton  désigne  par  ;/,  r  les  paramètres  de  ces  réseaux,  il  se 
trouve  que  les  coordonnées  {^r^y^  5),  (x,,j^i,  Zt)  des  deux  points 
correspondanls  de  deux  surfaces  applicables  vérifient  une  même 
équation  de  La  place  de  la  forme 

-■— -  -f-  a  --  -h  3  —  =0, 
(fu  âv  Ou        '  ds^ 

Texprossion  jr-  -h y-  -h  z'^  —  x]  —y]  —  z^^  est  une  septième  solu- 
tion de  cette  équation.  Cette  propriété  n'est  certainement  pas  ca- 
ractéristique des  correspondances  ponctuelles  qui  entraînent  l'ap- 
plicabilité, pas  plus  d'ailleurs  que  la  propriété  qui  consiste  dans 
Tégalité  des  courbures;   mais,   malgré  le  défaut  de  réciproque, 
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celle  proposition  trouve  dans  la  théorie  de  la  déformation  un  rôle 
utile  à  jouer(*). 

Elle  conGne,  en  effet,  à  cette  dépendance  que  Ton  a  déjà  re- 
connue entre  les  systèmes  cycliques  et  le  problème  de  la  déforma- 
lion.  L'étude  de  celte  dépendance  fait  l'objet,  du  reste,  d'un  Cha- 
pitre spécial. 

20.  L'auteur  reprend  d'abord  le  problème  de  la  détermination 
des  surfaces  qui  ont  même  représentation  sphérique  pour  leurs 
lignes  de  courbure  et  établit,  par  un  procédé  qui  se  rattache  directe- 
ment à  ses  propres  méthodes  générales,  ce  théorème  de  Ribaucour  : 

Si  deux  surfaces  S,  S'  ont  même  représentation  sphérique 
"^  leurs  lignes  de  courbure,  chacune  peut  être  considérée 
comme  normale  aux  cordes  de  contact  d'une  famille  de 
sphères  ayant  leurs  centres  sur  Vautre  surface. 

*^c  là  résulte  une  nouvelle  solution  du  problème  proposé. 

Si  Von  considère  alors  deux  surfaces  2,  Y!  se  correspondant  par 

Parallélisme  des  plans  tangents  avec  conservation  des  lignes  de 

courbure  (ce  qui  revient  à  dire  qu'elles  ont  même  représentation 

sphérique  pour  leurs  lignes  de  courbure)  le  plan  qui  contient  les 

deux  normales  N,  N'  (parallèles)  en  deux  points  correspondants 

enveloppe  une  surface  0;  maintenant  que  l'on  déforme  0,  de  ma- 

n^we  que  les  plans  tangents  entraînent  les  deux  normales  N,  N', 

celles-ci  resteront  normales  à  deux  surfaces  Si,  S,  qui  ont  même 

représentation  sphérique  pour  leurs  lignes  de  courbure,  comme 

auparavant  le  couple  des  surfaces  S  et  S'. 

L'auteur  montre  que  c'est  dans  les  systèmes  cycliques  qu'il 
faut  chercher  la  raison  de  cette  dépendance  inattendue  entre  le 
problème  de  la  déformation  et  la  question  de  la  représentation 
sphérique  des  lignes  de  courbure.  Nous  ne  pouvons  malheureuse- 
ment pas  entrer  ici  dans  le  détail   des  nombreuses   déductions 
géométriques  qui  sortent  en  foule  de  ces  divers  rapprochements 
et  qui  assurent,  nous  en  avons  la  certitude,  une  ample  moisson  de 
Jécouvertes  à  ceux  qui  suivront  les  voies  si  largement  ouvertes 
par  M.  Darboux. 

(  *)  CeUe  remarque  parait  avoir  échappé  à  M.  P.  Stspckcl  dans  l'arlirle  :  Ueber 
4bbitdungen  qu'il  a  inséré  aux  Matliemalische  Annalen,  et  où  il  a  inexarte- 
ni^Dt  rapporté  un  théorème  que  j*Hi  moi-même  donné  sur  celle  question. 
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21^  Signalons  une  nouvelle  élude  du  problème  de  la  représen- 
lation  sphérique,  l'application  aux  cas  spt^ciaux  si  étudiés  el  tou->> 
jours  si  nouveaux  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
sont  planes  ou  sphériques.  L'auteur  rappelle  à  leur  sujet  l'élé- 
gant théorème  dû  à  M.  Blutel,  qui  amène  à  conclure  que  Ton  pourra 
toujours,  par  des  constructions  géométriques  débarrassées  de  tout 
signe  d'intégration,  faire  dériver  toute  surface  à  lignes  de  cour- 
bure sphériques  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes. 

22.  Dans  les  deux  derniers  Chapitres,  Fauteur  a  condensé  les 
belles  et  récentes  recherches  de  M.  Weingarten  sur  la  déformation 
des  surfaces.  Dans  son  exposition,  qui  rattache  les  recherches  de 
M.  Weingarten  aux  principes  généraux  précédemmeni  développés, 
M.  Darboux  fait  usage  d'une  notion  nouvelle,  celle  de  résultante 
de  plusieurs  surfaces  entre  lesquelles  on  suppose  exister  une  rela- 
tion ponctuelle.  Celte  résultante  est  la  surface  lieu  de  rexlrémîlé 
du  vecteur  issu  de  l'origine,  égal  à  la  résultante  de  translation  de 
tous  les  vecteurs  issus  de  l'origine  el  aboutissant  aux  points  cor- 
respondants des  surfaces  proposées.  L'idée  est  simple  et  féconde, 
elle  a  été  ultérieurement  reprise  par  M.  Thjbaul  dans  son  excel- 
lente thèse  de  Géométrie. 

Le  théorème  fondamental,  dans  la  méthode  de  M.  Weingarten, 
est  le  suivant  : 

Soit  p  la  distance  de  V origine  au  plan  tangent  d^ une  sur- 
face 1,  iq  le  carré  du  rayon  vecteur  issu  de  l'origine  au  point 
de  contact,  p',  p"  les  rayons  de  courbure  principaux  de  S  et 
'f  (/>,  q)  une  fonction  de  p^  q  :  on  suppose  que  S  vérifie  l'équa- 
tion différentielle 

alors j  si  ion  considère  la  surface  B,  lieu  du  point  (x,  v,  c), 
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X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  du  point  de  S  et  C,  C,  (7  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  à  1  en  ce  point  (X,  Y,  Z),  la 
surface  8  admet  comme  ds^  l'expression 

D'après  cela,  la  recherche  des  surfaces  dont  le  ds^  a  l'expression 
ci-dessus  se  ramène,  par  le  moyen  des  quadratures  (12),  à  la  dé- 
termination des  surfaces  I  qui  vérifient  Téquation  (i  i). 

Kn  s'appujant  sur  ce  théorème,  M.  Weingarlen  et,  avec  lui, 
MM.  Baroni  et  Goursat  ont  pu  donner  des  cas  nouveaux  d^inlé- 
gratîon  du  problème  de  la  déformation  des  surfaces. 


!.   L'Ouvrage  se  termine  par  plusieurs  Notes. 

Dans  la  Note  I,  M.  Picard  a  développé  les  principes  de  la  mé- 
thode d'approximations  successives  dans  la  théorie  des  équations 
diflerenlielles,  méthode  qui  s'est  montrée  si  féconde  entre  ses 
mains  et  qui  lui  a  fourni  la  clef  de  tant  de  démonstrations  élé- 
gantes. 

Dans  la  Note  II,  j'ai  résumé  les  résultats  essentiels  de  mon  Mé- 
moire sur  les  lignes  géodésiques,  inséré  au  lieciteil  des  Savants 
étrangers.  Le  problème  que  je  me  suis  proposé  consiste  à 
trouver  tous  les  ds^  dont  le  problème  des  géodésiques  admet  plu- 
sieurs intégrales  quadratiques;  de  la  solution  de  cette  question 
j'ai  déduit  la  solution  complète  de  cet  autre  problème  partiellement 
traité  par  M.  Lie  :  Trouver  les  ds'^  dont  les  géodésiques  admettent 
des    transformations  infinitésimales. 

Dans  la  Note  III,  RL  Cosserat,  dont  le  nom  revient  fréquem- 
ment dans  l'Ouvrage,  a  étudié  une  inléressante  et  délicate  ques- 
tion de  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre. 

Dans  un  Mémoire  présenté  en  1870  à  TAcadémie  des  Sciences, 
M.  Moutard  s'était  proposé  «  l'étude  minutieuse  de  la  forme  la 
plus  élémentaire  dont  soit  susce|)tible  rinlégrale  générale  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables 
indt'pendantes,  à  savoir  :  celle  qui  consisle  en  une  relation 
unique  entre  les  trois  variables,  deux  fonctions  arbitraires  Aq 
quantités  distinctes  foruiées  explicitement  avec  les  trois  variable 


>) 
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n  les  dérivées  en  nombre  limité  de  ces  fondions  arbitraires,  Ic' 

arbitraires  irenlrant  d'ailleurs  sous  aucun  signe  d'intégratiun^K  » 
M.  Moutard  a  énoncé  le  résultat  suivant  : 

Celles  des  équations  cherchées  qui  ne  sont  réductibles,  par  or 

changement  de  variables,  ni  aux  équations  linéaires  de  Lapl^^^  ^^« 

ni  à  l'équation  de  Liouville,  sont  toutes,  en  exceptant  deux  '^^^ 
particulièrement  simples,  réductibles  à  la  forme 

d^z  à  â 


èr 


0.r  Oy       àx  dy 

où  A,  B  sont  des  fonctions  des  seules  variables  indépendantes,  ^as- 
sujetties elles-mêmes  à  vérifier  certaines  conditions;  de  plus,  1  ^  -•"" 
tégration  de  cette  équation  peut  être  ramenée  à  dépendre  uniq  ■-  *^" 
ment  de  celle  d'une  équation  linéaire  de  la  forme  considérée 

Laplacc,  à  savoir  : 

à^z         dloffA  àz        .  „ 

--      =  — ^ hABz. 

Ox  ôy  Ox      0y 

C^est  au  développement  de  cette  proposition  et  à  sa  démonsLi' 
lion  préalable  qu'est  consacrée  la  Note  de  M.  Cosserat. 

24.   Viennent  ensuite  huit  Notes  de  M.  Darboux  lui-même  : 

1\  .  Sur  la  torsion  ries  courht's  gauches  et  sur  les  courbes  à 
torsion  rons/unfr. 

\  .  Sur  1rs  formules  dEuler  et  sur  le  déplacement  d'un  so- 
lide in\'ariahh\  Note  où  apparaît  Tutilité  des  rem^ersements, 
r'ost-à-dire  des  rotations  de  180"  autour  des  diverses  droites  de 
Tospaco. 

VI.  Sur  une  êffuation  diffrrentielle  et  sur  les  surfaces  spi- 
rales, 

\  II.  Sur  la  forme  des  lii;nes  de  eourlfurc  dans  le  voisinage 
d  un  nmhilir,  (.«'lit-  Mi>te  prtsoiito  un  inlrrél  particulier  par  les 
fxompU'N  i;ri»iii<'ti  it|iu*s  qn\'IU'  contient  de  la  discussion  des  stdu- 
tion^  il  unr'  rqucition  dillrrcnlirllc  dan<  le  \oisiua^e  dun  point 
>inj;ulirr. 

\  III.  Sut'  IrK  //^//.'x  if  SI  nfpttifftff/rs  *'(  sur  les  li::nes  de' cour- 
hrtrr  il''  l'i   Kurhh-'  #/-■<  •»»/./.•>*  '/*•   /'fr^ne/. 
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Li^auteiir  reprend  dans  celle  Noie  une  queslion  donl  il  s'esl  plu- 
sieurs fois  occupé  tanl  dans  les  Comptes  rendus  de  l^ Académie 
ties  Sciences  que  dans  les  Annales  de  V  Ecole  JS  or  maie.  On  sait 
que  L.ie  a  démontré  que  les  lignes  asymplotiques  de  cette  surface 
sont  algébriques;  elles  s^obliennent  par  rinlégration  de  inéqua- 
tion d^£uler.  M.  Darboux  rappelle  les  relations  qui  existent  entre 
la  surface  de  Tonde  et  le  complexe  quadratique  de  Chastes. 

L.a  queslion  des  lignes  de  courbure  est  beaucoup  plus  ardue. 
Ainsi  Ton  sait  déterminer  ces  lignes  quand  la  surface  difTère  peu 
d^une  sphère,  et  ces  lignes  ne  sont  pas  algébriques.  Ce  résultat  a 
une  certaine  importance,  car  dans  les  applications,  la  surface  de 
Tonde  est  sensiblement  sphérique. 

IX.  Sur  la  Géométrie  cayleyenne  et  sur  une  propriété  des 
surfaces  à  génératrice  circulaire, 

X..    Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles, 

L.^ an  leur  résume  dans  cette  Note  les  résultats  personnels  quMl  a 
autrefois  obtenus  sur  celte  difficile  queslion  et  qui  constituent  un 
complément  aux  méthodes  de  Monge  et  d'Ampère,  parlicuHère- 
ment  précieux  dans  les  cas  où  ces  méthodes  tombent  en  défaut. 

XI.    Sur  l'équation  auxiliaire, 

Oette  Note  de  quelques  pages  contient  le  germe  d'une  idée  qui 
permel Irait  de  reprendre,  par  une  méthode  toute  différente  de 
celles  qui  ont  été  suivies  dans  l'Ouvrage,  le  problème  de  la  défor- 
mation infiniment  petite.  La  même  méthode  peut,  du  reste,  s'ap- 
pliqiier  à  tous  les  problèmes  de  Géométrie  qui  conduisent  à  des 
svslèines  d'équations  différentielles.  Celle  idée  consiste  en  ceci  : 
supposant  connue  une  solution,  chercher  les  solutions  infiniment 
voisines.  Si  le  problème  se  ramène  à  rintégralion  d'une  équa- 
tion difTérentielle 

f{x.y,z,p,q,  r,s,t)-  o, 

ou  sera  conduit  à  écrire  Téquation  auxiliaire  relative  à  la  solution 
-  -j-  oz  voisine  de  la  solution  z  et  pour  laquelle  />,  y,  /*,  5,  t  sont 
respectivement  />  H- Oyt>,    ...,   t-\-o(\   cette  é(|uation    auxiliaire 
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sera  la  suivante  : 

Oz  dp   ^        àq    ^  di 

Cesl  de  la  discussion  de  cette  équation  auxiliaire  que  dépend 
la  recherche  des  solutions  infîniment  voisines  d'une  solution 
donnée. 

Dès  Tannée  i883,  Tautcur  avait  fait  connaître  le  principe  de 
cette  nouvelle  méthode;  il  Tapplique  dans  cette  Note  à  la  re- 
cherche des  surfaces  infiniment  voisines  d'une  surface  donnée  el 
qui  forment  avec  elle  une  famille  de  Lamé;  il  l'applique  ensuite 
au  problème  de  la  déformation  et  retrouve  ainsi  d'une  manière 
nouvelle  les  propriétés  les  plus  essentielles  de  la  déformation  in- 
finiment petite. 

25.  Nous  n'fijouterons  rien  à  cette  analyse  déjà  longue  el  cepen- 
dant bien  incomplète,  tant  est  grande  la  variété  et  la  richesse  des 
matériaux  amassés  dans  TOuvrage.  Cette  variété  même  suggère 
cependant  une  réilexion.  L^appareil  analvticpie  employé,  par  un 
contraste  frappant,  est  à  peu  près  partout  le  même;  l'équation 
de  Laplace  est,  en  efTel,  la  forme  analvtique  dominante. 

(le  n'est  donc  pas  dans  TAnalyse  qu'il  faut  chercher  la  source 
(le  colle  si  grande  variélé  de  faits  géométriques;  ils  découlent  plu- 
tôt d'inspirations  puisées  dans  la  considération  attentive  de  la 
Cn'omélrie  elle-uirme.  Kl  l'on  reconnaît  ainsi,  une  fois  de  plus, 
(pTen  raison  même  de  sa  gt'uéraiilé,  (|ui  lui  permet  de  donner  le 
mémo  vêlement  aux  fails  les  plus  dissemblables,  TAnalvse  est  par 
flIe-mêuie  iinpuissaiiU*  à  créer  celle  diversité  des  formes  (|ui  est 
un  (les  plus  ^raud>  allrails  de  la  (iéouK'lrie.  I\»ur  si  éh^vée  et  si 
parfaite  (prelle  soit,  TAnaUse  ne  dispensera  jamais  ceux  qui 
Noudronl  s'appli(picr  à  la  (iéoméliie  d'être  des  «géomètres. 

Ci.    Kot:MGS. 


MÉLANGES.  i5y 


MKLANCÎES. 

REMARQUES  SUR  LES  GROUPES  DE  TRANSFORMATIONS  DES  ÉQUATIONS 

LINÉAIRES; 

Par  m.  Emile  PICARD. 

Dans  l'analyse  que  M.  Vessiot  a  récemment  faite,  dans  ce  Bul- 
letin, du  Traité  de  M.  Schlesinger  (page  78  de  ce  Volume),  se 
trtjuvent  quelques  remarques  sur  la  théorie  des  groupes  de  trans- 
formation d^une  é(|uation  linéaire,  que  je  demande  la  permission 
de  compléter.  M.  Vessiot  indique  très  exactement  la  première 
forme  que  j'ai  donnée  aux  deux  théorèmes  fondamentaux,  le  se- 
coDil  énoncé  contenant  le  mot  uniforme  ;  il  aurait  pu  seulement 
ajouter  que,  pour  les  équations  de  la  classe  si  étendue  de  M.  Fuchs, 
je  remarquais  déjà  que  ce  mot  pouvait  être  remplacé  par  le  mol 
r*.itionneL  On  sait  que  M.  Vessiot  a  dans  son  excellente  thèse 
approfondi  ces  questions;  mais  il  abandonne  l'extension  du  point 
de  vue  de  Galois,  telle  que  je  l'avais  proposée;  il  lui  avait  paru, 
comme  à  moi?  impossible,  en  restant  à  ce  point  de  vue,  de  com- 
bler la  lacune  qui  subsistait  dans  le  second  théorème. 

En  rédigeant  le  troisième  VoUnne  de  mon  Traité  d^ Analyse, 
je  repris  l'étude  du  Travail  de  M.  Vessiol,  cl  des  objections,  rela- 
tives au  point  de  \\\c  formel  où  se  plaçait  l'auteur,  se  présen- 
tèrent à  moi,  et  j'ai  vu  depuis  qu'elles  avaient  été  déjà  faites  par 
M-  Klein  dans  ses  Leçons.  J'ai  donc  cherché,  en  restant  à  mon 
ancien  point  de  vue,  à  lever  les  dinicullés  qui  m'avaient  autrefois 
arrêté,  et  je  fus  tout  sur[)risde  voir  alors  que  la  lacune  pouvait  être 
lr«'*s  facilement  comblée,  de  sorte  (|ue,  en  ne  faisant  guère  (|U(î 
calquer  la  marche  de  (ialois,  sauf  les  modifications  commandées 
par  la  nature  du  sujet,  et  eu  n'empruntant  rien  à  la  théorie  des 
{groupes  de  M.  [jie,  on  a  une  démonstration  extrêmement  simple 
cl  c:oniplètement  rigoureuse  des  points  fondamentaux  de  la  nou- 
\clle  théorie  :  c'est  celle  que  j'ai  exposée  dans  le  Tome  III  de  mon 
Traite  (p.  53^)  et  (|ue  reproduit  M.  Schlesinger.  Je  dois  dire  (|ue 
je  persiste  dans  mon  opinion  sur  les  diflicultés  (|ue  j'ai  signalées 
{iar.  cit,,  p.   .V|4)  relativement  à  la  manière  dont  M.  Vessiot  in- 
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troduit  la  notion  de  groupe  de  transformalions.  Je  n^enlends  pas 
d^ailleurs,  par  celte  légère  critique,  diminuer  en  quoi  que  ce  soit 
la  valeur  du  beau  travail  de  M.  Vessiot,  car,  une  fois  admise  la 
notion  de  groupe  de  transformations  d^une  équation  linéaire,  la 
théorie,  telle  qu^il  la  développe,  se  trouve  présentée  de  la  manière 
la  plus  pratique  pour  les  applications. 

Je  me  permettrai  une  dernière  observation.  Le  point  de  vue 
auquel  je  me  suis  placé  en  i883  dans  la  théorie  des  équations  dif- 
férentielles linéaires  est  tout  à  fait  distinct  de  celui  où  s*ëtait 
placé  M.  Lie  dans  des  études  antérieures  sur  Tintégration  des 
équations  différentiel  les,  et  mon  illustre  ami  m'écrivait  en  i885  : 
((  Votre  point  de  vue  est  tout  à  fait  nouveau  pour  moi.  »  Il  en  est 
de  même  des  généralisations  si  étendues  et  si  intéressantes  de  la 
notion  de  groupes  de  transformations  d'une  équation  difliéren- 
tielle  linéaire  faites  par  M.  Drach  dans  plusieurs  Notes  et  dans 
la  remarquable  Thèse  qu'il  soutiendra  prochainement.  On  pourrait 
craindre  qu'une  confusion  ne  tendît  aujourd'hui  à  s'établir  entre 
deux  catégories  de  questions  en  réalité  très  distinctes,  mais  l'étude 
des  travaux  originaux  ne  peut  laisser  aucun  doute  au  lecteur 
attentif. 
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RIEMANN.  —  CEuvHES  mathématiques,  traduites  par  L.  LnugeL  avec  une 
Préface  de  M.  Hermite  et  un  discours  de  M.  Félix  Klein.  In-8",  xxxv-453  p. 
Paris,  Gauthier- Villars  et  Gis;  1898. 

L^édition  française  des  Œuvres  de  Ricniann,  que  nous  devons 
à  M.  L.  Laugel,  recevra,  nous  en  sommes  assuré  d'avance,  le  meil- 
leur accueil  auprès  de  nos  lecteurs.  Comme  la  deuxième  édition 
allennande,  elle  se  divise  en  trois  Parties  comprenant  :  la  première, 
les  Mémoires  publiés  par  Riemann;  la  seconde,  les  Mémoires 
publiés  après  sa  mort;  la  troisième  Partie,  les  fragments  pos- 
thumes que  nous  devons  aux  soins  pieux  des  amis  de  Tlllustre 
géomètre.  11  nous  suffira,  pour  compléter  ce  compte  rendu  et 
pour  indiquer  dans  quelles  conditions  s^est  faite  la  publication 
nouvelle,  de  reproduire  ici  la  Préface  dont  M.  Hermite  a  bien 
voulu  la  faire  précéder. 

«  L*Œuvre  de  Bernbard  Riemann  est  la  plus  belle  et  la  plus 
grande  de  l'Analyse  à  notre  époque  :  elle  a  été  consacrée  par  une 
admiration  unanime,  elle  laissera  dans  la  Science  une  trace  impé- 
rissable. Les  géomètres  contemporains  s'inspirent  dans  leurs  tra- 
vaux de  ses  conceptions,  ils  en  révèlent  chaque  jour  par  leurs 
découvertes  l'importance  et  la  fécondité.  L'illustre  géomètre  a 
ouvert  dans  l'Analyse  comme  une  ère  nouvelle  qui  porte  l'em- 
preinte de  son  génie.  Elle  s'ouvre  avec  un  vif  éclat  par  la  disser- 
tation inaugurale  si  célèbre  qui  porte  pour  litre  :  Principes  fon- 
damentaux pour  la  Théorie  générale  des  fonctions  d'une 
grandeur  variable  complexe.  Kicmann  a  été,  dans  cet  ordre  de 
recherches,  le  continuateur  de  Cauchy;  il  l'a  dépassé,  mais  la 
reconnaissance  des  anaivsles  associe  étroitement  à  ses  travaux  ceux 
du  premier  élaborateur  de  la  Théorie  des  fonctions,  qui  avait  ou- 
vert la  voie  et  surmonté  des  obstacles  longtemps  infrancliissables 
dont  l'histoire  de  la  Science  a  conservé  la  trace.  Les  principes  de 
Kiemann  sont  d'une  originalité  saisissante;  ils  donnent,  comme; 
instrument  à  TAnalyse,  ces  surfaces,  auxquelles  est  attaché  le 
nom  de  l'inventeur,  qui  sont  à  la  fois  une  représentation  et  une 
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force  nouvelles;  ils   iiietleiil  en  pleine   lumière,  parles  notic 
profondes    de    classes    el   de   genres,    la    nature   intime,   res 
jusqu'alors  inconnue,  des  fondions  algébriques;  ils  conduiseï 
ce  nombre  extrc^memcnt  cacbé  des  modules  ou  des  constantes  c 


appartiennent  essentiellement  à  chaque  classe;    ils   définisse 
dans  le  sens  le  p]u^  général,  les  intégrales  de  première,  de 
conde  et  de  Iroisième  espèce.  Puis,  une  éclatante  découverte 
solution,  au  moyen  des  fonctions  H  généralisées,    du   problè 
général  de  Tinversion  de  ces  intégrales,  problème  résolu  seu 
ment  dans  des  cas  particuliers,  et  au  prix  des  plus  grands  eflbi 
par  (i<îpel  et   Uosenhain,  par  les  intégrales  hyperelliptiques 
premirre  class<»,  rt  par  Weiorslrass,  pour  les  intégrales  hvper 
lipticpies  d'ordre  quelconque.   Jamais,   dans  aucune  publicatiK 
matliémaliipie,  le  ilon  de   Tinvenlion  n'était  apparu  avec  plus 
puissance,  jamais  on  n'avait  admiré  autant  de  belles  conquêtes d^^ 
les  plus  dilliciles  (piestions  de  l'Analyse,  (^es  découvertes  ont 
sur  le  mouvement  de  la  Science  une  inlluence  qui  ne  s'est  pas  f^-- 
attendre:  par  une  heureuse  fortune,  qui  a  manqué  à  Cauchy,  n    ^ 
plus  éminents  g«'omèlres  c«>iitenq>orains  se  sont  eflorcésà  IVnvi  ^^ 
développer  les  principes  de  Hiemann.  d'en  pour-iuixre  les  cons*-' 
quenccN  et   d'appliquer  ses   méthodes.   La  notion  de  rinlégrati*  ^'' 
le    loMi:   d'une  tourbe   a>aît    ê\r  exposée,    >ous   la   forme  la    plit* 
siuq)le  el  la  plii^  faiijr.  av:r  «le  n(»mbreu<e'»  et  importantes  aiq»//-' 
cations  qui  en  montraient    l.i    porii'*»',  d*"*  iS-<5,  dans  un  Mémoire 
«II-  t'.aueliv  ;i\,inl  pour  litre  :    >'///•   A'.v  int*':;rftlrstirfinit*s  prixrs 
i-nirr  /A'v  lirmtt'^  itntii:^intnn'<:  mai<  elh*  rf^le  «lans  le>  mains  de 
l'illuNiir  Auteur:  elle  n'e>l  connue  ni  de  Jacol)i.  ni  d'Kisenstein, 
et    l'on   constate   a\iT   regret    maintenant  combien  elle  leur  a  fait 
detaul  :  il  tant  alteii«lrt^  \in;^l-cin4|  ans.  juMpiaux  traxaux  de  Briot 
et  Bouqui't,  pour  tprrlle  prrnne  >on  o^or  et  ravt>nne  «lans  TAna- 
l\>e.  La  noliiMi  prol'onde  »les  surf.H*e<  de  liientann.  qui  est  d'un 
accrs  ditlicile.    ^  iir.nuluit  n.his  ret:ird  et  d«tmîne  bientôt  dans  la 
>cieni'e  |>our  \    rester  à  junais.  In  instant,  je  me  <uis  arrêté  à  la 
/'mn-  /7'/.'/"//    //;/•/:.•///•//'•   l'i    à    la     i'In  »>rir    »fr<    f''»Firtti»ns   ahr- 

m 

//.////fV  qui  Niitliunriit  à  immort,ilî<t  r  leur  Auteur:  mai^  >ur  rom- 
bieu  il  .lulres  sujrts.  jirnilant  sa  trop  oomir  eanit-n',  <«•  porte  \v 
^1  iiir  du  m.MpI  :.«  omrire.  l>aii>  L*  Iraxtil  Snf  /•/  ffi**'rir  t/rs 
f"ntfi"n\   /'•;;»  X. /..•'.  <  ;.,■»     '.{    s.  •.■    ./•    'i/    x%.    il    tait  t  Miinaitre. 
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poci  r  la  première  fols,  comiiienl  se  comporlenl  les  solutions  d'une 
cc|t:ialion  différentielle  linéaire  du  second  ordre,   lorsque  la  va- 
rial>le  décrit  un  contour  fermé  comprenant  une  discontinuité,  et  il 
parvient  comme   conséquence  à   la  notion   de  grou[)e  pour  une 
telle  équation.  Le  Mémoire  Sur  le  nombre  des  nombres  pre- 
miers inférieurs  à  une  grandeur  donnée  traite,  sous  un  point 
de  vue  tout  différent  et  du  plus  haut  intérêt,  une  question  célèbre 
qui    avait  occupé  Legendre  et  Dirichlet.  L'idée,  entièrement  nou- 
velle, de  Textension  à  tout  le  plan  d'une  quantité  qui  n'a  d'exis- 
tence que  dans  une  région  limitée  se  trouve  déjà  dans  le  précé- 
dent  travail;   elle  sert  de  fondement,  elle  joue  le  principal  rôle 
dans  celle  recherche  arithmétique  sur  les  nombres  premiers.  Rie- 
jnann  l'applique  à   une  série   depuis    longtemps  considérée   par 
El^xler,  qui  est  soumise  à  une  condition  déterminée  de  conver- 
gence.  La  série  devient  l'origine  d'une   fonction  uniforme,  elle 
donne  naissance  à  une  nouvelle  transcendante  se  rapprochant  à 
certains  égards  de  la  fonction  gamma.  C'est  un  nouveau  Chapitre 
qt.iî  s^ajoute  ainsi  aux  théories  de  l'Anal)'se  et  où  M.  Hadamard  et 
•    von  Mangoldl  ont  trouvé  l'origine  de  leurs  belles  recherches. 
Mémoire  Sur  la  propagation  d^ondes  aériennes  planes, 
it^'ant  une  amplitude  de  vibration  finie,  concerne  les  questions 
délicates  et  difficiles  auxquelles  ont  donné  naissance  les  célèbres 
découvertes  de  von  Helmboltz  en  Acoustique.  Le  grand  géomètre 
était  aussi  un  physicien,  il  connaissait  les  nouvelles  méthodes  ex- 
P<^t*i mentales  et  les  plus  récents  progrès  de  la  Science;  il  dit  ce- 
pendant, avec  cette  modestie  c|ui   est    le  fond  de  son  caractère, 
avoir  surtout  en  vue  une  question  de  Calcul  concernant  les  équa- 
lions  aux  dérivées  partielles.  A  cet  égard,  on  doit  signaler  des 
résuliats  qui  sont  toujours  de  grande  importance,  une  Méthode 
pour  la  recherche  des  intégrales  des  équations  linéaires  du  second 
ordre,  sous  la  condition  (ju'elles  |)ashent  par  une  courbe  donnée,  en 
^y^nt  des  plans  tangents  donnés,  puis  aussi  la  notion  de  l'écpia- 
Uon  adjointe  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans  beaucoup  de  qucs- 
l*oas  intéressantes. 

*>   Je  m'étendrais  trop  en   voulant  encore  passer  en   revue  les 

Mémoires  Sur  T évanouissement  des  Jonctions  ^^  Sur  les  sur- 

yires  d^aire  minima  pour  un  contour  donné.  Sur  la  possibilité 

de  représenter  une  fonction  par  une  série  trigonométrir/ue :  il 
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sera'il  Irop  long  de  faire  ressortir  la  grandeur  et  la  beauté  des  ^^~ 
couvertes,  d'en  montrer  la  portée,  de  parler  des  nombreux  tra^^-^u* 
auxquels  elles  ont  donné  lieu.  Je  ne  ferai  que  menlionneir"  ^" 
quel(|ues  mots  Tadmirable  travail  Sur  les  hypothèses  qui  -^P"^'"' 
venf  de  fondement  à  la  Géométrie. 

»  L'Auteur  dépasse  infiniment  la  question  du  postulatum  d'^  M:^^^' 
clide  qui,  après  des  siècles  de  vaines  tentatives,  avait  trouvé  «-»  ^^ 
solution    dans  les    recherches   de   LobatscheOsky,    de    Bolyai ,  , 


qu'on  a  appris,   par  une  publication  du  plus  grand  intérêt  du 
M.  Slackel,   avoir  été,  pendant  toute  sa   vie,  l'objet  des  médil 
lions  de  Gauss.   Kiemann  aborde  la  considération  de  Tespace 
d'une  multiplicité  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  il  o 
établit  le  caractère  essentiel  consistant  en  ce  que  la  position  du 
point  dépend  de  ce  même  nombre  de  variables,  et  il  étudie  le.*?''^ 
mesures  dont  cet  espace  est  susceptible.  C'est  tout  un  monde  in- 
connu intéressant   à   la   fois  le  philosopbe  et  le  géomètre,   que 
s'ouvre  avec  une  extraordinaire  puissance  d*abstraction  le  merveil- 
leux inventeur.    Un  domaine  particulier  s  j  trouve  qui  se  rap- 
proche des  réalités  accessibles  à   notre  existence,   dans  ce  sens 
qu'on  y  peut  déplacer  une  figure  sans  altérer  ses  dimensions  et 
fonder  des  démonstrations  sur  la  méthode  de  superposition.  Et 
c'est  là  que  vient   s'offrir,   pour  le   cas  de  deux  dimensions,   en 
même  temps  (jue  la  Géométrie  de  Lobatschelfsky  et  de  Bolyai,  on 
la  somme  des   angles  d'un    triangle  est  inférieure  à  deux  droits, 
celle  de  Kleniann  où  elle  lui  est  supérieure. 

>»  Mellre  à  la  disposition  des  lecteurs  français  le  riche  trésor 
sur  lequel  j'ai  jeté  un  coup  d'œil  a  él<'î  le  but  de  cet  Ouvrage.  Il 
parait  avec  ranlorisalion  de  M""'  Kiemann  et  de  Téditeur  allemand 
M.  n.-(i.  Teubuer.  Il  <*st  olfert  à  M""'  Kiemann  comme  un  liom- 
mage  à  une  mémoire  immortelle  et  le  témoignage  de  la  |)lus  res- 
pectu(*ii>e,  (le  la  plus  pr(»fonde  s>mpalhie. 

»  L  impression  s'est  faite  avec  les  soins  consciencieux  que  la 
maison  <^iauthier-\  illars  consacre  à  ses  publications  matliéma- 
li(|ues,  et  les  épreuv<'S  ont  été  revues  jvee  la  plus  grande  obli- 
^ean<:e  par  M.  (îoursat. 

•»  l)*illu>lreN  (lixtiples  du  grand  géomètre,  M.  Klein,  MM.  \Ve- 
ber  et  l)edckind.  M.  Minkow.ski  ont  encouragé  et  secondé  par 
JtMir   bieuM-lllanl    eoneours  le   travail  du   traducteur,    M.    Laugel. 


Al 
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'^n*îls  rcroivcnt  rassiiraiicc  d'une  liieii  sincère  gralilnde,  el  le 
■  que  les  OKttvres  de  lUamann  servenl  de  plus  en  plus,  en 
p»ageanl  la  gloire  du  Maître,  au  progrès,  à  la  marelie  en  avanl 

<?    I  s*  Science  !   »> 


-    ISl^OCARD.  —  Notes  de  bibliographie  des  Coirbks  gkomêtrioves.  Iii-H'\ 
*-*î><3  pages  autographiées.  Bar-lc-Diic.  iinpriniorio  et  lilhoj:raphi(»  Comle- 

<c     Ce  n'est  pas,  dit  rauleur,    un  Ouvrage  livré  à  la  publicité; 
^:sl.  tout  simplement  un  cahier  de  notes,  dont  j'ai  voulu  avoir 
|tB«^lques  copies,  afin  de  pouvoir  les  coniniuni(|uer  aux  amateurs 
»«     ?>ujel,  à  qui  je  serai  heureux  d'en  adresser  Thommage,  en  les 
priant  de  me  faire  connaître  toutes  les  modifications  <|u'ils  juge- 
ront devoir  y  apporter.  » 


>es  Aotes  sont  rédigées  par  ordre  alphahétique,  et  M.  Brocard 

ïes  présente  comme  extraites  d'un  l 'ocabulairc  malht'malique  en 

préparation.  Du  reste,  le  répertoire  ne  se  horne  pas  exclusivement 

a'^X  courbes  géométriques,  comme  semblerait  rindicpier  le  litre; 

il  s^étend  à  la  nomenclature  des  Arts  et  à  celle  des  Sciences  phj- 

s»<jues;  d'un  autre  côté,  il  comprend  également  celle  des  lignes 

considérées  non  en  elles-mêmes,  mais  en  relation  avec  des  figures 

(  par  exemple,  dans  la  Géométrie  du  triangle,  cercle  d'Apollonius, 

cercle  de  Hrocard,  cercle  d'Euler,  etc.).  On  voit  quelle  |)eut  être 

rutililéd'un  tel  répertoire. 

Quoique  rAiileur  ne  le  présente  que  comme  un  avant-projet, 
son  travail  me  semble  déjà  amené  à  une  forme  digne  des  honneurs 
de  rimpression.  Je  ne  doute  pas,  en  tout  étal  de  cause,  qu'il  n'excite 
assez  d'intérêt  pour  être  ellectivement  imprimé  après  une  refonte 
facilitée  à  M.  Brocard  par  les  communications  qu'il  réclame.  Mais 
si  j'avais  un  désir  à  exprimer,  ce  serait  de  le  voir,  non  pas  dé- 
velopper son  répertoire  dans  le  sens  d'une  monographie  des 
courbes  <  ce  qui  peut  être  au  contraire  le  vrru  de  nombre  de  se> 
correspondants),  mais  de  Télendre  de  faroii  à  donner  une  partir 
plus  considérable  du  Vocabulaire  mathématique. 

1^  monographie  des  courbes  avant   reçu   un   nom   spécial   me 
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parail  cii  cflel,  pour  présenter  un  ensemble  satisfaisant,  réclamei^A 
un  ordre  méthodique,  non  alphabétique.  C'est  au  reste  sous  celles 
forme  qu'en  1894  TAcadémie  des  Sciences  de  Madrid  a   proposé-^ 
(sans  succès)  ce  sujet  d'études.  Le  choix  d'un  principe  niélliodique:^ 
de  classement  n'est  point  d'ailleurs  sans  présenter  de   sérieuses^ 
difficultés,  soit  qu'il   s'agisse  des   courbes  spécialement  dénoni — 
niées,  soit  qu'il  s'agisse  des  formes  de  générations  applicables  m 
toute  courbe  (comme  développée,  podaire,  etc.).  L'œuvre  doîl,» 
par  là  même,  présenter  un  caractère  nettement  personnel  et  exiger 
(les  recherches  approfondies,  qui  peuvent  même  conduire  à  mo- 
difier, compléter  ou  simplifier  la  nomenclature  en  usage.   Elle 
peut  donc,  si  elle  est  réussie,   honorer  grandement  son  auteur; 
mais  il  s'agit,  en  tout  cas,  d'un  travail  de  très  longue  haleine  et 
qui  ne  me  paraît  point  correspondre  à  un  besoin  pratique  urgent. 

Personne  au  contraire,  en  présence  du  développement  extra- 
ordinaire de  la  littérature  mathématique,  ne  peut  nier  l'utilité 
d'un  «  ^'ocabulaire  destiné  à  remettre  promptement  sur  la  voie 
un  lecteur  momentanément  arrêté  par  un  terme  qui  ne  lui  est  pas 
familier  ».  C'est  l'objet  que  s'est  proposé  M.  Brocard  pour  ce  Vo- 
cabulaire, mais  il  semble  désespérer  de  pouvoir  le  réaliser  com- 
plètement. Ne  pourrait-il  au  moins  étendre  aux  surfaces  et  aux 
ligures  solides  le  répertoire  qu'il  a  rédigé?  Ne  pourrait-il  y  com- 
prendre tous  les  termes  mathématiques  qu'il  aura  employés?  Nous 
aurions  ainsi  un  Vocabulaire  géométrique  à  peu  prés  complet,  ce 
qui  serait  déjà  beaucoup,  en  attendant  un  Vocabulaire  analytic|iie. 

L  lie  drlinilion  précise  pour  cha(|uo  terme,  l'énoncé  (sans  dé- 
inonstiMiion  )  (les  propriétés  essentielles,  les  léférences  bibllo^ra- 
phiipies  suflisantes  pour  orienter  le  chercheur,  voilà  tout  ce  qu'on 
peut  (l(Mnander  à  ce  \  oc.ibulaire.  i\<*  pas  vouloir  être  trop  complet 
au  premier  essai  <*t  comprendre  (|ii'il  faudra  toujours  des  supplé- 
ments serait,  je  crois,  une  condition  essentielle  pour  aboutir. 

J'ajouterai  deux  (Irsidei'nttt  <pii  me  sont  personnels.  .Nombre  de 
termes  n'ont  (junn  inléièl  historique  et  sont  tomlx's  en  désuétude, 
ou  iront  jamais  él('' adoptés  couramment.  Il  conviendrait  de  les 
distinguer  en  l(*s  marquant  d'un  astéris(pie.  Vax  second  lieu,  il 
serait  intéressant  «l'avoir,  pour  chaque  terme  qui  ne  se  transcrit 
pas  simplement,  le  mot  correspondant  dans  chacune  des  princi- 
pales langues  mathémali(pM*s.  De  la  sorte,  un  \  ocabulair<*  |)ubli('' 
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en  nraK^Çais,  par  exemple,  poiirrail  être  facilcmenl  utilise  par  les 
travail  I  l^urs  des  autres  pays.  Pall  Taisivery. 


LORE>fcZ  (L.)-  —  CEivRKS  scientifiques,  revues  et  annotées  par  H.  Falen- 
ùrt^F- ^    t  I,  9.*  fascicule  ia-8",  7.1 3-5-29  p.  Coponhîigiic,  Lelimann  et  Stage; 

Le   f^iscicule  que  nous  annonçons  aujourd'hui  termine  le  pre- 
iiûer  X'^olume  des  Œuvres  scientifiques  de  L.  Lorenz.  Il  contient 
qualre    Mémoires.  Les  deux  premiers  sont  consacrés  à  des  recher- 
ches   eiLpéri mentales  et  théoriques  sur  les  indices  de  réfraction. 
Ils  ont    été  publiés  en    1869  et  187.5  dans  les    Videnskabernes 
Selskcëbs  Skrifter  de  Copenhague;  ils  sont  accompagnés  d'un  ré- 
sumé   fScrit  par  Lorenz  lui-même  et  inséré  dans  le  Tome  XI  des 
Annales  de  Wiedemann.  Le  volume  se  termine  par  un  Mémoire 
5ur  \a    théorie  de  la  dispersion  et  un  travail   très  étendu  sur  la 
lumière  réfléchie  et  réfractée  par  une  sphère  transparente.  C'est  un 
sujet  dont  Clebsch  s'était  occupé,  sans  Télucidcr  complètement, 
dans  un  Mémoire  publié  en   i86i  au  Tome  LXI  du  Journal  de 
Crelie.  Il  a  une  grande  imporlance  pour  la   théorie  de   Tarc-en- 
c»eK  Tous  ces  travaux  sont  accompagnés  de  nonihronses  Notes 
dues  à  M.  \  aleutiner;  elles  éclaircissent  ou  complètent  dinérents 
points  du  Mémoire  original. 

A^insi  entendue,  la  publication  des  (Jl^ivres  de  Lorenz  est  de 
nature  à  contribuer  aux  progrès  à  la  fois  de  la  Physique  mathé- 
aialiqiie  et  de  la  Phvsifpie  expérimentale;  car,  dans  tous  les  tra- 
vaux dont  nous  venons  d'indi(|uer  l'objcl,  le  développement  du 
Calcul  et  (le  TAnaUse  mathémali(|uo  est  toujours  poussé  jus(prau 
noint  on  les  résullals  obtenus  peuveni  cinî  contrôlés  par  les  expé- 
riences «les  physicit^ns.  (.1.    I). 
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r.ZUBBR  (B.).  —  VORLRSI'NGEN  UBER  DIFPERENT14L- UND  INTEGRAL-RBCHKrW^ 

Hrsier  Band;  xiv-SuG  p.  in-8".  Leipzig,  Teubner,  1898. 

Os  leçons  sur  le  Calcul  difTérenliel  el  intégral  ont  élé  rédigées 
en  vue  des  élevés  des  hautes  Écoles  techniques,  auxquels  elles 
semblent  très  bien  appropriées;  d^autres,  assurément,  peuvent  en 
profiter;  les  notions  fondamentales  y  sont  développées  avec  dé- 
tail; elles  sont,  autant  qu'il  est  possible,  interprétées  géométri- 
quement. Cette  interprétation  géométrique  est,  à  coup  sûr,  néces- 
saire pour  tous  ceux  qui  étudient  les  Mathématiques;  elle  suffit 
pres(|ue  à  ceux  qui  apprennent  surtout  les  Mathématiques  pour 
les  appliipier.  De  nombreux  exemples  permettent  au  lecteur  de  se 
familiariser  avec  les  méthodes.  Le  niveau  du  Livre  est  d'ailleurs 
assez  éle\é  :  on  v  trouxera,  par  exemple,  les  propositions  fonda- 
mentales sur  les  séries  procédant  suivant  les  puissances  entières 
d'une  variable  imaginaire  et  la  définition  des  fonctions  élémen- 
taires d'une  \ariable  ct>mph-\e. 

Tout  en  interprétant  géométriquement  les  notions  et  les  pro- 
positions fondamentales*  TAuleur  n'a  pas  craint  d'introduire  cer- 
taines notions  d'ordre  abstrait,  nécessaii*es  pourdonner  toute  leur 
riiïueur  à  certaines  démonstrations  :  il  ne  craint  pas.  par  exemple, 
d'établir  qu'une  fonction  continue  dans  un  intervalle  est  uni- 
l'ormément  continue  liaus  cet  intervalle:  mais  il  ne  montre  pas 
qu'une  lonelion  lontinuc  atteint  sa  limite  supérieure.  Bien 
t|uc  cette  pivposition  >oil  indispensable  pour  rendre  entière- 
ment rigoureuse  la  «Icmonstration,  aujourd'hui  classique,  du 
tbrorèmc  de  IxolK*  '  ■.  que  l'on  df>îl  à  O.  Bonnet,  el  qui  suppose 
•^«'ulemenl  I\\iNUMîce  de  la  deiixec.  il  n  v  a  nnllement  lieu,  dans  un 
Livre  !rl  que  l\i  xoiiln  \\.  i  !/uber,  de  regarder  comme  une  «émission 
l'ab^ciu  c  d  utu'  !«lle  proposition.  J  ai  x.uilu  >t  ulcmenl  si::naler, 
par  \rl  txcniplt*.  le  qui!  x  a  de  ncccs>aircmenl  arbitraire  dans  la 
mc^uic  à  i^.irdii  lor>quvMi  c\pv^>c  le^  >u;els  de  celte  nature. 

I  a  div  iMoii  dr  1  Oii\  rji;c  e>l  contorme  aux  liabiiudcs  clas>iqucs  : 
unr  pi\îini  n'  T.isî'v*  ^r  rjppiMlc  au  i  alciil  dîlVtrculicl  prxvpreniont 


•     '■  •       ^■-  1..:      •  .1  ■  I  :  \    j  ^    -^  -      -       ^     •  -  ^.  :-ar    X|.   |»ar 
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^^t  :  dérivées,  difTérentielles  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 

^^riables,  séries  en  général,  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin, 

^ïïciions  d'une    variable    complexe,    maxima    et   minima.  Une 

^conde  Partie  contient  les  applications  géométriques  aux  courbes 

^^  aux  surfaces  :    tangentes,    asymptotes,    étude  d'une  courbe 

^^lour  d'un  de  ses  points,  contact  de  deux  courbes,  longueur 

^  Un  arc,  courbure,  courbes  enveloppes;  courbes  gauches,  pre- 

'^ 'ère  et  seconde  courbure,  formules  de  Frenct,  enveloppes,  sur- 

'^ce  polaire  d'une  courbe  gauche,  courbure  des  surfaces,  lignes 

^^  courbure,  lignes  asymptotiques,  lignes  géodésiques. 

J.  ï. 


i»o< 


CAILEV  (A.)-  —  CoLLECTED  MATHEM\TicAL  Papers.  Suppleiïienlary  VoluiTie 
containing  litles  of  papers  and  index,  ln-4'*,  vi-i4i  p.  Cambridge,  Univer- 
sily  Press,  1898. 

^ous   annoncions  dernièrement  la    fin  de  la  publication   des 
Œuvres  de  Cayley.  M.  Forsyth  a  pensé  que,  pour  faciliter  les 
recherches  dans  les  i3  Volumes  compacts  qui  composent  cet  en- 
semVAe  magistral,  des  Tables  rendraient  les  plus  grands  services; 
et  dans  le  Volume  supplémentaire  qui  vient  de  paraître  et  que 
nous  annonçons  aujourd'hui,  il  a  réuni  d'abord  la  liste  complète 
des 967  Mémoires  de  Cayley,  puis  un  index  des  matières  et  de? 
auteurs,  composé  par  M.  F.  Howard  Collius,  à  qui  tous  les  géo- 
mètres sauront  gré  de  l'utile  travail  qu'il  a  bien  voulu  s'imposer. 
Ainsi  se  trouve  complétée,  en  moins  de  dix  ans,  une  publication 
cofloniencée  par  Cajley   lui-même,  et  que  M.  Forsyth  a  tenu  à 
cceur  d'achever. 


SCHRUTER  (F.).  —  Jacob  Steiner's  Voblesuxgen  ubber  svntuetische  Géo- 
métrie. Zweiler  Theil.  Die  Théorie  dcr  Kogelschnitte  gesliilzt  auf  projec- 
tive  Eigenschaflon.  Auf  Grand  von  Universitalvorlragen  und  mil  Benutzung 
hinterlassoncr  Manuscriplo  Jacob  Steincrs.  Drille  Auflage  durckgcschen 
von  /?.  Sturm.  Un  vol.  in-8",  xvii-j38  p. 

On  sait  que  c*est  M.  Schroler  qui  a  publié  en  i8()7  la  première 
édition  des  Leçons  de  Sleincrsur  la  (iéoini'lrie  syi)th»''li(|ne;  une 
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seconde  édition  a  paru  en  1876;  elle  esl  aujourdliui  épuisée: 
M.  Schroter  est  mort  en  1892,  après  une  vie  consacrée  tout  entière 
à  la  Géométrie.  M.  Rudolph  Slurm  s'est  chargé  de  publier  la  troi- 
sième édition;  il  était  assurément  tout  à  fait  désigné  pour  cette 
tâche;  c'est  d'ailleurs  de  la  façon  la  plus  modeste  qu^il  parle  de  sa 
collaboration  :  quelques  abréviations,  quelques  remaniements, 
quelques  changements  dans  la  terminologie,  devenus  indispen- 
sables, parce  que  la  langue  de  la  nouvelle  Géométrie  s'est  peu  à 
peu  fixée,  voilà,  d'après  lui,  quelle  est  sa  part. 

Quoi  qu'il  en  soit,  en  parcourant  la  troisième  édition  de  cet 
excellent  Livre,  on  se  convainc  bien  vile  que  sa  réimpression  s'im- 
posait, en  eflTet;  qu'il  est  de  ceux  qui  ne  doivent  pas  disparaître 
sitôt  de  la  circulation,  et  (|ue  les  deux  éditions  qu^il  a  eues  n'ont 
pas  épuisé  les  services  qu'il  peut  rendre  :  le  génie  créateur  qui  l'a 
inspiré  par  son  enseignement  l'a  sans  doute  empêché  de  vieillir,  et 
cependant,  une  bonne  partie  des  matières  qu'il  contient  a  passé 
dans  l'enseignement  élémentaire,  directement  sans  doute  en 
Allemagne,  tandis  que,  en  France,  elles  provenaient  le  plus  sou- 
vent de  la  Géométrie  supérieure  ou  du  Traité  des  sections  co- 
niques de  notre  illustre  Chasles.  Si  l'exposition  que  l'on  doit  à  ce 
dernier  ne  laisse  rien  à  désirer  pour  la  richesse,  l'élégance  et  la 
clarté,  celle  qu'on  trouve  dans  les  Leçons  de  Sleinera  un  caractère 
plus  systématique.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  Sleiner  repousse, 
pour  l'étude  des  conii|ues,  remploi  du  cône  à  base  circulaire, 
parce  qu'il  oblige  à  sortir  du  plan,  et  que  la  démonstration  de  la 
proposition  réci|)roque,  tout  cône  qui  a  pour  directrice  une  co- 
nique peut  être  coupé  suivant  un  cercle  par  un  plan,  ne  se  pré- 
sente pas  d'une  façon  naturelle  :  pour  lui,  la  conique  doit  être 
regardée  coinine  l'inlersection  de  deux  droites  passant  chacune 
par  nri  point  fixe  et  (|ui  se  correspondent  liomographiquement, 
ou  comme  1  enveloppe  d'une  droite  qui  joint  deux  points  situés 
sur  deux  droiles  fixes  el  qui  s(,*  correspondent  liomographique- 
ment. Il  faut  élahlir  alors  ridenlilé  des  courbes  ainsi  définies  el 
monlrer  comment  elles  peuvent  être  engendrées  d'une  infinité  de 
façons  par  les  deux  modes  qu'on  \ienl  dediie.  La  même  tendance 
se  retrouve  conlimiellemont,  et  l'effort  pour  constituer  une  science 
toute  pure,  qui  irempniiilo  rien  aux  autres  scirnees,  est  partout 
visihN*  :  Il   n'^Mi  faut  <onlr^lci-  ni  Ir  mérite,  ni  Téilatant  sucers. 
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resle  loulefois  permis  de  se  demander  si   Texlrême  ingéniosité 
^ii'il  a  fallu  dëpt'nser  pour  introduire,  d'une  façon  toute  géomé- 
trique et  rigoureuse,  les  éléments  imaginaires  dans  la  Géométrie 
5vn(liétique,  où  ils  jouent  un  rôle  si  essentiel,  n'est  pas  la  preuve 
qu'il  V  a  un    peu  d'artifice  dans   la    pureté  originelle   de   cette 
science;  mais  cette  observation  ne  concerne  pas  les  I^eçons  de 
Sieiner. 

Une  fois  la  définition  des  coniques  justifiée,  leurs  propriétés 
se  développent  dans  une  belle  ordonnance.  C'est  tout  d'abord  les 
propriétés  d\inc  seule  conicjue,  puis  celles  d'un  faisceau  (ponc- 
tuel ou  tangentiel)  de  conicpies,  à  propos  desquelles  il  convient  de 
signaler  l'élude  des  points  d'intersection  et  des  tangentes  com- 
munes, les  problèmes  sur  la  construction  des  coniques,  et  l'inté- 
ressante solution  de  la  question  suivante:  étant  données  deux  co- 
ni4|ues  C,  C,  trouver  une  troisième  conique  F  telle  que  la  polaire 
réciproque  de  C  ou  de  C  par  rapporta  F  soit  G  ou  C;  puis  l'étude 
(In  système  polaire,  de  cette  correspondance  entre  les  |)oints  et  les 
droites  d\in  plan,  et  des  involulions  atlacbées  à  clia(|ue  point  et  à 
chaque  droite,  qui  résultent  de  la  théorie  des  pôles  et  des  polaires, 
mais  qui  peut,  comme  le  fait  Siciner,  en  être  détachée  et  être 
présentée  apriort\  au  moyen  de  deux  involulions  portées  par  deux 
droites,  et  qui  permet  ainsi  de  définir  la  conique  lieu  des  points 
qui  se  trouvent  sur  les  droites  correspondantes,  et  enveloppe  des 
droites  cpii  contiennent  leurs  points  correspondants,  lors  même 
que  cette  conicpie  est  imaginaire;  puis  enfin  l'élude  d'un  réseau 
de  conicpies  et  de  la  courbe  du  troisième  degré  (jacobienne)  cpii 
lui  est  attachée.  J.   T. 


172  PREMIÈRE  PARTIE. 

MÉLANGES. 

SUR  LES  SYSTÈMES  CYCLIQUES . 
Par  m.  g.  TZITZÉÏCA. 

Considérons  une  congnience  telle  que  la  sphère  S  décrite  sur 
le  segment  focal  FF'  comme  diamètre  soit  orthogonale  à  une 
sphère  fixe  (O).  Nous  allons  démontrer  que  la  congruence  est  c^'- 
clique,  et  que  les  plans  des  cercles  du  système  correspondant 
passent  par  le  centre  O  de  la  sphère  (O). 

Pour  cela,  supposons  que  FF'  décrive  une  développable  dont 
Tarêle  de  rebroussement  soit  tangente  en  F  à  FF'.  Alors,  la 
sphère  S  décrite  du  point  F  comme  centre  et  orthogonale  à  la 
sphère  (O)  enveloppe  une  certaine  surface  à  lignes  de  courbure 
circulaires,  qu'elle  touche  suivant  un  cercle  C,  dont  le  plan  per- 
pendiculaire à  FF'  passe  évidemment  par  le  point  O.  Il  est  clair 
encore  que  le  cercle  G  est  Tintersection  des  sphères  S  et  S. 

En  considérant  de  même  les  sphères  S'  avant  le  point  F'  pour 
centre  et  orthogonales  à  (O),  et  en  supposant  que  FF'  décrit  la 
développable  dont  Tarète  esl  tangente  à  FF'  en  F',  on  voit  que  le 
cercle  de  contact  sera  encore  le  cercle  G.  Gomme  le  cercle  C  se 
trouve  à  chaque  moment  sur  la  sphère  S  décrite  sur  FF' comme 
diamètre,  les  sphères  ^  et  i/  sont  orthogonales. 

On  a  donc  deux  familles  de  surfaces  qui  se  coupent  à  angle 
droit  suivant  des  lignes  de  courbure.  On  sait  qu'alors  ces  lignes 
de  courbure,  qui  dans  notre  cas  sont  les  cercles  G,  sont  normales 
à  une  troisième  famille  de  surfaces.  Les  cercles  G  forment  donc 
un  syslème  cjciiquc. 

IjC  système  cyclique  ainsi  obtenu  est  le  système  général,  com- 
posé de  cercles  orthogonaux  à  une  sj)hère  fixe  et  à  une  surface  ar- 
bitraire, étudié  par  Kibaucour  (Dauuoux,  Leçons  sur  /es  systèmes 
ortliogonauj'y  t.  1,  p.  56). 

Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  prouve  que  les 
normales  des  surfaces  qui  sont  telles  que  la  sphère  décrite  sur  le 
segment  compris  entre  les  centres  de  courbure  principaux  soit 
orthogonale  à  une  sphère  lixe  ou  passe  par  un  point  fixe  (G.  Dar- 


MËLANGIi:S.  17^ 

Boux,  Leçons  de  Géométrie,  l.  iV,  p.  '^l'i),  forment  une  con- 
gruence  cyclique,  et,  par  conséquent,  que  ces  surfaces  onl,  d'après 
un  théorème  connu,  même  représentation  spliériquc  qu'une  sur- 
face à  courbure  totale  constante. 


FONDATION    BENEKE. 


La  Faculté  de  Philosophie  de  l'Université  George-Auguste,  de 
Gôuingue,  publie  l'avis  suivant  : 

Fondation  Beneke. 

Le  1 1  mars  1898,  anniversaire  du  jour  de  la  naissance  du  Fon- 
dateur, Charles- Gustave  Beneke,  conseiller  au  Consistoire,  il  a  été 
publié  que,  pour  le  concours  de  1897,  2i"cun  Mémoire  n'a  été 
présenté. 

En  même  temps,  la  Faculté  de  Philosophie  a  proposé,  pour 
Tannée  1901,  le  nouveau  sujet  suivant  : 

«    Le  principe  de  continuité,  ou  encore,  plus  spécialement,  la 
représentation  par  des  fonctions  indéfiniment  dilTérentiables,  ont 
ëtc    longtemps  considérés  comme   universellement  applicables  à 
l^élude  mathématique  des  phénomènes  naturels.  Ce  postulatum  a 
été  introduit  comme  allant  de  soi  par  les  inventeurs  du  Calcul  dif- 
férentiel et  intégral;  mais  les  progrès  des  recherches  mathéma- 
tiques ont  démontré  de  plus  en  plus  qu'il  impliquait  une  grande 
quantité  d'hvpothèses  tacites  auxquelles,  dans  l'état  d'inexacti- 
tude toujours  existante  de  nos  perceptions  sensibles,  on  n'est  pas 
forcé  de  se  tenir.  Cette  conception  est  d'ailleurs  en  contradiction 
a%'cc  riiypothèse  de  la  constitution  moléculaire  de  la  matière. 

*»  La  Faculté  désire  qu'un  travail,  prenant  pour  base  Tétat  actuel 
de  la  Science,  expose  d'une  manière  généralement  intelligible  les 
«lucstions  relatives  à  ce  sujet  et  sounielte  à  un  examen  approfondi 
hi  léi^itiinîto  et  l'opportunité  des  tliéorics  habiluelles.  Ce  Mémoire 
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pourra  élrc  conçu  plus  spécialement  au  poinl  de  vue  malliéma- 
lique,  pliilosophicjuc  ou  psychologique;  ou  désire  égalemcnl  des 
études  liisloriqucs,  mais  sans  les  exi^r. 

»  Les  manuscrits  doivent  être  rédigés  dans  une  des  langues  mo- 
dernes et  nous  être  (mvo^'és  avant  le  3t  août  1900,  pourvus  d^une 
devise  sur  la  page  de  titre,  avec  une  lettre  scellée,  portant  à  l^ex- 
téricur  la  devise  du  travail,  à  Tintérieur  les  noms,  professioo  et 
domicile  de  Tauteur.  Le  nom  de  Tauteur  ne  doit  pas  être  indiqué 
d'une  autre  façon.  Sur  la  page  de  titre  doit  élre  indiquée  en  outre 
l'adresse  à  laquelle  le  travail  doit  être  renvoyé  dans  le  cas  où  il  ne 
serait  pas  jugé  digne  de  prix. 

»  Le  premier  prix  s'éh>ve  à  3.io<)  marks,  le  second  prix  à 
()8o  marks.     • 

»  l/tittrihulion  des  prix  aura  lieu  le  11  mars  1901,  en  séance 
publi(|ue  de  la  Faculté  de  Philosophie  de  Giittingue. 

»  Los  travaux  couronnés  restent  la  propriété  exclusive  de  leurs 
auteurs. 

■'  Los  autres  sujets,  pour  lesquels  les  manuscrits  doivent  être 
onvovôs  avant  le  3i  aoill  iS<)8  et  3i  août  iSç)^,  ont  été  indiqués 
précédemmoni  .  '   .  •» 

rioititi^uc.  If  11  mars  i*^r**. 

Lti  Ftirufte  *!*'  Philosophie. 

l.t'  lh,yen, 
Ct.  CoMN. 


SUR  LA  TRANSFORMATION  DE  M    LIE  ET  LES  SURFACES  ENVELOPPES 

DE  SPHÈRES; 

L    l.''*.  il^'u\  ilu*.»r<  iiion  N(i:\.int>  Nnnl  l-ion  c«»nnti<  : 


%■.■♦■;       » 


■-    ;-    -'•      :^'ir'if'.!t'/fi'S»:iir\i/i»>ifrs 

■  ■  • 

^  -  '  *  "  îl"     .€,    •>«,    /lllfffff 
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Sur  toute  surface  enveloppe  d^une  infinité  simple  de  sphères , 
ffualrc  lignes  de  courbure  non  circulaires  rencontrent  une 
ligne  de  courbure  circulaire  variable  en  quatre  points  dont 
ie  rapport  anharmonique  est  constant. 

On  a  observé  depuis  longtemps  que  la  transformalion  de 
M.  Lie,  qui  change  les  droites  en  sphères,  fait  correspondre  à 
ton  le  surface  réglée  une  surface  enveloppe  de  sphùres,  et  aux  gé- 
nératrices reclilignes  de  la  première  les  lignes  de  courbure  circu- 
laires de  la  seconde.  Nous  nous  proposons  de  compléter  celte 
remarque  en  montrant  c|ue  la  même  transformation  permet  de 
déduire  l'une  de  l'autre  les  deux  propositions  rappelées  plus  haut. 

2-  La  transformalion  de  M.  Lie  établit  entre  les  éléments  (//i,  /) 
(m  désîgnaDt  un  point  quelconque  et  t  un  plan  quelconque  pas- 
sant par  ce  point)  d'un  espace  {c)  et  les  éléments  (M,ï)  d'un 
espace  (E)  une  correspondance  telle  qu'aux  éléments  tangents 
d^iine  droite  d  de  l'espace  (<?)  correspondent  les  éléments  tangents 
d'nne  sphère  S  de  l'espace  (K). 

Les  coordonnées  (:r,  >-,  :;)  et  (X,  Y,  Z.)  des  points  ni  et  M  sont 
liées  par  les  deux  relations  (') 

\  (  X  -!-  i\  )y  —  Z  -h  c  —  o, 
/       X  -h  / Y  -4-  )' Z  —  X  —  o, 

C>es  équations  font  correspondre  à  tout  point  m[x,r,z)  une 
d  roi  le  isotrope  A,  et  à  tout  point  M(X,  Y,  Z)  wne  droite  0  apparte- 
nant à  un  certain  complexe  linéaire  C. 

l^^  sphère  S,  qui  correspond  à  la  droite  r/,  est  le  lieu  des 
droites  A  relatives  aux  difi'érents  points  de  cetttî  droite;  elle  est 
également  le  lieu  des  droites  A'  relatives  aux  dilïcrents  points  de 
la  droite  d' ^  conjuguée  de  d  par  rapport  au  complexe  C.  Knfin, 
sur  la  sphère  S,  tout  point  M,  correspondant  à  un  élément  [ni.,  t) 
de  la  droite  d,  est  à  l'intersection  des  droites  A  et  A'  relatives  au 
point   m  et  au  point  m\  intersection  du  plan  /  et  de  la  droite  d' . 

3.  A  ces  différentes  propriétés  (le  la  transformation  de  M.  Ij'e, 
fions  ajouterons  la  suivante,  qui  est  peut-être  nouvelle  : 


(  '  j    Voir  <>.   D.vunoux,  Leçons  sur  ht  Théorie  des  sur/aces  (  l\     rarlif.  p     r;'! 
il   >ni\  iJiilt'î»)- 
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Soû'tU  (f/itjft)i  (f'*2jh)^  ('^'a»  ^a)>  ('w^,  is)  quatre  éléments 
tan f^i'uls  tl* u tut  droite  d  tels  f/ue{niiy  /??„  /Wj,  w*)  =  (/|,  /j,  /s,  li;. 
//  ces  tiuutre  éléments,  il  correspond,  sur  la  sphère  S,  quatre 
points  M|,  Ma,  M3,  Mi  situés  sur  un  cercle  et  tels  que 

(  M,,  M,,  M„  M4)  =  (m,,  mi,  /ii„  m,,). 

Soiriil  ni\  \v.  poiiil  (rinlerscclion  du  plan  ti  et  de  la  droilc  //*, 
ri  À/,  Aj  l(^H  (Iroiu^K  isotropes  qui  correspondent  aux  points/?!/,  m]. 
(Iph  (IroiloH  sf  coupent  au  point  M/,  lequel,  on  I^a  vu,  correspond 
à  rrlriiMMil  (////,  ^). 

Los  <^(|unlioiis  (1)  étant  linéaires  par  rapport  aux  coordonnées 

(  A,,  A,,  Aj,  Aj  )  rr.  (/M,,  m„  wj,  m*), 
ri  dr  nu>nu» 

VA',,  A',,  Ai»  a;)  r=  (//*;,  w',,  m'^,m\). 

Or,  par  hvpolht^so, 

Vm,.  m,,  mj»  m^)  >--  ^/j.  /„  /,.  /O  =  (/ii',, /ii',,  m',,  m\). 

Par  suilo 

V  »^  ^  A|.  Aj,  Aj,  A4^  -^  v^i»  ^i»  -^i»  -^l)' 

Pour  «iclioNor  la  dèmonslralion,  nous  invoquerons  une  propriété 
oonnuo  doN  ^urùcos  du  sorond  ordre  : 

/\»,'./,*  ,\»v:.;;.c*  f',?«v«w;/r  unr  f/titi  Iri'fur  rencontre  quatre 
rx  'î*  ».»/•J,^•v  I  .\'::\':;:nrs  ^irp^9rff'nt}.ut  <i  */n  même  svsti'me  en 
«,*;*.:.*.*  •  s  •  /  V  ;  s  ,  /.  ^  *•  ;  ,'<'  *\i:t\^»':  i:n  htirmomque  est  consttt  nt  et 
,  j^* .:.',:. .  ' ,  :  r  :\  *  •  ;  .:*;'..:'-;.';/,;  ;.  ,*  ,  îV,<  7  tuitre  mènent  triées, 

>,  ,.     .    *  .:.:•■,  -,.\  A  .  1*.  li.  1,  %fu^ftre  ^tnèrairîces 

..••■.■  y  ^  y.,         .-.  A  ,  A^,  Aj,  S^  quatre  ^f-nt'- 


.    , .  .  * 


\      \       V      >  i      A      A      A 


-    ^  .     -     A..  A,   ,     A..  A.  '. 

A      A  A      A        »  X  '    ,* '.  •  .  :   >^«-»<î\V  et   ir'ar 
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Celle  dernière  propriété,  rapprochée  de  la  relation  (2),  nous 
permel  de  conclure  le  théorème  énoncé,  et  celui-ci  met  pleine- 
ment en  évidence  le  rapport  annoncé  entre  les  deux  propositions 
rappelées  an  début. 


SUR  LES  QUESTIONS  DE  MATHÉMATIQUES  PURES  QUE  SOULEVE  L'ÉTUDE 

DE  LA  N0M06RAPHIE; 

Par  m.  Maurice   d'OCAGNE. 

1 .  Le  corps  de  doctrine  qui,  sous  le  nom  de  Nomographie,  a 
pour  objet  l'étude  de  la  représentation  plane,  au  moyen  d'élé- 
menls  (lignes  et  points)  cotés,  des  équations  à  un  nombre  quel- 
conque de  variables,  puise  surtout  sa  raison  d'être  dans  les  appli- 
cations très  nombreuses  dont  il  est  susceptible  aux  branches  les 
plus  variées.  L'adaptation  des  divers  modes  de  représentation  aux 
types  d'équations  les  plus  fréquents  dans  la  pratique,  tel  est, 
avant  tout,  son  but.  Pourtant,  quand  on  le  considère  dans  sa  partie 
théorique,  il  soulève  des  problèmes  qui,  au  point  de  vue  purement 
mathématique,  ne  sont  pas  absolument  dépourvus  d'intérêt. 

2.  Sous  ce  rapport,  on  y  rencontre  trois  ordres  principaux  de 
questions.  Le  premier  vise  la  détermination  des  diflerents  modes 
de  représentation  plane  applicables  à  des  équations  d'un  nombre 
donné  de  variables. 

Ces  divers  modes  de  représentation  drrivenl  d'une  double 
notion  : 

1**  Celle  des  éléments  (lignes  ou  points)  d'un  plan  à  un  nombre 
quelconque  de  cotes; 

!2"  Celle  de  la  variabilité  de  position  les  uns  par  rapport  aux 
autres  de  plusieurs  systèmes  plans  superposas,  position  définie 
pour  chacun  d'eux  par  un  triple  contact. 

Un  Mémoire  paru  récemment  (*)  donne  une  solution  absolu- 


(  '  )  Bull,  de  la  Soc,  math,  de  France,  l.  \\\  I,  p.  iT». 
Bull,  des  Sciences  malhcm.,  2*  série,  i.  WII.  (Jiiillcl  i8()8.)  i?- 
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ment  ^én«'rale  et  complète  de  la  question,  avec  applicalion  à  la 
représentation  des  «'quations  à  trois  et  à  quatre  variables  au  moyen 
de  detiiL  plans  superposés. 

L  ne  notation  fort  simple  permet,  par  application  du  principe 
mis  en  f'vidence  par  cette  solution,  de  donner,  au  moven  d*un  très 
petit  nombre  de  signes,  le  schéma  complet  de  chaque  mode  de 
représentation. 

La  détermination  du  nombre  de  ces  modes  de  représentât  ion, 
applicables  à  des  équations  contenant  un  nombre  donné  #i  de 
variables,  constitue  un  difficile  problême  de  partition  dont  la  solu- 
tion complète  a  été  donnée.  dan>  le  cas  de  deux  plans  superposés, 
par  le  Major  P.- A.  Mac-Malion  *).  La  méthode  suivie  par  le 
savant  algébriste  anglais  peut  d'ailleurs  s'étendre  à  un  nombre 
quelconque  de  [tlans. 

3.  Lorsque  l'on  considère  un  mode  île  représentation  appli- 
cable il  des  équations  contenant  un  certain  nombre  de  variables,  il 
est  très  facile  de  construire,  an  moven  de  fonctions  arbitraires,  le 
tvpe  correspondant  de  ces  éi|uations. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  du  tvpe  des  équations  à  trois  variables 
repn'senlables  par  rali,:;nemeiit  de  trois  points  à  une  cote,  on  a 
immédiatement 

Si  lieux  de>  trois  svilèines  de  poiiilN  à  une  cote  sont  distribués 
sur  deux  droites  parall»'le>.  on  a  le  t\pe 

S  ils  Niiîii  iii^lrîlMir<^  viir  trois  droites  parallèles,  on  a  enfin 

i^>iiainl  il  >\mirj  d  t-qualions  à  un  plii>  j;rand  nombre  de  varia- 
bles, et  d'autns  nm je>  «le  représentaliiui,  la  f(»rnie  des  équations 
rorrespondanles  pourra  rire  plus  eompliquéê.  mais  il  sera  tou- 
jours fa:'ilo  lit»  l'oltliMiir. 


i     •  liitlL  >It-  l.i   \or.  f„>i!h.  de  France,  l.  WVI.  y,  j-. 
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L^étude  de  détail,  qui  fait  le  principal  objet  de  la  Nomographie, 
permet  de  reconnaître,  pour  les  équations  de  forme  usuelle,  les 
types  auxquels  on  peut  les  rattacher  et,  par  suite,  les  modes  de 
représentation  qui  leur  sont  applicables. 

Mais,  théoriquement  au  moins  —  et  c'est  en  cela  que  consiste  le 
second  ordre  de  questions  visé  plus  haut  — ,  le  problème  peut  se 
poser  de  déterminer  les  équations  aux  dérivées   partielles   qui 
doivent  être  satisfaites  pour  qu'une  équation  quelconque  donnée 
puisse  être  mise  sous  la  forme  correspondant  à  un  mode  déterminé 
de  représentation.  Ces  équations  aux  dérivées  partielles  résultent 
de  Télîmination  des  fonctions  arbitraires  du  type  proposé.  Théo- 
riquement, le  Calcul  différentiel  offre  le  moyen  d'effectuer  une 
telle  élimination,  mais  la  mise  en  œuvre  de  ce  moyen  comporte 
généralement  des  calculs  d'une  complication  rebutante  et  dont  on 
ne  peut  guère  venir  à  bout  que  grâce  à  des  artifices  spéciaux. 

De  telles  solutions  ont  été  obtenues  respectivement  pour  le 
type  (2)  ci-dessus  par  M.  Massau  (*)  et  par  M.  Lecornu  (^),  pour 
le  Ij'pe  (3)  par  le  comte  Paul  de  Saint-Robert  (^). 

La  question  reste  encore  à  résoudre  pour  le  type  (1)  qui  com- 
porte, comme  on  voil,  l'élimination  de  six  fonctions  arbitraires. 

4.  Knfin,  un  troisième  ordre  de  problèmes  dérive  de  la  consi- 
dération suivante  :  on  peut,  dans  un  type  donné  d'éqnalion,  com- 
portant un  certain  mode  de  représentation,  particulariser  la  nature 
des  fonctions  arbitraires  qui  y  interviennent;  supposer,  par 
exemple,  que  ce  sont  des  polynômes  algébriques  de  degré  déter- 
minéy  mais  dont  les  coefficients  restent  quelconques,  polynômes 
que  nous  appellerons  composants  du  type  considéré.  Si  Ton  déve- 
loppe alors  le  premier  membre  de  l'équation,  on  obtient  un  cer- 
tain polynôme  et  la  question  se  pose  dès  lors  de  chercher,  une 
équation  algébrique  de  même  forme  étant  donnée,  à  obtenir  les 


(  •  )  jMénioire  sur  r Intégration  graphique,  Liv.  III,  Cliap.  Ifl,  n*  178. 

("i)  Comptes  renduSf  J..  Cil,  p.  8i5;  i8S(j.  Le  type  i^Jt)  csl  envisagé  à  ces  deux 
entJroits  coriinie  celui  des  é({ualions  auxquelles  esl  applicable  le  principe  de  Tana- 
in4>rpiiose  de  Lalannc. 

(»)  Meniorie  delta  H.  Ace.  di  Jorino,  l.  \\V,  p.  53  (1871).  Le  type  (3)  esl 
en^  i^dfZ^^  dans  celle  Noie  comme  celui  des  cqualions  rcprésentahics  au  mu\en  de 
lêsle»  à  calcul. 
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polynômes  composants  et  à  reconnaître  sous  quelles  conditions 
tous  leurs  coefficients  sont  réels,  ce  qui,  en  l'espèce,  est  évidem- 
ment indispensable.  Cette  recherche  conduit  à  des  problèmes 
d'Algèbre  qui  ne  laissent  pas  d'être  délicats.  Elle  se  trouve  poussée 
à  fond  en  ce  qui  concerne  les  équations  si  importantes  du  tjpe  (i) 
ci-dessus  [dont  les  types  (2)  et  (3)  ne  sont  que  des  cas  particu- 
liers], lorsque  tous  les  polynômes  composants  sont  du  premier 
degré,  dans  un  Mémoire  inséré  l'an  passé  aux  Acta  maifiema^ 
tica  (*).  En  se  reportant  à  l'endroit  cité,  on  veira  combien,  même 
en  ce  cas  relativement  simple,  la  discussion  du  problème  exige  de 
soins. 

Il  s'en  faut  de  beaucoup  que  ce  qui  précède  comprenne  toute  la 
part  qui  revient  aux  Mathématiques  pures  dans  le  domaine  de  la 
Nomographie.  Mais  ce  sont  là  les  questions  d'un  intérêt  primor- 
dial auxquelles  elles  doivent  surtout  s'attacher,  le  but  de  la  Nomo- 
graphie pouvant  être  entièrement  défini  par  les  deux  énoncés  que 
voici  : 

i"*  Reconnaître  et  classer  tous  les  modes  possibles  de  représen- 
tation plane  des  équations; 

i'^  Une  équation  étant  donnée,  voir  quels  sont  ceux  de  ces 
modes  qui  lui  sont  applicables,  de  façon  à  choisir  parmi  eux  celui 
qui  oOTre,  en  IVspoce,  le  plus  d'avantages. 

La  mise  en  œuvre,  dans  chaque  cas  particulier,  des  principes 
ainsi  déoouxerts  o\i::o  encore  rinierventioo  de  notions  matliéma- 
tivjuos  qui  otVront  aussi  uu  intôrot  intriuscque,  mais  nous  ne  pou- 
xons,  dans  ci»Uo  courte  Noie,  entrer  dans  aucun  détail  à  ce  sujet. 
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SCHELL  (W.).  —  Allgemeine  Théorie  der  Curven  doppelter  Kkummung 

IN     RB1!V     GEOMETRISCIIER    DaRSTELLUNG    ZUR   EiNFÛHRUNG    IN   DAS    StUDILM 

DER  CuRVBNTHEORiB.  Zweito  ervvoiterlo  Auflage.  In-8",  viii-i63  p.  Leipzig, 
Teubner;  1898. 

11  nous  suffira  de  signaler  celle  deuxième  édilion  d^un  Ouvrage 
dans  lequel  M.  W.  Scliell,  professeur  à  TÉcole  Technique  de 
Carlsruhe,  et  bien  connu  de  nos  lecteurs  par  son  Traité  de  Mé- 
ccinique{*)j  expose j  sans  faire  appel  aux  métliodcs  analytiques  et 
par  une  voie  purement  synthétique,  les  principales  propriétés  in- 
finitésimales des  courbes  à  double  courbure. 

Après  avoir  signalé  les  propositions  qui  se  rattachent  à  Tinlro- 
duction  de  la  tangente,  du  plan  osculatcur,  de  la  normale  princi- 
pale, Tauleur  étudie  Tenveloppe  des  plans  normaux,  les  dévelop- 
pées, la  sphère  osculatrice,  la  surface  rectifiante,  la  surface  des 
normales  principales  dans  une  courbe  absolument  arbitraire.  Il 
applique  ensuite  les  résultats  obtenus  à  Tctude  des  courbes  dont 
la  courbure  est  constante,  et  plus  généralement  à  l'étude  des 
courbes  de  M.  Bertrand,  etc.  L'Ouvrage  se  termine  par  deux  Cha- 
pitres, dont  Tun  traite  des  surfaces  développables  passant  par  la 
courbe,  et  qui  sont  telles  que  par  leur  développement  sur  le  plan 
la  courbe  se  transforme  en  un  cercle.  L'autre  traite  des  dévelop- 
poïdes  de  Lancret,  c'est-à-dire  des  courbes  dont  les  tangentes 
rencontrent  une  courbe  donnée  sous  un  angle  constant.  Cette 
théorie  aurait  gagné  en  intérêt  et  en  simplicité  à  être  rapprochée 
de  celle  des  développées  des  surfaces  enveloppes  de  sphères;  mais 
Tautcur  avait  annoncé  l'intention  de  Timiter  son  étude  aux 
courbes  gauches.  Cette  nouvelle  édilion  de  son  Ouvrage  sera  lue 
avec  intérêt  par  les  étudiants  qui  désirent  ne  pas  se  livrer  aveu- 
glément au  Calcul  et  s'initier  à  la  connaissance  des  méthodes 
svnthétiques. 


t  •  )   T/ieorie  der  Bewegung  und  der  Kràftc.  Leipzig,  Tcubncr;   187Î). 


ifull.  des  Sciences  nidthétn.,  -»*■  séiif,  i.  Wll.  (  Aoùl  iS(|.s.)  i.î 
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WEBER  (11.)-  —  Leiirbucii  der  Algebr4.  Un  vol.  in-8%  xv-703  p.  Braun- 

schweig,  Vieweg,  1898. 

C'est  un  heureux  résultat,  pour  un  Traité  d' Algèbre j  que 
d'arriver  en  quatre  ans  à  une  seconde  édition.  La  faveur  qu'a  ren- 
contrée le  Livre  de  M.  Weber  n'étonnera  pas  ceux  qui  ont  lu  cet 
important  exposé  de  questions  trop  peu  étudiées  en  France  :  il 
est  permis  de  regretter  que  Ton  ignore  à  peu  près,  dans  notre 
pays,  cette  théorie  des  corps  algébriques,  où  les  maihématicieDS 
allemands  ont  trouvé  la  matière  de  si  nombreuses  découvertes,  et 
de  souhaiter  que  la  lecture  de  l'Ouvrage  de  M.  Weber  contribue 
à  faire  cesser  celte  ignorance. 

Les  sujets  auxquels  est  consacré  le  premier  Volume  :  délermi- 
nanis,  propriétés  des  équations  algébriques,  et  même  théorie  de 
Galois,  sont  plus  familiers  aux  lecteurs  français  et,  d'autre  part, 
les  changements  qu'y  apporte  la  seconde  édition  sont  moins  im- 
portants que  ceux  qui  nous  sont  annoncés  pour  le  Tome  second. 

Néanmoins,  en  même  temps  que  plusieurs  Chapitres  ont  été 
revus  au  point  de  vue  de  la  rigueur  ou  de  la  clarté,  un  certain 
nombre  d'additions  intéressantes  ont  été  opérées,  particulièrement 
dans  la  théorie  de  l'élimination,  où  l'on  remarquera  une  manière 
nouvelle  et  intéressante  de  présenter  l'élimination  de  deux  incon- 
nues entre  trois  équations. 


J.  TANNIîRV  cl  .1.  MOLK.  —  Éléments  de  l.v  théorie  des  fonctions  el- 
MPTioiKS.  Tome  III  :  Calcul  intégral  (I*^  Partie).  —  Théorèmes  généraux. 
Inversion.  1  vol.  in-S".  viii-^GS  p.  Paris,  (iaiilliicr-Villars  et  fils,  i8y8. 

Les  deux  premiers  Volumes  de  TOuvrage  de  MM.  Tannerv  et 
Molk  étaient  consacrés  au  Calcul  différentiel,  c'est-à-dire  que 
les  résiiIlHls  obtenus  étaient,  d'une  façon  presque  exclusive,  dé- 
duits de  la  définition  de  la  foucliou  rin^  au  moyen  d'identités 
analvtiques. 

Dans  e(î  nouveau  Volume,  les  auteurs  suivent  une  tout  autre 
voie  :  iU  a|)|)li(|ueiil  à  la  théorie  des  fonctions  doublement   pério- 
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ilic|iies  les  propositions  fondamentales  de  Cauclijsur  les  intégrales 
prises  entre  des  limites  imaginaires  et  retrouvent  tout  d'abord  les 
ihéorèmes  généraux  de  Liouviile  et  la  proposition  capitale  de 
M.  Hermite  relative  à  la  décomposition  des  fonctions  doublement 
périodiques  en  éléments  simples. 

La  première  Partie  du  Volume,  intitulée  :  Théorèmes  géné- 
raux^ est  consacrée  aux  applications  des  propositions  que  nous 
venons  de  rappeler,  en  particulier  aux  développements  en  séries 
entières  et  en  séries  Irigonométriques.  Elle  se  termine  par  un  Cha- 
pitre dans  lequel  les  auteurs  traitent  magistralement  le  problème 
général  de  l'intégration  d'une  fonction  doublement  périodique  le 
lon<;  d'un  chemin  arbitrairement  fixé. 

I.^  seconde  Partie  est  consacrée  à  V Inversion,  Ce  problème  dif- 
ficile est  résolu  par  MM.  Tannery  et  Molk  d'une  façon  rigoureuse 
autant  que  simple  dans. tous  les  cas  possibles,  et  les  formules  sont 
appropriées  aux  calculs  numériques. 

On  peut  dire  sans  crainte  que  cette  partie  de  l'Ouvrage  est  faite 
pour  satisfaire  absolument  les  esprits  avides  de  précision,  qui  ne 
se  contentent  pas  d'apercevoir  une  solution,  mais  qui  veulent  aller 
au  fond  des  choses  et  arriver  au  calcul  effectif  des  inconnues.  La 
part  personnelle  des  auteurs  y  est  considérable,  et  si,  comme  il 
semble,  ils  se  sont  attachés  d'une  façon  plus  particulière  à  donner 
du  problème  de  l'inversion  une  solution  claire  et  générale,  leurs 
eHorls  ont  été  complètement  couronnés  de  succès.  Comme  prè- 
céiJeininent,  nous  allons  analyser  successivement  d'une  façon  suc- 
cincle  les  différents  Chapitres  de  l'Ouvrage. 

La  première  Partie  :  Théorèmes  généraux,  comprend  six  Cha- 
pitres. 

Chapitre   1.  —  Applications  du  théorème  de  Cauchy  sur  les 
intégrales  dUine  fonction  d^ une  variable  imaginaire, 

1.  On  obtient  une  égalité  fondamentale  en  appliquant  le  thco- 
rènne  de  Cauchjr  au  parallélogramme  des  périodes,  dont  les  som- 
mets successifs  sont  z/q,  ^/o-h  2(.)|,  ^/o-f- i>-w, -h  2(1)3,  ^/o-4-2W3;  la 

partie  réelle  de  — -.  est  supposée  positive,   afin  que  le   parallélo- 

•^ramine  soit  ainsi  parcouru  dans  le  sens  direcl. 


l 
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En  particulier,    si    Ton   applique  cette  formule  à  la    fonction 
Ç(z/),  on  retrouve  l'égalité 


Une  fonction  doublement  périodique  ordinaire  est  une  fonc- 
tion univoque  qui  n'a  d'autres  singularités  que  des  pôles.  Pour  une 
telle  fonction /(a),  la  somme  des  résidus  à  Tinlérieur  du  parallé- 
logramme des  périodes  (et  dorénavant  nous  sous-entendrons  ce 
fait  que  Ton  reste  à  l'intérieur  de  ce  parallélogramme)  esl  nulle; 
le  nombre  des  zéros  esl  égal  à  celui  des  pôles  (deux  au  moins);  la 
somme  des  zéros  diminuée  de  la  somme  des  pôles  est  congrue  à 
zéro  (modd.  2  0),,  20)3);  l'équation /(w)  —  C  =  o,  C  étant  une  con- 
stante, a  autant  de  racines  que/(i/)  a  de  pôles,  et  la  somme  de  ces 
racines  est  constante. 

Ce  sont  là  les  théorèmes  de  Liouville. 

2.  L'application  de  la  formule  fondamentale  à  la  fonction 
f{u)'C{x  —  u),  X  étant  quelconque,  conduit  à  la  formule  de 
M.  Herniite,  ou  de  décomposition  en  éléments  simples, 

/(H)  =  c  H-^f  At''Ç(i/  -  ai)  +  A',"Ç'(«-«t/)-+-...-4-  Ai/;L, !;<»•-«>(« -a/)], 

1  =  I 

les  Qi  étant  les  v  piMcs  distincts  dey*(w),  d'ordres  de  .multiplicité 
a/,  et  les  \^'^  étant  tels  qu'aux  environs  de  ai  on  ait 

/(«,  +  /,)  =  A<"  \  +  A/> (7,)'+ Ai"  (y +•  • .+  Ay;L, (i)"'~"  -^- ^(A). 

Uécipro([uenienl,  celle  formule  définit  une  fonction  doublement 
périodique  si  la  somme  des  résidus  SA^'^  est  nulle. 

Celle  déconiposilion  est  unique;  elle  permet  l'intégration  de 
/(  w)  puisque  ^(  ^/  —  n)  esl  la  dérivée  de  log^(//  —  r/). 

\\.  Une  fonclion  doublement  périodique  de  seconde  espèce  est 
une  fonction  univoque,  sans  autres  singularités  que  des  pôles, 
telle  que 

7i{  w  -4-  2 (o,  )  =  |Ji,  .T(  u  ),  J(  u  -f-  X  (03  )  =  ;jL3  J(  u  ). 

Eu    uiulliplianl  la  fonction  par  une  cxponenlielle   convenable. 
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on  peut  toujours  la  rendre  réduite,  c'esl-à-dire  telle  que  [jL|  =  i. 

La  dérivée  logarithmique  de  J(w)  est  doublement  périodique 
de  première  espèce;  donc,  pour  J(w),  le  nombre  des  zéros  est 
égal  à  celui  des  pôles. 

L^exponentielle  e*'""^^'est  la  seule  fonction  transcendante  entière 
doublement  périodique  de  seconde  espèce. 

Si  Ton  a 

C  =  7-(T,,logfis— Tflalogfii),  Mo=  7-  (wjlogfx,  — o),  logfia), 

*ir  ITT 

on  obtient  pour  ^(1/)  une  décomposition  en  éléments  simples, 
identique  à  celle  du  numéro  précédent,  l'élément  simple  Ç(w) 
étant  remplacé  toutefois  par 

Ceci  suppose  du^  7^0;  mais  si  Ton  avait  du^  =  o,  S{u)  serait  le 
produit  d'une  fonction  de  première  espèce  par  une  exponen- 
tielle. 

Si  les  pôles  et  les  zéros  de  J'(tt)  sont  les  a  et  les  6,  on  a 

Z^^^ZJ^=  ~  (wslogfjii  —  wi  logfia)  (modd.2a>,,  20)3). 

Si  A(//,  Mo)  désigne  ce  que  devient  A'*[u)  pour  C=  —  Z,{uq)^ 
on  a  une  fonction  particulière  jouissant  de  propriétés  intéressantes 
indiquées  par  MM.  ïannery  et  Molk. 

-4.  Une  fonction  doublement  périodique  de  troisième  espèce  est 
une  fonction  univoque,  sans  autres  singularités  que  des  pôles, 
telle  que 

on  a 

h  étant  entier. 

Si  M f  =  N|  =  o,  la  fonction  est  réduite  :  on  peut  toujours  ré- 
duire ^*(w)en  la  multipliant  par  une  exponentielle  de  la  forme 
^ %//»-»  B//-t-c^  Le  nombre  h  est  Tcxccs  du  nombre  des  zéros  sur  le 
nombre  des  pôles  de  ^(//);  si  les  a  cl  les  b  désip^ncnl   les  pôles 
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et  les  zéros  de  W  (m),  on  a 

^  g  —  \6^/rcoi ^A-^         (modd.  2(1)1, -2CO3). 

On  trouve  ces  théorèmes  en  appliquant  la  formule  fondamen- 

taie  de  Lauchy  aux  tondions  -rr: — -  et  u  „,,    '> 

La  fonction  transcendante  entière  de  troisième  espèce  la  plus 
générale  est  de  la  forme 

où  <!>(//  -h  C)  est  la  fonction  <I>  de  M.  Hermile  pour  h  zéros. 
Si  l'on  pose 

F(w,  w)  =  —^   >  ûr"'* , 


/  7t  iTtw 


OÙ  X  =  e^%  y  =  e  ^'  ,  on  définit  une  fonction  de  u  propre  à  ser- 
vir d^élément  simple  pour  la  décomposition  des  fonctions  de 
troisième  espèce,  ainsi  que  Ta  montré  M.  Appell. 

Si  A  >  o,  et  si    la  fonction  ^(u)  est  réduite  aux  mulliplica- 

tcurs  I  et  e     ***'  ,  on  a,  comme  antérieurement, 


I  =  V 


1  =  1 


^{u)  étant  une  fonction  <I>  de  M.  Hermite  à  h  zéros. 

Si  h<^o,  on  a,   pour  une  fonction  ^^(u)  réduite  aux    mêmes 
multiplicateurs,  la  formule 


;  —V 


1"(")  =-2][B!)"F(«''  ")  +  BV'F'(a„«)  +  ...+  Bi[;_,F(«.-"(a.-,  «)], 


l:=l 


les  B^'^  élant,  comme  les  A^'^  de  la  formule  précédente,   des  con- 
stantes convenables  et  F^PUa;,  tf)  désiernant  la  valeur  de ,  "»<^') 

quand  on  y  fait  u  =  ^,,  iv=  it. 

Le  cas  de  /i  =  o  est  inutile  à  considérer,  et  des  formules  précé- 
dentes on  peut  lirer  la  forme  g^énérale  des  fonctions  de  troisième 
espèce. 
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o.  En  meltant  à  la  fols  les  zéros  et  les  pôles  en  évidence,  Tex- 
pressîon  générale  d'une  fonction  de  première  ou  de  seconde  es- 
pèce esl 

c^{u  —  ai)^{u  —  «2).  •  •3'(w  —  av) 

Si  la  fonction  est  de  première  espèce,  et  si  2a=:2&i,  on  a 
C=  o. 

Une  fonction  de  troisième  espèce  sera  de  la  forme 


<^(u  —  ôi). .  .^(  u  —  bp) 
ou  encore 


C ( M  —  ai), .  ,^(u  —  av ) 


^^jk)(fi)  désignant  la  fonction  de  M.  Hermite  à  h  zéros.  Pour  les 
fonctions  de  première  espèce,  on  a 

A  =   B  =  o,  C   rr:    D. 

Chapitre  11.  —  Applications  de  la  formule  de  décomposition 

en  éléments  simples, 

1.  Les  conséquences  de  la  formule  de  décomposition  en  élé- 
ments simples  sont  nombreuses.  En  particulier,  elle  conduit  direc- 
tement aux  relations  connues 

<^{u  -^  a)^(u  —  a) 
=  j)a  —  }^u. 


'±ii  =    {n3//  _ 


De  même,  les  formules  relatives  à  la  division  par  n  de  l'une  des 
périodes  se  présentent  comme  d'elles-mêmes,  et  Ton  en  déduit  les 
formules  de  multiplication  pour  les  fonctions  <i^  Ç,  j)  ;  ces  dernières 
formules  peuvent  être  obtenues  tout  aussi  facilement  par  une  voie 
directe. 

2.  Les  fonctions  Ç,  sn,  en,  du,  traitées  de  la  même  manière,  con- 
duisent de  la  façon  la  plus  simple  aux  formules  déjà  connues  et  à 
des  formules  nouvelles  intéressantes. 
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3.   Dans  ce  paragraphe,  les  auteurs  indiquent  comment  on 
veloppe  suivant  les  puissances  de  u  les  fonctions  pu^^u^  ^m,  i^ 

plus  |;onéralcinenl  /(//,  */o)  =  e"^'^***  — ~ — —»  *X>(Uj  Ma);  coi 

monl  on  trouve  Tcxprcssion  de  p" u  en  fonction  linéaire  de  pu 
de  ses  dérivées  ;  les  expressions  de  p^"^  u  en  fonction  de  pu  eip' 
romnient  enfin  on  exprime  j)^''*(tt  —  a)  en  fonction  de  pw,  |> 
p'f/,  p'd,  el  rummenton  en  déduit  les  valeurs  des  intégrales 

^    -  f        ^" 

"      J    ipu-pay 

i.  Dos  dôveloppemenis  précédents,  on  déduit  les  développe- 
nuMUs  on  séries  entières  des  fonctions^,  su,  cn«  dn;  les  expressions 
linéaires  dos  dérivées  do  ces  fonctions  au  moven  de  leurs  puis- 
>auoos«  ol  invorsomont  les  expressions  linéaires  des  puissances  de 
oos  fondions  au  movon  do  leurs  dérivées,  et,  par  suite,  les  inlé- 
4;  rai  os  do  ces  puissances. 

o.  ioi«  MM.  Tannorv  et  Molk  montrent  comment  M.  Hermite  a 
pu  oaloulor  lo  dévoloppemont  en  série  entière  de  la  fonction  en 
01  «  |var  suite,  do  du  et  do  sn«  on  se  servant  de  la  transformation  de 
l.andou. 

1k  IVins  00  dornior  parajiraplio.  la  métliodo  do  décomposition 
on  olomonls  simplo<  osl  applivjuoo  aux  fondions  de  Jacolii.  Les  pé- 
rioiloH  M»nl  jK  ol  >;K  .  d  il  o<l  oon\onaMo  d'inlroduîre  comme 
oIrnuMU  NU«plo  la  fo  no  lion  /.  :.  .  taoilo  à  déxoloppor  on  série.  En 
mé:n;'  lo;np^.  i^n  inlv-vliiit  lo<  noîalions  K,  K  ,  do  Leçon dro. 

i ^ï  \ V  i  v»  ï    I M         S. , ; ;c*    :\- V  : ^   /  '•c* .»?r ?■  ^  ::'  ntraux . 

MM     r.îur.ir\    *:   ^Lv^  dv:nv^r.:r\r.:  àalv^rvl  q;u   toute  fonction 

*! X* u b ' 0 : V. c ■*  :  i ' v  •.  :  .^ .\  i .\  •.; 0  vi .:  ^ .v  vv^  l    - -.1  r\*  \  .  r i îî c  r. n 0  éq nation  d e 
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ou 


suivant  que  ses  pôles  sont  distincts  ou  confondus. 

Si  maintenant  f{u)  est  une  fonction  du  second  ordre,  toute 
fonction  doublement  périodique  ^(u)^  aux  mêmes  périodes,  s'ex- 
prime rationnellement  au  mojen  de  <f{u)  et  de  ^'{u). 

En  particulier,  on  a 

A-4-Bp'a 


*(/!)  = 


D 


A,  B,  D  étant  des  polynômes  en  pu. 

Knlre  deux  fonctions  doublement  périodiques,  admettant  les 
mêmes  périodes,  existe  une  relation  algébrique. 

Si  deux  fonctions  doublement  périodiques,  à  périodes  non 
identiques,  sont  liées  par  une  relation  algébrique,  les  quatre  pé- 
riodes se  réduisent  à  deux,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  des  fonctions 
linéaires  à  coefficients  entiers  de  deux  périodes. 

Si  deux  fonctions  doublement  périodiques  ont  les  mêmes  pé- 
riodeSy  une  troisième  fonction  de  même  nature  s'exprime  ration- 
nellement au  moyen  des  deux  premières  (en  général). 

Xoute  fonction  doublement  périodique  a  un  théorème  algé- 
brique d'addition,  c'est-à-dire  que  F(w-f-i^)  est  une  fonction 
algébrique  de  F(i/)  et  F{v). 

Xoute  fonction  doublement  périodique  a  un  théorème  algé- 
brique d'addition  univoque,  c'est-à-dire  queF(u-^i^)  est  une  fonc- 
tion rationnelle  de  F(w),  F{ç)^  F'(")i  F'(^)- 

Xels  sont  les  théorèmes  fondamentaux  établis  dans  ce  Cha- 
pitre sans  faire  appel  à  la  théorie  des  fonctions  analytiques. 

Chapitre  IV.  —  Addition  et  multiplication, 

I.  Après  avoir  rappelé  les  formules  d'addition  relatives  à  pu 
et  déjà  établies,  les  auteurs  développent  les  conséquences  de 
ridentité 


I      pu    p'u 


I      pa     p  a 

If      ph     p'h 


'?.r(a  —  b)^iu  —  a)  ^{u  —  ù)^(u  -\-  a  H-  b) 
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cas  parliculier  de  ridenlilé  plus  générale 


I      puo     p  Uo 
I     pui     p'ui 


»f/i-r 


Uo 


p(/»-1'M, 


I       i>  W/i      r  W/i 


►'«-»'*/« 


^  S-"-^»  I/o  3''»-^'  Mi  .  .  .  O'"-^*  Un  ^ 

2.   Pour  //o=  //,  Ui  =  «-+-/*,  . . .,  ///i  =  w  -h  /lA,  et  /«  tendant 
vers  zéro,  Tidcnlilé  précédente  devient 


^(  nu) 


(—  I  )« 


-I 


pu         pu 
p' u         p'^u 


[i!  'i!  ...(/*  — i)!|« 


»(/i-i' 


(A) 


a    p^"'  M 


•  •  •  • 


,(111-3) 


U 


Après  avoir  mis  en  évidence  les  propriétés  des  fonctions  M*,,(  w), 
cl  les  moyens  de  les  calculer,  MM.  ïannerj  el  Molk  déduisenl  de 
la  formule  précédente  la  formule  de  multiplication  pour  j>£i,soit 


p(nu)  —  pu  =  — 


n'n^,(U)W„-i<U) 


3.   Les  généralités  sur  les   théorèmes  d'addition   relatifs    aux 

fonctions  Ç,  sn,  en,  dn,  terminent  le  Chapitre. 

(Chapitre   V.    —   Déieloppemcnls  en  séries  trigonomélriques. 

1.  Aprrs  avoir  défini  une  fonction  Is(i'),  qui  est  formée  avec 
les  valeurs  de  logsini',  de  façon  à  devenir  une  fonction  holomorphe 
dans  le  plan  coupé  par  les  segments  qui  vont  de  o  à  —  ao  el  de  i 
à  -h  X  suivant  Taxe  des  quantités  réelles,  MM.  Tannerj  el  Molk 
établissent  les  développements    trigonométriques   des    fonctions 

log27a(r),  log^^/,  log^s-a//,  ^-,^»  '^.ti,  ^oLff,  J^//,  p{(i  4-  co»),  elc. 

Les  conditions  de  convergence  <le  ces  séries  sont  établies  avec  le 
plus  gran<l  soin,  el  la  signification  des  symboles  ambigus  qui 
peuvent  v  entrer  est  fixée  do  la  façon  la  plus  précise. 


2.    Dans   cv   paragraphe  sont  établis  à    l'aide  du    calcul    d'une 
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Qiégrale    définie,   Irois   développemenls    IrigODomélriques  diflTé- 

rents     pour    chacune  des   seize   tondions  ■  V   -',   parmi    ces 

développemenls,   il   en  existe  de  1res  rapidement  convergents, 
qui     conviennent,    par    suite,    aux   calculs   numériques.    On    en 

déduit  des  développements  pour  les  fonctions ?:^^ — ->  ^^,      (;ji=zéi), 


S"— y    "^Ti r  >    a  V  {  il)%    .... 


3.  Les  développements  précédemment  obtenus  en  fournissent 
d*aulres  en  grand  nombre  pour  les  constantes  successivement  intro- 
duites dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  ces  nouvelles  for- 
mules trouvent  leur  place  dans  ce  paragraphe. 

Chapitre  VI.  —  Intégrales  des  fonctions  doublement 

périodiques, 

1.  Il  suffit  de  savoir  intégrer  la  fonction  JJ(// — rt),  d'après  la 
formule  de  décomposition  en  éléments  simples  :  en  effet,  les 
parties  d^une  intégrale  qui  sont  fournies  par  les  termes  tels  que 
Ç(/«)(^/  —  a)  ne  dépendent  que  des  limites  et  non  du  chemin  d'in- 
tégration. 

Comme  on  a 

où  //  =  VLViùt.  il  suffit  de  savoir  intégrer  la  fonction  t-^ — - 

Dans  ce  premier  paragraphe,  MM.  ïannery  et  Molk  montrent 
comment  on  calcule  les  intégrales  des  fonctions  que  nous  venons 
d*indiqucr,  prises  le  long  d*un  segment  rectiligne  joignant  deux 
points  congrus  (modd.?. a)|,  20)3). 

2.  Quand  le  chemin  d'intégration  esl  quelconque,  ne  passant 
par  aucun  pôle,  bien  entendu,  il  est  facile  de  calculer  l'intégrale 
à  un  multiple  près  de  2/7::  c'est  ce  multiple  qu'il  faut  déterminer. 

Dans  certains  cas  simples,  la  solution  est  immédiate.  Dans  le 

ca<  général,  pour  calculer  /    *C^udu^  on  ramène  coite  intégrale  à 
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une  intégrale  analogue  prise  le  long  d'un  chemin  G'  situé  loul 
entier  dans  une  région  Bo  où  Ton  puisse  définir  log^u  comme 
une  fonction  holomorphe  ainsi  qu'on  l'a  fait  précédemment  :  cette 
réduction  peut  se  faire  de  diverses  façons.  On  peut  ensuite  quand 

il  s'agit  de  /  v.-y^rft',  calculer2r,(r)  numériquement  à  l'aide  d'une 

série  très  convergente,  et  obtenir  ainsi  Iog&i(i>);  quant  au  mul- 
tiple de  2171  qui  l'accompagne,  il  est  déterminé  par  le  calcul 
approximatif  fort  rapide  de  la  valeur  de  logSTi  (r)  fournie  par  une 
série  obtenue  antérieurement. 

3.  Dans  le  cas  normal,  c'est-à-dire  si  -.  est  réel  et  positif,  on 

peut  pour  calculer  les  intégrales  /  ^^     ^  dç  employer  une  nouvelle 

méthode,  qui  a  l'avantage  de  fournir  d'utiles  renseignements  sur 
la  fonction  STi  (r). 

D'abord,  il  suffit  de  supposer  le  chemin  d'intégration  contenu 

dans  un  rectangle  R  dont  les  sommets  ont  pour  affixes -;  si 

le  point  2r,  (i^)  est  l'image  de  v,  l'aire  de  ce  rectangle  a  pour 
image  une  aire  à  contour  simple  R'.  En  faisant  dans  R'  une  cou- 
pure convenable,  on  définit  sans  ambiguïté  l'argument  de  Sf|(C'*); 
en  faisant  dans  11  la  coupure  correspondante,  on  définit  log&i  (p) 
comme  une  fonction  univoque;  il  est  alors  facile  de  calculer  l'in- 
tégrale proposée,  en  ayant  soin  de  tenir  compte  de  la  coupure. 

Plusieurs  exemples,  souvent  utiles  dans  la  pratique,  font  bien 
comprendre  la  méthode. 

La  seconde  Partie  :  Inversion,  comprend  deux  Chapitres. 

Chapitre  VII.  —  On  donne  A-  ou  g^i  ^'i\  trouver  t  ou  a>,,  W3. 

On  a  toujours  supposé  donnes  jusqu'à  présent  les  nombres  <0| 
et  W3;  c'est  avec  eux  et  leur  rapport  qu'ont  été  construites  toutes 
les  fonctions  précédemment  définies  et  étudiées. 

Mais  dans  les  problèmes  qui  dépendent  des  fonctions  elliptiques, 
ce  ne  sont  pas  ces  nombres  qui  sont  immédiatement  donnés;  la 
solulion  (le  ces  problèmes  se  ramène  à  l'inlégralion  de  l'équation 
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diOrërenlielIe 

Ya  el  Y3  élanl  des  nombres  donnés,  tels  que  y^  —  ^lyl  "^  soJl  pas 
nul. 

On  aura  une  solution  de  cette  équation  si  Ton  connaît  deux 
nombres  <i)|  et  (03,  à  rapport  imaginaire,  tels  que  les  fonctions  ff^ 
et  ^3  de  ces  nombres  aient  les  valeurs  données  Y2  et  Vj.  On  peut 
aussi  bien  considérer  Téqualion 

X  étant  un  nombre  donné  différent  de  o  et  de  i;  il  faut  alors 
trouver  un  nombre  imaginaire  t  dans  lequel  le  coefficient  de  /  soit 
positif,  et  tel  que  la  fonction  Ar^(T)  soit  égale  à  x.  Il  s'agit  donc  de 
déterminer  toutes  les  solutions  des  équations 

^j(iu,,  0)3)  =  Yj,         ^j(tO|,  a>3)  =  Ys, 

ou  bien 

dans  les  conditions  précédentes. 

MM.  Tannery  et  Molk  montrent  d'abord  que  la  dernière  équa- 
tion a  une  solution  si  x  est  un  nombre  réel,  posilif  et  plus  petit 
que  un;  ils  en  déduisent,  en  s'appuvanl  sur  ce  que  deux  fonctions 
analytiques  d'une  même  variable  ne  peuvent  coïncider  sur  une 
lîg^ne  sans  être  partout  identiques,  que  la  même  équation  a  une 
solution,  si  x  est  un  nombre  qui  n'est  ni  négatif,  ni  positif  et  plus 
grand  que  un. 

Cette  solution  est  définie  avec  toute  la  précision  nécessaire. 

Connaissant  cette  solution  T|,  il  est  facile  d'obtenir  toutes  les 
solutions  de  l'équation  ;  elles  sont  de  la  forme 

T   =    7 > 

a  -h  ozi 

41  et  d  étant  des  entiers  impairs,  c  et  d  pairs.  On  obtient  ensuite 
toutes  les  fonctions  analytiques  de  la  variable  x  qui,  mises  à  la 
place  de  t,  changent  identiquement  k'^z)  en  x. 

Les  premières  équations  se  ramènent  aisément  à  la  dernière. 


Kji  PHEMIÈKE   PAHTIE. 

2.  Dans  ce  paragraphe,  les  auteurs  éludicnl  de  plus  près  les 
fonctions 

X(x)=    / >  X(x)=/      —— "^  > 

•  0     /i— îcsin*©  «/q     VI  —  (I — x)  sin'ç 

où  la  variable  d'intégration  est  réelle,  et  où  les  radicaux  onl  leurs 
parties  réelles  positives;  ces  fonctions,  qui  sont  essentielles  dans 
la  résolution  de  Téquation  /i2(T)  =  x,  sont  liolomorphes  dans  le 
plan  convenablement  coupé. 

Elles  vérilient  Téquation  du  second  ordre 

•''•(•'•-')àir.-+^''-''-')sr-^4-^  =  °= 

les  auteurs  étudient  les  solutions  de  cette  équation,  puis  les  fonc- 
tions analytiques  de  x  que  Ton  obtient  en  continuant  les  séries 
entières  cpii,  aux  environs  d'un  point  du  plan  coupé,  coïncident 
avec  les  développements  de  X(x)  et  X.'(x). 

3.  Ce  paragraphe  est  consacré  au  calcul  edectif  de  t,  toi,  CO3, 
Des  séries  convenables  permettent  de  calculer  t  pour  |x  |  <  i;  les 
autres  cas  se  ramènent  à  celui-là,  en  vertu  des  propriétés  des 
fonctions  X(x)  et  X'(x). 

Mais  il  est  préférable  de  calculer  q\  car  alors  on  a,  par  une 
série  très  convergente  en  général, 

X  =  -  (  I  H-  •>.  7  -i-  '2  7  ♦  -i-  7.  <7^  -i- . . .  )», 
puis 

où  le  logarithme  doit  recevoir  sa  valeur  principale;  rargunient 
de  <i  doit  être  lui-même  choisi  entre  • —  7:  et  t. 

Pour  I  X  I  <!  I ,  il  est  facile  de  trouver  des  séries  entières  four- 
nissant (/  et  les  |)uissances  positives  de  q\  ces  séries  sont  intéres- 
santes, et  Ton  peut  déterminer  la  limite  de  Terreur  commise 
(juand  on  s'arrête  à  un  terme  de  rang  c|uelcon([ue.  On  peut  aussi 
obtenir  des  formules  générales. 

ALM.  Tannery  et  Molk  se  sont  attachés  à  montrer  comment ,  dans 
tous  les  cas  possibles,  on  peut  s'arrani;er  de  façon  à  calculer  avec 
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des  séries  rapidemenl  convergentes  et  à  obtenir  pour  q  une  petite 
valeur  absolue  :  des  tableaux  metlent  en  évidence  les  transfor- 
inalions  qu'il  faut  faire  dans  les  différents  cas.  Ils  traitent,  en  par- 
ticulier, le  cas  très  important  en  pratique  où  ya  et  ya  sont  réels, 
el  indiquent  des  procédés  de  calcul  spéciaux  pour  ce  cas. 

Chapitre  Vlll.  —  Inversion  des  fonctions  doublement 
périodiques  du  second  ordre. 

1.  L'équation  z  =  su//  définit  //  comme  une  fonction  de  z  qui 
peut  être  représentée  explicitement  par  une  intégrale  définie  bien 
connue.  Les  auteurs  consacrent  quelques  pages  à  Tétude  directe 
de  cette  intégrale  définie,  origine  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

Cette  propriété  d'inversion  se  généralise  pour  toute  fonction 
doublement  périodique  du  second  ordre. 

2.  Dans  ce  dernier  paragraphe,  MM.  Tannery  etMolk  résolvent 
les  questions  suivantes  avec  leur  précision  habituelle  : 

I**     Calculer    à    l'aide    d'une    série    convergente    l'intégrale 

/  ."*  prise  le  Ions:  d'un  chemin  dét< 

'x^  Z  et  z'  vérifiant  la  rclalion  :;''-  =  (i  —  ^^)(<  —  k'^z-)^  trouver 
une  valeur  de  u  telle  que  sn//  -—z  r-,  sn'^/  =:  z' . 

Après  avoir  obtenu  des  séries  répondant  à  ces  questions  dans 
le  cas  de  I  A"  I  <;  I ,  et  qui  ne  convergent  rapidement  que  si  la  quan- 
tité \k\  est  très  petite,  ils  en  déduisent,  au  moyen  d'une  double 
transformation  de  Landen,  de  nouvelles  séries  très  bien  appro- 
priées au  calcul  numérique,  et  qui,  de  plus,  conduiseni  facilement 
â  la  détermination  d'une  solution  des  équations  yu  =  P,  p' u  =  P', 
Pet  P' vérifiant  la  relation  P'-=4l*^  —  ffi^^  —  é>3-  Ce  Chapitre 
et  le  précédent  contiennent  la  démonstration  de  la  plupart  des 
formules  données  par  M.  Schwarz  dans  les  n"*  40-50  de  ses  I^^or- 
mules  et  propositions  pour  C emploi  des  fonctions  elliptiques. 

II.  A^'^o^^:n. 


ermine; 
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CANTOR  (MoRiTz).  —  Vorlesungen  ueber  Geschichte  der  Matiiematik. 
Dritter  (Schluss-)  Band,  vom  Jahre  1668  bis  zum  Jahre  1758.  Dritte  Ablhei- 
long.  Die  Zeit  von  1727  bis  1758.  In-8",  436  p.  Leipzig,  Teubner,  1898. 

Le  premier  fascicule  du  troisième  et  dernier  Volume  des  Vor- 
lesungen  avait  paru  en  1894,  le  second  en  1896;  l'illustre  histo- 
rien de  la  Mathématique  a  enfin  achevé  la  lâche  qu'il  avait 
assumée  il  y  a  déjà  vingt  ans.  Le  succès  mérilé  de  son  œuvre  l'o- 
bligera d'ailleurs  à  réserver  le  reste  de  sa  carrière  pour  soigner 
une  nouvelle  édition  (dont  le  premier  Volume  est  déjà  paru);  il 
laisse  donc  à  d'autres  l'entreprise  de  continuer  son  histoire  après 
la  date  où  il  l'a  close,  au  moment  de  l'entrée  en  scène  de  La- 
grange. 

Il  est  inutile  de  dire  que  le  dernier  fascicule  est  à  la  hauteur  de 
Toeuvre  tout  entière  et  que,  loin  de  trahir  le  moindre  affaiblisse- 
ment  de  la  pensée,  il  nous  montre  M.  Canlor,  à  soixante-huit  ans, 
en  pleine  maturité  de  talent.  S'il  n'avait  plus  cette  fois  à  raconter 
des  disputes  célèbres,  comme  celles  de  Newlon  et  de  Leibniz,  ou 
des  frères  fiernouUi,  il  a  laissé  à  ses  futurs  continuateurs  un  vé- 
ritable modèle,  par  la  façon  dont  il  a  su  analyser,  avec  précision 
et  exactitude,  l'œuvre  d'Euler,  pour  lequel  il  ne  cache  pas  au  resle 
sa  prédilection,  tout  en  relevant  avec  soin  les  singulières  incerti- 
tudes de  doctrine  en  ce  qui  concerne  Temploi  des  séries. 

Voici  la  liste  des  dix-huit  Chapitres  que  contient  le  fascicule  : 

iOl.  Histoire  de  In  Mathématique.  Editions  classiques.  Dic- 
tionnaires. 

102.  Calcul,  particulièrement  en  Allemagne  (M.  Cantor  re- 
grette, à  bon  droil,  le  défaut,  pour  les  autres  pays  de  l'Europe, 
d'Ouvrages  qu'il  aurait  pu  utiliser  pour  cette  question). 

103.  Livres  élémentaires  de  Géométrie.  Théorie  des  parallèles. 
Saccheri. 

104.  Recherches  particulières  en  Géométrie  élémenlairc. 

105.  Algèbre  de  1727  à  i745- 

106.  Algèbre  à  partir  de  i74^>- 

Bail,  des  Sciences  mathérn.,  1*  série,  t.  XXH.  (Scplcmbrc  i8()8.)  \'^ 
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107.   Tliéoric  (les  nombres. 

i08.  Théorie  des  combinaisons.  Calcul  des  probabililcs. 
10!).   Los  séries  (jusqu'en  1736). 
110.   Les  séries  (à  partir  de  1737  jusqu'en  1748). 
ill.   Ij' /ntroductio  (in  analysin  infiniloruni)  d'Eiiler,  Vo- 
lume 1. 

112.  Les  séries  (de  1749  ^  ïJ^^)-  Fondements  du  Calcul  difle- 
renlicL 

113.  Le  Calcul  diffévenliel  d'Eu  1er. 

lli.  Géométrie  analytique  jusqu'en  174^.  Clairaut.  Braiken- 
ridge.  De  Gua. 

115.  Géométrie  analytique  de  1740  à  1748.  Maclaurin.  LV/i- 
irodiiclio  d'Eu  1er,  Volume  11. 

110.   Géométrie  analyti(|uc  de  17^8  à  1706.  Cramer. 

117.  Problèmes  de  muxima  et  niinima.  La  Meihodus  im^e- 
tdendi  d'Eu  1er. 

118.  Intégrales  définies.  Equations  différentielles. 

M.  (^anlor  est  donc  resté  fidèle  au  plan  qu'il  avait  adopté  et 
accusé  de  plus  en  plus  à  partir  du  commencement  de  son  second 
Volume  :  couper  l'Histoire  par  périodes  bien  définies,  pouvant 
donner  lieu  à  une  conception  d'ensemble;  dans  chacune  de  ces 
périodes,  suivre  un  ordre  déterminé  de  matières,  en  reprenant 
dans  chaque  Chapitre  Tordre  chronologique.  Ainsi,  pour  le  se- 
(!()nd  Volume,  les  limites  des  périodes  sont  1200,  i3oo,  i4oo, 
i4')o,  ijoo,  1.550,  1600,  1668;  pour  le  troisième,  ces  limites  sont 
i()6(S,  1700,  1727,  1758.  On  voit  que  l'intervalle,  d'abord  de  cent 
ans,  est  tombé^bienlôt  à  cinquante,  puis  à  trente  en  moyenne.  Il 
ost  évident  (jue  pour  continuer  l'histoire  de  la  Mathématique  avec 
le  même  détail  (et  il  est  indispensable,  à  mon  sens),  il  faudrait 
réduire  de  plus  en  plus  les  périodes,  et  alors  elles  perdent  leur 
utilité,  de  représenter  une  génération  définie,  qui  a  été  dominée 
par  certains  honmics,  et  obéit  à  certains  courants  intellectuels.  A 
Textréme  limite,  on  arriverait  à  de  simples  annales  méthodiques. 

Déjà,  dans  le  dernier  fascicule,  l'inconvénient  est  sensible. 
Eulcr  semble  le  rem|)Iir,  et  cependant  nous  n'avons  là  que  la 
moitié  do  sa  carrière,  puisqu'on  17.58  il  avait  encore  vingt-cinq 
ans  à  vivre.  De  plus,  son  œuvre  est  morcelée,  puisqu'il  a   louché 
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à  toules  les  branches  de  la  Science,  et  si,  dans  chacune  de  ses 
branches,  M.  Cantor  s^est  attaché  avec  succès  à  faire  ressortir  l'é- 
volution intellectuelle,  il  lui  a  fallu  sacrifier  Fhistoire  propre  de 
Tesprit  d'Euler,  puisque,  pour  ses  divers  travaux,  Tordre  des  ma- 
tières l'emporte  sur  Tordre  chronologique. 

Dans  sa  préface,  M.  Cantor  ne  s'est  nullement  dissimulé  cet  in- 
coavénient,  et  il  se  demande  si,  pour  continuer  son  Histoire,  il  ne 
serait  pas  préférable  de  l'écrire  par  plus  longues  périodes  pour  les 
branches  distinctes  de  la  Science.  Peut-être  y  a-t-il  une  autre 
question  à  poser  et  un  autre  desideratum  à  exprimer. 

Sans  aucun  doute,  il  Y  a  grand  intérêt  à  entreprendre  dès 
maintenant  de  continuer  l'histoire  de  la  Mathématique  pour  cent 
ans  au  moins  après  la  date  à  laquelle  s'est  arrêté  M.  Cantor.  Si 
Ton  veut  la  poursuivre  jusqu'à  nos  jours.  Tordre  par  branches  de 
la  Science  s'imposera  forcément.  Si  l'on  se  limite  à  trente  ou  qua- 
rante ans  en  arrière,  on  pourra  bien  encore  continuer  par  pé- 
riodes, el.le  succès,  pour  l'avenir,  de  l'un  des  deux  systèmes  sur 
Tautre  dépendra  surtout  de  la  valeur  de  ceux  qui  tenteront  de  les 
appliquer.  Mais  si  M.  Cantor  a  amplement  prouvé  que  l'histoire 
de  la  Mathématique  abstraite  se  suffit  à  elle-même,  du  moment 
où  Ton  étudierait  séparément  chacune  de  ses  branches,  il  vaudrait 
la  peine  d'introduire  aussi  dans  le  programme  l'histoire  des  Ma- 
thématiques appliquées. 

Le  plan  de  Montucla,  qui  embrassait  même  l'Astronomie,  était 
décidément  trop  vaste  pour  être  repris,  dans  notre  siècle,  par  un 
homme  seul.  Mais  M.  Cantor  lui-même  laisse  une  tâche  qui  sera 
peut-être  mieux  accomplie,  si  plusieurs  se  la  partagent.  Ce  serait 
là  un  motif  pour  prévoir,  sinon  pour  désirer  le  système  de  l'His- 
toire par  branches  spéciales.  Dans  ce  cas,  comment  ne  pas  ré- 
clamer que  la  part  soit  faite  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique  ma- 
thématique, pour  ne  pas  parler  d'autres  sujets?  L'analyste  n'a-t-il 
pas  autant  d'intérêt  à  être  renseigné  exactement  sur  les  idées, 
même  abandonnées,  émises  dans  des  domaines  étrangers,  mais  où 
il  peut  toujours  faire  une  excursion,  que  sur  les  origines  des  pro- 
cédés de  calcul  avec  lesquels  il  est  familier. 

L>*autre  part,  au-dessus  de  l'histoire  de  la  Mathématique  pure 
ou  apph'quée,  il  y  a  celle  de  la  Science  qui  ne  peut  être  constituée 
tant  que  les  histoires  particulières  ne  sont  pas  suffisantes,  mais  à 
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laquelle  il  faut  tendre  néanmoins,  car  seule  elle  peut  représenter 
sous  ses  divers  aspects  le  développement  de  l'esprit  humain.  Si  la 
spécialisation  s'impose,  par  suite  de  l'accroissement  de  la  littéra- 
ture scientifique,  il  n'est  que  plus  nécessaire  de  ne  pas  isoler  la 
Mathématique  pure  des  questions  qui  lui  ont  donné  naissance  et 
qui  n'ont  pas  cessé  de  provoquer  son  essor.  Et  précisément,  lors- 
que, en  achevant  la  lecture  du  dernier  fascicule  de  M.  Cantor,  je 
me  suis  demandé  s'il  donnait  une  impression  bien  nette  de  la 
srience  mathématique  de  cette  époque  du  xviii*  siècle,  il  m*a 
semblé  qu'il  y  manquait  une  caractéristique  saillante;  c'est  que 
les  problèmes  que  proposent  les  Académies  des  Sciences  sont  le 
plus  souvent  d'ordre  pratique  ou  au  inoins  concernent  une  appli- 
cation; C'est  qu'Euler,  Dalembert,  Clairaut,  Daniel  Bernoulli 
emploient  à  des  questions  de  ce  genre  la  majeure  partie  de  leur 
temps,  c'est  qu'ils  constituent  la  Mécanique  rationnelle,  la  Méca- 
nique céleste,  l'H^drodj^namique,  qu'ils  s'essaient  à  appliquer  les 
Mathématiques  à  la  Physique,  que  c'est  de  là  que  naissent  les 
|)roblémcs  de  théorie  pure  qui  renouvellent  le  champ  des  études; 
qu'enfin  c'est  dans  ce  travail  d'application  que  consiste  le  prin- 
cipal progrès  mathématique  de  l'époque. 

Dans  rOuvrage  de  M.  Cantor,  cette  lacune  est  voulue;  aussi 
n'est-ce  point  une  critique  que  je  lui  adresse;  mais,  jusqu*au 
tlix-huilièmo  siècle,  cetle  lacune  n'étail  pas  réellement  sensible. 
Les  Principia  de  Newton  appartiennent  encore,  pour  partie  au 
rnoins^  à  Thistoire  de  la  Mathématique  pure;  ensuite  le  lien  se 
brise.  Un  jour  ou  l'autre,  il  faudra  le  rattacher.  Pour  notre  siècle, 
un  émincnt  penseur  vient  d'essayer  de  le  faire  (*),  mais  pour  le 
tlix-huiliènic  la  tache  reste  entière  et  elle  mérite  de  ne  pas  être 
négligée.  Paul  Taninery. 


(')  John  Thkodoii  Mkhz,  .1  history  of  european  thought  in  the  nineieenth 
rentury.  Vol.  I,  Introrl notion  :  Scientijic  thought.  Part  I.  Edimbourg  et  Londres 
William  niarkN>ood  and  Sons,  i8f>^i. 
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BACIIMANN  (P.)-  —  Zahlentiieorie.  Versuch  ciner  Gosammldarslelluni» 
dieser  Wissenschaft  in  ihren  Hauptlheilen.  Viericr  Thcil  ;  Die  Arithmetik 
der  quadratifchen  Formen.  Erste  Abtheilunfj;.  Un  vol.  in-8**;  xvi-688  p. 
Leipzig,  Teuboer,  1898. 

M.  Bachinannpoursuilla  belle  exposition  d^ensemble  des  diverses 
parties  de  la  théorie  des  nombres  qu'il  a  entreprise.  Le  Bulletin 
a  déjà  rendu  compte  de  deux  Parties  de  TOuvrage  de  M.  Bachmann 
consacrées,  Tuoe  aux  éléments  de  la  théorie,  Tautre  aux  recherches 
analytiques  qui  ont  leur  origine  dans  les  travaux  de  Lejeune- 
Dîrichlet.  C^est  une  réédition  du  Livre  classique  de  Tauteur  sur 
la  division  du  cercle  et  les  théories  arithmétiques  connexes  qui 
formera  la  troisième  Partie  de  son  Ouvrage,  dont  la  quatrième 
contiendra  la  théorie  arithmétique  des  formes  quadratiques.  Le 
premier  fascicule  de  cette  quatrième  Partie  vient  de  paraître.  Il  est 
à  peine  utile  de  dire  que  ce  Livre  sera  bien  accueilli  et  qu'on  y 
trouvera,  comme  dans  les  volumes  précédents,  une  parfaite  clarté 
dans  Fexposition,  une  grande  richesse  d'information,  et  cette 
habituelle  élégance  dans  les  démonstrations  que  le  lecteur,  familier 
avec  les  modèles  admirables  qu'ont  laissés  Gauss  et  Lejeune-Di- 
ricUet,  est  disposé  à  exiger  de  tous  ceux  qui  écrivent  sur  la 
théorie  des  nombres. 

M.  Bachmann  expose  tout  d'abord  la  théorie  des  formes  qua- 
dratiques ternaires  :  sans  être  l'esclave  de  la  méthode  historique, 
il  estime  que  l'exposition  doit  suivre,  dans  ses  grandes  lignes,  le 
développement  de  la  Science,  et  que  l'inlclligence  d'une  théorie 
particulière  et,  en  quelque  sorte,  concrète,  doit  faciliter  singuliè- 
rement l'intelligence  de  la  théorie  générale. 

Il  établit  d'abord  quelques  propositions  algébriques  :  formes 
adjointes,  identités  fondamentales,  propriétés  des  substitutions 
linéaires,  transformation  d'une  forme  quadratique  en  elle-même  : 
sur  ce  dernier  point,  il  utilise  surtout  les  recherches  de  M.  (}. 
Cantor;  passant  ensuite  aux  propriétés  arithmétiques,  il  se  bor- 
nera d'ordinaire  au  cas  où  le  discriminant  est  impair.  H  distingue 
tout  d'abord  l'ordre,  l'espèce,  la  classe.  L'ordre  (il,  A)  d'une  forme 
quadratique 

.....   -^ajC'-^aj'-r-  >-  n  .i-  x  -h  i  b  x  x  —  1  h  xx 
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dépend  de  deux  entiers  Q,  A  liés  au  discriminant  D  par  la  relation 
D  =  Q^  A,  et  dont  le  premier  û  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  coefficients  de  la  forme  adjointe.  L'espèce,  au  sens  d'Eiscn- 
steinetde  S.  Smith,  se  définit  par  certains  caractères  quadratiques, 
la  classe  par  l'équivalence  des  formes  qui  la  constituent.  Ces  no- 
tions acquises,  l'auteur  traite  de  la  représentation  d'un  nombre 
par  une  forme,  puis  de  la  transformation  d'une  forme  en  elle- 
même,  par  une  substitution  entière.  La  définition  de  l'espèce 
conduit  immédiatement  à  une  limite  supérieure  du  nombre  d'es- 
pèces contenues  dans  un  genre;  mais  la  détermination  des  espèces 
qui  existent  réellement  n'est  pas  sans  difficulté. 

Après  s'être  occupé  de  cette  question,  M.  Bachmann  introduit 
la  notion  de  masse,  due  à  Eisenstein  :  la  mesure  d'une  forme 
positive  (ou  de  la  classe  de  cette  forme)  est  l'inverse  du  nombre  0 
des  substitutions  entières  qui  changent  celte  forme  en  elle-même; 
de  cette  notion,  on  passe  à  celle  de  la  mesure  d*une  espèce,  ou 
d'un  ordre;  c'est  la  somme  des  mesures  des  formes  distinctes 
contenues  dans  cette  espèce  ou  cet  ordre.  Après  s'être  occupé  de 
la  forme  jr'-\-x'^-\-  jc^^  et  démontré  les  propositions  classiques 
sur  les  décompositions  en  trois  carrés,  en  quatre  carrés,  en  nom- 
bres polygonaux,  l'auteur  consacre  un  important  chapitre  à  la 
détermination  (pour  des  formes  positives)  de  la  masse  d'une 
espèce  ou  d'un  ordre  par  les  méthodes  d'Eisenstein  et  de  Smith. 

Jusqu'ici,  sauf  pour  les  généralités,  c'est  des  formes  positives 
qu'il  a  été  question.  M.  Bachmann  passe  maintenant  à  Tétude  de 
Téquation 

ax'—  a  .r  '-^  a  jt  ^  —  o 

et  expose  les  recherches  de  Lc'::endre,  de  Gauss,  de  MM.  Dedekind 
et  Cantor  à  ce  sujet,  recherches  dont  il  fait  ressortir  en  passant 
rinlérél  historique  (dénionslration  de  la  loi  de  réciprocité  par 
Legendre)  :  le  théorème  de  Gauss  sur  la  duplication  des  classes, 
établi  antérieurement  sur  de  tout  autres  principes,  peut  aussi, 
comme  Ta  montré  M.  Arndt,  être  regardé  comme  une  conséquence 
de  la  résolution  de  cette  équation. 

Le  reste  do  la  première  Parlie  est  consacré  à  Texposition  ou  à 
l'analyse  des  recherches  d'Arnold  Mayer  sur  la  difficile  question 
du  nombre  «le  classes  d  une  espèce  donnée. 
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La  seconde  Parlle  est  consacrée  aux  formes  quadratiques  à  un 
nombre  quelconque  de  variables.  L'étude  de  ces  formes  doit  être 
précédée  de  l'étude  des  formes  linéaires  :  on  rencontrera  d'abord 
quelques  propositions  fondamentales  sur  les  déterminants  et  sur  la 
composition  des  formes  bilinéaires  d'après  M.  Frobenius,  puisiui 
important  Chapitre  consacré  aux  dii'iseurs  élémentaires  d'un 
système  de  nombres 

f^Wi         <^\i*  •  •  •  j       ^  I  « • 
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en  désignant  par  rf»  le  plus  j^rand  commun  diviseur  de  tous  les 
déterminants  de  degré  a  tirés  du  Tableau  précédent,  les  nombres 
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sont  ces  diviseurs  élémenlaires;  ils  doivent  être  regardés  comme 
nuls  dès  que  a  dépasse  le  rang  du  tableau,  c'est-à-dire  le  degré 
maximum  d'un  déterminant  non  nul.  Les  recherches  de  Kronecker, 
de  Smith,  de  MM.  Frobenius,  Hensei,  etc.  ont  montré  le  rôle 
essentiel  que  joue  cette  notion  dans  la  théorie  des  équations,  des 
congruences  du  premier  degré,  et  des  formes  bilinéaires;  par 
exemple,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux 
formes  bilinéaires  à  coefficients  entiers  soient  équivalentes  con- 
siste en  ce  que  les  systèmes  de  leurs  coefficienls  aient  le  mémo 
rang  et  les  mêmes  diviseurs  élémentaires. 

M.  Bachmann  développe  ensuite  les  propositions  algébriques 
fondamentales  relatives  aux  formes  quadratiques;  rauleur  traiu; 
des  substitutions  linéaires,  de  l'équation  aux  inégalités  séculaires, 
des  formes  adjointes  et  de  leurs  généralisations  (Smith,  M.  Dar- 
boux),  de  la  transformation  d'une  forme  quadratique  en  elle- 
même  (Caylej,  MM.  Hermile,  Rosanes,  Frobenius),  de  la  loi  de 
rincrtic,  etc.  Puis  viennent  la  définition  de  l'ordre,  de  l'espèce» 
de  la  classe.  La  division  en  espèces  des  formes  qui  appartiennent 
à  un  même  ordre  est  d'abord  fondée  sur  les  caractères  quadrati- 
ques, puis,  dans  un  tout  autre  sens,  sur  la  théorie  des  congrucnces 
rpiadra tiques,  d'après    M.    Poincaré   et    M.  Minkowski  :  dans  ce 
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dernier  sens,  l'espèce  esl  formée  des  classes  de  formes  qui  ont 
même  nombre  de  variables,  môme  indice  d'inertie  et  qui  sont 
congruentes  pour  n^importe  quel  module.  L'auteur  traite  ensuite 
de  la  représentation  des  nombres  et  des  formes  an  —  i  variables 
par  les  formes  à  n  variables,  et  ce  problème  lui  permet  d'établir 
les  conditions  pour  Texistence  réelle  des  espèces.  CoDsldérant 
enfin  les  formes  positives,  il  détermine  le  nombre  de  représenta- 
lions  d'un  nombre  par  quatre  ou  cinq  carrés,  et  développe  la  belle 
expression  que  l'on  doit  à  M.  Minkov^ski  de  la  mesure  d'une 
espèce  :  il  termine  en  traitant  du  nombre  de  représentations  d'un 
nombre  au  moyen  de  six  carrés  ou  plus.  J.  T. 


Fklix    KLEIN.  —  Sur  l'état  dk  la   piblication  des  Œuvres  de  Gadss 

[{Gottin^cr  Nachricliten  (»),  1898.  Iloft  1 1.  Traduit  avec  Tautorisation  de 
l'auteur  par  L.  iMugcl. 

La  publication  des  Œuvres  complètes  de  Gauss,  et  en  parti- 
culier celle  de  son  OEuvre  posthume,  fait  partie  des  engagements 
pris  depuis  assez  longtemps  par  notre  Société.  Au  début,  l'entre- 
prise procéda  assez  rapidement,  et  il  y  a  déjà  plus  de  vingt  ans 
(ju'Ernest  Schering,  à  (jiii  avait  été  confiée  cette  publication,  put 
faire  paraître  les  six  premiers  Volumes;  ceux-ci  ont  depuis  long- 
temps pénétré  partout  où  l'on  s'intéresse  aux  Mathématiques,  et 
ont  toujours  à  tous  semblé  parfaits  et  par  le  fond  et  par  la  forme. 
Depuis  lors,  des  circonstances  fâcheuses  vinrent  interrompre 
la  publication,  en  sorte  qu'aujourd'hui  que  Schering  n'est  plus 
elle  n'est  pas  plus  avancée  qu'alors.  C'est  d'autant  plus  re- 
grettable qu'avec  Schering  s'est  rompu  le  fil  de  la  tradition  per- 
sonnelle qui  nous  rattachait  à  Gauss,  et  qu'il  n'existe  plus  aucun 
mathématicien  pour  s'occuper  aussi  exclusivement,  et  cela  dans 
chacune  de  ses  diverses  parties,  de  TŒuvre  posthume  de  Gauss, 
comme  le  lit  Schering.  La  seule  chose  qui  puisse  remédiera  cette 
rupture  dans  la  continuité,  c'est  que  M'"*  Schering  n'a  pas  craint 


(')  Présent."  à  la  Société  royale  de  GoUingue  le  3o  avril  1898,  le  I2i«  anniver- 
saire (\v.  la  naJssaïKM.'  (\c  Gauss. 
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de  mettre  sans  aucune  restriction  les  nombreuses  notes  et  travaux 
préliminaires  de  son  mari  à  notre  disposition,  et  je  pense  remplir 
le  vœu  de  la  Société  royale  de  GoUingue  en  lui  offrant  ici  publi- 
quement tous  nos  remercîments. 

Il  est  d'ailleurs  clair  qu'après  un  tel  laps  de  temps  le  travail 
doit  être  terminé  d'après  le  nouveau  plan  suivant  : 

Nous  n'avons  pas  confié  le  travail  à  un  seul  savant;  au  contraire, 
nous  avons  cherché  à  obtenir,  pour  chacun  des  divers  domaines 
dans  lesquels  a  travaillé  Gauss,  le  concours  de  savants  particuliè- 
rement compétents  sur  ces  sujets.  Je  puis  ici  observer  que  ce  plan 
réussit  de  la  manière  la  plus  satisfaisante,  et  que  le  travail  com- 
mencé dans  chaque  domaine  procède,  grâce  au  zèle  et  à  la  compé- 
tence de  chacun  des  collaborateurs,  assez  rapidement  pour  que 
nous  espérions,  autant  que  cela  se  peut  dans  les  nouvelles  circon- 
stances, voir  terminer  ces  travaux  pour  une  date  possible  à  pré- 
voir. 

Voici  les  noms  de  nos  collaborateurs,  joints  à  quelques  re- 
marques relatives  aux  domaines  qui  font  l'objet  de  leurs  travaux 
respectifs. 

Je  dois  nommer  d'abord  notre  nouveau  professeur  d'Astronomie 
théorique,  M.  Brendel  :  c'est  à  lui  que  revient  tout  naturellement 
la  publication  des  morceaux  astronomiques  qui  restent  encore,  et, 
par  conséquent,  aussi  l'édition  finale  attendue  depuis  longtemps  de 
la  Theoria  motus...  de  Gauss,  ainsi  que  la  publication  de 
recherches  très  étendues  sur  le  calcul  des  perturbations,  faisant 
partie  de  l'Œuvre  posthume  et  connues  jusqu'ici  seulement  d'une 
manière  incomplète.  Malheureusement,  il  n'est  pas  très  probable 
que  les  matériaux  dont  on  dispose  permettent  de  répondre  d'une 
manière  finale  aux  questions  en  suspens  qui  furent  soulevées  quand 
on  eut  connaissance  de  la  correspondance  entre  Gauss  et  Bcssel. 
Néanmoins,  on  peut  toujours  espérer  que  nous  arriverons  à  voir 
clairement  comment  Gauss  calcula  numériquement  les  pertur- 
bations des  petites  planètes,  de  Pallas  entre  autres,  qui  est  parti- 
culièrement intéressante  à  cause  de  l'inclinaison  et  de  l'excentri- 
cité de  son  orbite. 

En  outre,  M.  le  professeur  Brendel  sera  rédacteur  en  chef  et 
centralisera  les  affaires;  il  sera  donc  aussi  charge  de  la  garde  des 
matériaux  de  l'Œuvre  posthume,  des  rapports  réguliers  entre  les 
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collabora  leurs,  enfin  de  la  revision  générale  relative  à  l'impres- 
sion, etc.  Je  dois  ici  remercier  parliculièreraent  rAdmÎDÎstralion 
de  l'Universilé  d^avoir  bien  voulu  inellre  à  notre  disposition  une 
salle  au  rez-de-chaussée  de  sa  Chancellerie. 

De  plus,  nous  avons  acquis  les  services  de  cinq  autres  collabo- 
rateurs. Je  les  citerai  dans  Tordre  des  domaines  scientifiques 
auxquels  ils  consacreront  leur  travail,  ordre  adopté  pour  les 
six  Volumes  déjà  parus. 

M.  R.  Fricke,  professeur  à  TÉcole  Polytechnique  de  Brunswick, 
a  pris  pour  sa  part  la  Théorie  des  nombres  et  V Analyse.  Sur  ces 
sujets  il  ajusqu^ici  paru  déjà  trois  Volumes;  aussi  ne  s'agit-il  plus 
que  de  compléments  peu  étendus.  Pour  en  citer  un,  en  parti- 
culier :  il  se  trouve  encore,  dans  les  papiers  de  Gauss,  des 
recherches  assez  avancées  sur  les  résidus  cubiques,  et  encore  des 
détails  particulièrement  intéressants  sur  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  de  Gauss.  Uan  dernier,  j^avais  à  Toccasion  attiré 
Tatlention  sur  ce  fait  étonnant  que  Kiemann,  d'après  un  cahier 
de  l'un  de  ses  cours  que  nous  venions  de  recevoir,  connaissait 
déjà  en  1837  la  figure  complète  formée  d'arcs  de  cercle,  et  relative 
aux  fonctions  modulaires  elliptiques  [voir  Nachricliten  der 
niath.-pliys.  Classe,  1897,  P*  '9^  {Soc,  royale  de  Gotlinguey\{^), 
Or,  nous  voyons  ici  dans  les  papiers  de  Gauss  que  celui-<^i,  plu- 
sieurs dizaines  d'années  plus  tôt,  était  déjà  en  possession  des  mêmes 
résultats.  On  aurait  déjà  pu  reconnaître  une  première  indication  de 
ceux-ci  dans  une  figure  qui  se  trouve  à  la  page  477  à\x  tome  III  des 
ŒuK'res  de  GausSy  et  qui  convenablement  interprétée  nous 
montre  un  premier  couple  de  triangles  de  la  division  modulaire. 
Mais  cette  figure  indique  seulement  le  commenceoient  des 
recherches  en  question;  eu  elFet,  Gauss  a  connu  aussi  l'arrange- 
ment, la  disposition  des  autres  couples  de  triangles. 

Ensuite  viennent  les  recherches  de  Géométrie  pour  lesquelles 
nous  avons  obtenu  le  concours  de  M.  P.  Stâckel,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Riel.   L'intérêt  des  mathématiciens  de  notre  temps  se 


(')  Comparez  Dkdekind,  Sckreibcn  an  Ilerrn  liorchardt  uber  die  Théorie 
der  clUplisclicn  Modal  functionen  {Journal  de  Crellc,  1.83,  p.  afia-îga  ;  1877). 
(Vcsl  M.  l)(Mlelviii(l  (jui,  le  premier,  a  reconnu  le  vérilablc  sens  de  la  figure  do  la 
pauo  /|77,  sens  (\n\  avait  échappé  à  Schcrinj?.  (  L.  \,.), 


COMPTES  IIENDUS  ET  ANALYSES.  xo-j 

porte  ici  en  première  ligne  sur  les  profondes  spéculalions  de  Gaiiss 
sur  les  fondements  de  la  Géométrie,  enveloppés  de  mystère  pen- 
dant tant  d'années. 

Un  premier  éclaircissement  a  été  déjà  apporté  a  ces  questions 
par  la  publication  des  passages  ayant  trait  à  ce  sujet  dans  la  corres- 
pondance de  Gauss  et  de  W.  Bolyai,  qui  nous  a  été  communiquée 
l'an  dernier  par  M.  le  professeur  Stâckel  [Nachrichten  math, 
phys.  Classe,  p.  i  et  suiv.  {Soc,  royale  de  Gottingiie,  1897)]  (  *  )• 

Un  examen  approfondi  des  manuscrits  de  Gauss  n'a  peut-être 
révélé  sur  ces  questions  rien  de  particulièrement  étonnant, 
mais  a  néanmoins  fourni  une  série  de  précieux  points  d'appui  au 
moyen  desquels  on  peut  déterminer  le  développement  des  idées 
de  Gauss  beaucoup  plus  exactement  qu'auparavant. 

On  trouve  aussi,  dans  l'œuvre  posthume  de  Gauss,  de  pré- 
cieux renseignements  sur  l'origine  des  concepts  fondamentaux 
exposés  dans  les  Disquisitiones  circa  superficies  eu r vas.  Mais, 
au  contraire,  quelques  détails  relatifs  à  la  Géométrie  de  la  sphère 
sont  absolument  nouveaux.  Gauss  a  déjà,  comme  le  fit  plus  tard 
Riemann,  interprété  une  variable  complexe 

sur  la  sphère  et  a  reconnu  que  les  rotations  de  la  sphère  autour 
de  son  centre  sont  représentables  par  des  substitutions  linéaires 
d'une  construction  simple  et  bien  déterminée,  de  cette  quantité  z. 
Et,  ce  qui  peut  sembler  encore  plus  étonnant,  dès  Tannée  1819,  il 
a  représenté  les  mutations  de  V espace  (c'est  là  sa  propre  expres- 
sion), c'est-à-dire  les  rotations  de  l'espace  autour  de  Torigine, 
jointes  à  une  transformation  de  similitude  quelconque,  relative  ù 
cette  origine,  par  les  mêmes  quatre  paramètres  qui  ont  été 
employés  plus  tard  dans  la  Théorie  des  quaternions.  Il  nomme 
l'ensemble  de  ces  quatre  paramètres  Yéchelle  des  mutations 
{mutationsscala)  et  il  donne  les  formules  explicites  pour  la 
composition  de  deux  échelles,  c'est-à-dire  pour  la  multiplication 


(')  Comparez  aussi  rarlicle  plus  étendu  de  MM.  Sliickcl  et  Kngcl  {Math. 
Afin.,  t.  XLIX,  p.  149-206).  Voir  aussi  la  traduclion  française  de  cet  article 
{ liuUetin  de  M.  Darboux,  2*  série,  l.  \\I;  aoi\t  1^97,  el  Librairie  Gauthior- 
\  illars,  1^7). 


jtoM  PREMIÈRE  PARTIE. 

(Ir  (Jeux  qualcrnions;  il  fait  ici  usage  de  la  notalion  symbolique 

(a6crf).(apYo)  =  (ABCD) 

f;t  il  remarque  cxprcssémeot  qu*il  s*agit  ici  d*une  opération  qui 
ii*esl  pas  coinmulalive. 

Une  des  applicalioDS  de  la  Géométrie,  la  Géodésie,  est,  chez 
(lauss,  inséparable  des  recherches  théoriques.  Il  n^est  aucune 
rnircprisc  a  laquelle  Gauss  ait  consacré  pendant  de  nombreuses 
années  un  travail  plus  assidu  qu^à  celle  de  la  Triangulation  du 
royaume  de  Hano\'re. 

(]e  ne  sont  pas  les  résultats  numériques  de  ces  opérations  (où 
(lauss  fit  souvent  usage  de  moyens  pratiques  peu  satisfaisants),  ce 
sont  plutôt  les  méthodes  et  les  points  de  vue  généraux  qu^'l 
drvoloppa  à  celte  occasion,  qui  sont  devenus  fondamentaux  pour 
la  (îéodôsit*  et  son  progrès  ultérieur.  Comme  MM.  Biirsch  et 
Kriiger,  piH>fosseurs  à  l'Institut  central  gcodésique  de  Potsdam, 
nous  ont  promis  leur  concours  pour  les  parties  de  Tœuvre  post- 
hume qui  ont  trait  à  ces  questions,  nous  pouvons  espérer  beau- 
coup de  choses  trt^s  intéressantes.  Un  détail  entre  autres  :  on  sait 
que  00  fut  diaprés  los  conseils  de  Gauss  que,  dans  la  triangulation 
du  |;rand-duohô  do  Mookleuibourg,  Ton  employa  une  projection 
partioulion\  adaptée  à  Tôtendue  du  pays  de  Touesl  a  Test,  à  savoir 
une  pn^jootion  conforme  conique. 

i^r  on  ;)  triiu\c  au  complot,  dans  les  papiers  de  Gauss,  toutes 
los  formule^  qui  so  rjpporlonl  à  oetlo  question.  L'on  remarque 
aus^i  do>  iudicitions  bien  dotorminôes  relatives  à  la  double  pro- 
jocli»Mi  coulormo  qui.  depuis  \îni:t-cinq  ans,  est  employée  dans 
Ion  o.irto  otIîiiolloN  du  ro^jiumo  de  Prusse, 

UoNioni  ttuNMv  Ion  n^^horv'hos  do  i'iauss  en  Physique  mathéma- 
tique, iVo^l  M.  r.  \\  uvhorl.  protV><our  à  llni^ersilé  de  Gôt- 
tuuuo,  qxîi  or,  pr.nvl  Sv^n:  Xi.nis  >ji\ei  qu'il  vient  d'être  nommé 
dnvxlouv  vîo  l\^l^^or\a;.'»';Y  :r.j4^r.o:*quo  do  Gauss.  I^es  travaux  de 
l«,uïvN.  o^rx  *\-  .•..^r'Kvîur  it;;  nî.i^îi;  ::>mo  lorro<lre,  ont  fait  déjà,  en 
'.N>'',  \*  ^..•.*;  J.  .::*,.*  /.N.x,  .    .  •.  ,{;•  !shonn.:.   Le  lontenu  de  ce 

\t.*:v.»*^î,*   X,    ;   -.vv-.v^:...;   ji.:vx.  >.- ,.x  :;::t*  lornio  plus  ou  moins  pa- 

1  .  >  -      ». 

«."■  **l"*^  "^  r  >.        •"1."         ^> 


>  \  ■  k       S< 


\  ,v  ;-,;x.;..\    ,  .^   V*.      .   •  ^;  , ..     :.  ^.'  >  .    -t^^taco  do  IIumt>oldt, 
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%    «  * . 


COMPTES  UENDUS  ET  ANALYSES.  209 

sanl  le  globe  terrestre.  C^était  là  le  premier  pas  dans  une  voie  que 
notre  Société  a  suivie,  il  y  a  quelques  années,  en  s'associant  au 
Cartel  des  Académies  (  *  ). 

Ici,  comme  partout,  l'activité  de  Gauss,  bien  qu'elle  remonte  à 
plus  d'un  demi-siècle  en  arrière,  n'appartient  pas  à  une  période 
écoulée  de  la  Science;  au  contraire,  elle  est  évidemment  liée  aux 
problèmes  du  temps  présent. 

Encore  quelques  mots  relatifs  à  la  forme  extéfieure  sous  laquelle 

nous  espérons  mener  à  terme  l'édition  des  Œuvres  de  Gauss. 

Nous  pouvons  compter  encore  sur  trois  volumes  et  sur  un  volume 

supplémentaire.  En  se  reportant  au   numérotage  des  six  Tomes 

déjà  publiés,  on  aura  Tarrangement  suivant  : 

Le  Tome  VII  sera  exclusivement  consacré  à  V Astronomie  et, 
pour  tout  dire  en  peu  de  mots,  renfermera  tous  les  travaux  astro- 
noiiiic|ues  qui  n^ont  pu  trouver  place  dans  le  Tome  VI. 

Le    Tome  VIII  renfermera  les   suppléments  scientifiques  aux 
Tomes  précédents  et,  en  particulier,  dans  cet  ordre,  ceux  qui  se 
rapportent  à  la  Théorie  des  nombres,  l'Analyse,  la  Géométrie  et  la 
Géodésie  et,  enfin,  à  la  Physique  mathématique. 

Le  Tome  IX  sera  destiné  aux  documents  biographiques.  Ici 
prendront  place  aussi  les  communications  d'ordre  général  extraites 
delà  Correspondance  scientifique  si  étendue  de  Gauss.  En  même 
temps.  Ton  donnera  ici  une  description  détaillée  et  exacte  des 
papiers  de  Gauss  qui,  nous  l'annonçons  expressément  dès  aujour- 
d'hui, une  fois  mis  en  ordre,  seront  déposés  à  la  bibliothèque  de 
l'Université  où  ils  pourront  être  consultés  par  le  public. 

Enfin,  le    Volume  supplémentaire  renfermera  un  index  ral- 

^onoé.  Si  rien  ne  vient  à  l'encontre  de  nos  plans,  nous  espérons 

^voir  terminé  tout  le  travail  environ  dans  trois  ans.  En  attendant, 

pous  pouvons  espérer  que  la  vente  des  six  Volumes  déjà  parus 

prendra  un  nouvel  essor,  car,  maintenant,  elle  est  confiée  à  une 

maison  capable  de  l'activer  (2). 


(')  l^s  Académies  de  Gottingiie,  Leipsick,  Munich  et  Vienne  ont  conclu  un 
irajté  ayant  pour  but  de  subventionner  en  commun  des  entreprises  scientifiques, 
telle»  que  VEncyclopédie  mathématique,  rédigée  par  MM.  Burckhardt  et  Mcyrr 
(^dt  Claasthal),  qui  va  paraître  dans  le  courant  de  cette  année.  (L.  L. ) 

(')  Il  a  été  dernièrement  conclu  un  traité  en  re  sens  avec  la  librairie  Trubncr. 
\insi  les  six  premiers  Volumes  de  notre  édition  des  Œuvres  ffe  Gatiss  ne  srml 
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Je  ne  puis  lermincr  ce  compte  rendu  sans  adresser  une  prière  à 
lotis  ceux  que  cela  concerne. 

Quelque  riche  et  précieuse  que  soit  notre  collection  de  manu- 
scrits laissés  par  Gauss,  elle  ne  renferme  pas  néanmoins  ioui  ce 
qui  remonte  à  Gauss  ou  tout  ce  qui  est  intéressant  comme  docu- 
ment au  point  de  vue  scientifique.  Ainsi,  grâce  aux  efforts  de 
M.  le  professeur  Slackel,  nous  avons  pu  dernièrement  obtenir 
certaines  nouvelles  pièces  importantes  ou  en  recevoir  communi- 
cation :  par  exemple,  les  originaux  des  lettres  de  Gauss  à  Schu- 
macher (<|ui,  dans  Tédition  connue,  n'ont  pas  été  imprimées  tout 
(MUiiTcs),  puis  les  lettres  de  Gerling  à  Gauss  (qui  se  trouvent  en 
possession  de  la  famille  Gerling,  tandis  que  les  lettres  de  Gauss  à 
(lerling  font  depuis  longtemps  partie  de  nos  Archives).  Nous 
devons  encore  remercier  tout  particulièrement  M.  Stackel  du  don 
d'une  lettre  importante  de  Gauss  à  Taurinus  et,  de  même,  Son 
Kxeellenee  M.  Struve,  de  Carlsruhe,  du  don  de  plusieurs  lettres  de 
Gauss  ù  son  père.  Mais  il  existe  sans  aucun  doute  une  foule  de 
doeumeuts  précieux  dont  nous  n*avons  pas  connaissance. 

\otts  prions  insittmmeni  ions,  Sociéics  comme  imlividus^ 
i/ui  seraient  en  possession  de  quoi  que  ce  soit  remontant  à 
tntuss  lui-même,  ou  en  possession  f/e  ftocuments  importants  se 
rapportant  à  son  actis'itê  scienti/ique,  de  nous  en  faire  part 
et  îie  rouloir  bien  nous  en  facititer  /'accès  ('». 


MviKiti:  l.K\^.  l.Ki;o\'i  si  r  i  \  Tiikoiuk  hks  M\iii:es.  professées  au  Cul - 
lo^o  ilo  Franco.  —  rivmiôn*  l\ir::i'  ;  /'.€■.'-.'»•>  tlcrnt^maircK.  Formu/rv  pnt- 
/..j:.c-v  «/«•  /  ri»;>u»-:  ,/»>■  »';»i'«t'v.  In-^  *.  \ii-.m»^  p.  Parîs.  (lauthier-Villars  et 
lils.  iîî»»S. 

l.*Ou\rai;e    AowX    M.    Mamioe    l.èw     présente    aujourd'hui    ati 
pul»he  Li  première   Tarlie  a  ele  redire  «i  la  suite  de   Leçons  faites 


I  k'uImu  :  I  K.  K.» 
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an  Collrgc  de  France  par  i*éminent  professeur,  sur  la  Théorie  des 
Marées,  pendant  l'année  scolaire  iSpS-iSg^. 

La  Théorie  des  Marées  a  été  quelque  peu  délaissée  en  France 
depuis  les  travaux  de  Laplace,  tandis  que  les  savants  et  les  obser- 
vateurs anglais  ne  cessent  d'y  consacrer  leurs  efforts  :  Tisserand 
lui-même  ne  l'a  pas  comprise  dans  sa  Mécanique  céleste.  Rappeler 
l'attention  sur  ce  sujet,  qui  a  reçu  de  notre  pays  ses  fondemenls 
essentiels,  tel  est  le  but  poursuivi  par  M.  Maurice  Lévy. 

Dans  cette  première  Partie,  l'auteur  s'appuie  essentiellement 
sur  la  théorie  statique  des  marées;  cette  théorie  très  simple  per- 
met, sans  qu'il  soit  nécessaire  de  recourir  à  la  Théorie  dynamique 
de  Laplace,  beaucoup  plus  difficile,  et  dont  l'exposition  est 
réservée  pour  une  seconde  Partie,  d'arriver  aux  applications  pra- 
tiques, c'est-à-dire  aux  formules  de  prédiction  des  marées  données 
par  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique  céleste,  formules  utilisées 
encore  aujourd'hui,  peut-être  avec  quelques  modifications,  pour 
la  rédaction  de  V Annuaire  des  Marées  des  côtes  de  France, 

En  outre,  au  point  de  vue  dynamique,  M.  Maurice  Lévy  expose 
la  théorie  de  la  propagation  des  marées  dans  des  détroits  ou 
canaux  tracés  suivant  les  grands  ou  petits  cercles  de  la  surface 
du  globe,  ou  en  communication  avec  des  mers  à  marées  connues, 
tout  en  subissant  eux-mêmes  les  effets  de  l'attraction  des  corps 
célestes;  il  expose  aussi  la  théorie  des  marées  fluviales  et,  comme 
complément,  celle  de  l'onde  solitaire  qui  fournit,  au  moins  en 
partie,  Texplicahon  du  mascaret. 

Tel  est  le  programme  que  s'esl  proposé  M.  Maurice  Lévy  et 
qu'il  a  développé  magistralement  dans  ce  Volume,  d'une  facjoii 


nous  avons  acquis  dinércnls  précieux  docuincnls  relatifs  ù  liieiiiunn,  ainsi  (]iie 
jVn  ai  rendu  compte,  en  plus  de  détail,  p.  189-190  des  Nachrickten  de  notre 
Section  physico-mathématique.  Nous  y  avons  ajouté  depuis  une  série  de  manu- 
scrits provenant  des  papiers  laissés  par  Schering,  en  particulier  la  copie  rédigée 
par  Schering  en  i855-56  des  premiers  Cours  professés  alors  par  Hieniann  sur  les 
fonctions  abéliennes  et  les  fonctions  i*.  Cette  copie,  comme  Schering  Ta  raconte 
souvent,  fut  employée  par  Hiemann  lui-même  pour  la  rédaction  définitive  de 
se*  Mémoires  sur  ces  questions.  Nous  désirerions  beaucoup  arriver  à  réunir, 
dans  notre  bibliothèque,  des  copies  ou  des  rédactions  de  tous  les  cours  professés 
par  Itiemann. 

Nous  prions  donc  très  instamuicnt  tous  ceux  qui  possèdent  do  tels  donimenls 
de  vouloir  bien  nous  en  donner  communication.  (  l*'.  K.) 
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claire  cl  précise,  incitant  bien  en  évidence  la  portée  des  hypo- 
ilièscs  faites  pour  réduire  les  problèmes  à  des  termes  simples,  et 
ne  craignant  pas  d'insister  sur  les  côtés  pratiques  de  la  théorie. 

Une  analyse  succincte  des  Chapitres  de  l'Ouvrage  mettra  en 
lumière  la  richesse  des  matières  qui  y  sont  traitées,  et  fera  mieux 
comprendre  Timportance  de  la  part  qui  revient  à  M.  M.  Lévj 
dans  les  perfectionnements  apportés  depuis  Laplace  à  la  Théorie 
des  Marées. 

La  première  Section  est  intitulée  :  Théorie  statique  et  prédic- 
tion des  Marées,  Elle  comprend  six  Chapitres  : 

Chapitre  I.  —   Théorie  statique  des  Marées, 

La  surface  moyenne  des  mers  est  la  surface,  immobile  pour 
nous,  qu'alTeclcrait  la  mer  si  elle  était  en  équilibre  sous  la  seule 
action  de  la  gravité. 

La  hauteur  statique  de  la  marée,  positive  ou  négative,  en  un 
point  donné  et  à  un  instant  donné,  est  comptée  à  partir  de  la  sur- 
face moyenne;  pour  J'obtenir,  on  admet  avec  Newton,  D.  Ber- 
noulli,  Euler,  Maclaurin,  etc.,  que  TOcéan  tend  à  chaque 
instant  à  se  mettre  en  équilibre  sous  les  actions  réunies  de  la 
gravité  et  de  Tattraction  des  corps  célestes;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  sa  surface  tend  à  se  placer,  à  chaque  instant,  norma- 
lement ù  la  résultante  de  ces  actions,  de  sorte  qu'elle  aflTectc  la 
forme  d'une  surface  de  niveau  relativement  à  la  somme  des  poten- 
tiels de  la  gravité  et  des  astres. 

En  négligeant  le  ])otentiel  de  la  couche  aqueuse  de  hauteur  h 
comprise  entre  la  surface  moyenne  et  la  surface  vraie  des  mers, 
ce  qui  revient  à  négliger  la  densité  de  Peau  devant  la  densité 
movenne  de  la  Terre,  on  arrive  facilement  à  la  formule 

/(  =  — , 

.•» 

pour  déterminer  Télévation  de  la  mer  duc  à  un  potentiel  pertur- 
bateur (|uelconque  V;  dans  celte  formule,  g  désigne  la  gravité  au 
point  considéré,  et  V  est  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  V  con- 
sid('*rée  pour  tous  les  ])oints  de  la  surface  moyenne  de  l'Océan. 
Si   alors  on  discute  la   hauteur  de  la  marée   lunaire  dans  une 
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mer  recouvrant  toute  la  Terre,  on  voit  d'abord  que  cette  marée 
varie  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance  de  l'astre;  elle  con- 
tient, en  outre,  trois  termes  qui  correspondent  respectivement  à 
la  marée  semi-diurne,  la  plus  importante  sur  nos,  côtes;  à  la 
marée  diurne,  importante  sur  les  côtes  du  Tonkin  en  particulier; 
au  flot  à  longue  période,  c'est-à-dire  semi-mensuel  pour  la  Lune. 

Les  lois  bien  connues  des  marées  sont  légèrement  modifiées  si 
Ton  tient  compte  de  la  véritable  configuration  des  mers  :  on  est 
alors  amené  à  introduire  des  constantes  spécifiques  de  la  distri- 
bution des  eaux  et  des  continents  à  la  surface  de  la  Terre,  consi- 
dérées pour  la  première  fois  par  Lord  Kelvin,  et  calculées  par 
MM.  Darwin  et  Turner  dans  les  deux  différentes  hypothèses 
principales  que  Ton  peut  faire  sur  l'existence  d'un  continent 
antarctique.  Inversement,  on  montre  que  des  observations  conve- 
nables du  flot  à  longue  période  permettaient  de  résoudre,  dans 
une  certaine  mesure,  les  questions  relatives  à  Texistence  d'un  tel 
continent. 

Les  marées,  telles  que  nous  les  observons  sur  nos  côtes,  sont 
dues  aux  actions  combinées  de  la  Lune  et  du  Soleil;  mais  le  phé- 
nomène se  passe  comme  s'il  était  du  à  des  astres  fictifs  qui  sui- 
vraient les  astres  vrais  d'environ  trente-six  heures;  parmi  les 
explications  possibles  pour  ce  fait,  M.  Maurice  Lévj  signale  celle 
qui  consiste  à  considérer  l'immense  bassin  des  mers  du  Sud 
comme  le  berceau  de  toutes  les  marées,  celles-ci  se  propageant 
ensuite  dans  l'Atlantique  comme  dans  un  large  fleuve,  et  le  retard 
grandissant  du  Sud  au  Nord,  conrorinément  aux  observations. 

Chapitre  IL  —  La  prédiction  des  marées,  dUiprès  Laplace. 

Le  développement  en  série  trigonométrique  du  potentiel  d'un 
astre,  quand  on  tient  compte  du  mouvement  de  cet  astre,  montre 
que  son  action  peut  être  remplacée  par  l'ensemble  des  actions 
d^astres  fictifs  qui  décriraient  dans  le  plan  de  l'équateur,  avec  des 
vitesses  uniformes,  des  orbites  circulaires.  Si  l'on  admet,  avec 
Laplace,  que  l'état  d'un  système  de  corps,  dans  lequel  les  condi- 
tions primitives  du  mouvement  ont  disparu  par  les  résistances 
passives  qu'il  éprouve,  est  périodique  comme  les  forces  qui 
raniment,  principe  dont  M.  M.  Lévj  montre  la  véritable  signili- 
BuH.  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  l.  X\II.  (Scplciiihre  lîSijS.)        ij 
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cation,  on  est  amené  d'abord  ù  considérer  les  ondes  principales 
qui  correspondent  aux  dillercnls  termes  du  développement  du 
potentiel  et  qui  sont  périodiques  comme  ces  termes.  En  tenant 
compte  de  la  disposition  des  côtes,  un  tel  terme  donne  naissance 
à  une  onde  de  même  période,  mais  avec  un  coefficient  de  hauteur 
et  une  phase  qui  sont  à  déterminer  pour  chaque  port;  ces  deux 
quantités  ne  dépendent  que  de  la  vitesse  de  Tastre  fictif  qui  cor- 
respond au  terme  considéré  du  potentiel  et,  comme  cette  vitesse 
est  petite,  Laplace  admet  que  ce  sont  des  fonctions  linéaires  de 
cette  vitesse.  On  est  ainsi  conduit,  pour  la  hauteur  de  la  mer,  à 
une  formule  contenant  huit  constantes  dépendant  uniquement  du 
port  où  Ton  étudie  la  marée.  La  formule  de  Laplace  peut,  d^ail- 
leurs,  facilement  se  généraliser,  quand  on  suppose  que  les  coeffi- 
cients de  hauteur  et  les  phases  cessent  d'être  linéaires  par  rapport 
aux  vitesses  des  astres  fictifs  correspondants. 

Les  constantes  de  la  formule  de  Laplace  peuvent  être  déter- 
minées par  les  observations;  Laplace  lui-même  a  fait  celte  déter- 
niinalion  pour  le  pcirt  de  Br(>st  par  une  méthode  que  rappelle 
M.  M.  Lévv. 

En  terminant  ce  (^ha|)itre,  Tauteur  indique  comment  la  formule 
de  Laplace  a  été  modifiée  par  M.  Chazallon  et  montre  Tusage  de 
Winnuaire  du  liurean  des  Longitudes  pour  la  prédiction  de 
Iheure  dos  niarée>. 

Chapitre  III.   —   Développement  liarnionifjue  de   la  /tauteur 

de  la  nier  dans  un  port. 

Laplace  a  trouvé  sous  forme  finie  la  hauteur  de  la  mer  dans  un 
port  en  néj;lli;ranl  les  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune;  mais, 
au  Livre  XII l  de  la  Afécanlr/ue  céleste,  il  a  montré  comment  on 
pouvait  ellecluor  le  d<''velop[)eincnl  du  potentiel  eu  tenant  compte 
des  principales  de  ces  inégalités  et  en  déduire  les  expressions 
correspondantes  des  ondes.  Ce  travail  a  été  repris,  sous  le  nom 
d'yinalyse  iKtrmonitjue  des  ondes,  par  MM,  Darwin  et  Adams. 

On  est  ainsi  conduit,  en  développant  le  potentiel  de  la  Lune  eu 
série  tri<^onomélrique  dargunients  linéaires  par  rapport  au  temps, 
à  la  considération  de  Tonde  principale  et  d'ondes  elliptiques  du 
premier  ou  du  secoiul  ordre,  c'est-à-dire  dont  les  coefficients  ren- 
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ferment  l'excenlncîté  de  l'orbite  de  la  Lune  à  la  première  ou  à  la 
seconde  puissance;  les  ondes  elliptiques  semi-diurnes  ou  diurnes 
sont  elles-mêmes  majeures  ou  mineures;  on  a,  de  plus,  à  consi- 
dérer les  ondes  évectionnelles  et  variationnelles  qui  correspondent 
à  Tévection  et  à  la  variation,  et  les  ondes  sidérales. 

Dans  le  cas  du  Soleil,  on  peut  se  contenter,  oulre  Tonde  princi- 
pale, de  Tonde  elliptique  majeure  semi-diurne. 

Enlin,  il  faut  encore  tenir  compte  de  certaines  ondes  d'ordre 
supérieur  et  d'ondes  composées. 

Les  coefficients  théoriques  de  ces  ondes,  d'après  la  Théorie 
statique  des  marées  d'une  nier  qui  recouvrirait  toute  la  Terre, 
sont  donnés  à  la  fin  du  Chapitre,  ainsi  que  les  vitesses  angulaires 
de  leurs  arguments. 


Chapitre  IV.  —  Réduction  sous  forme  harmonique 
des  observations  des  marées  dans  un  port. 

A  chaque  onde  théorique  correspond,  dans  un  port  donné,  une 
onde  de  même  période,  mais  avec  un  coefficient  de  hauteur  et  un 
coefficient  de  phase  dépendant  du  port;  pour  plus  de  généralité, 
on  peut  supposer  que  chaque  onde  donne  lieu  à  deux  constantes 
locales  distinctes.  La  détermination  de  Teosemble  de  ces  con- 
stantes à  l'aide  des  observations  est  un  des  problèmes  les  plus 
importants  auxquels  M.  Maurice  Lévv  consacre  ce  Chapitre  et  le 
suivant. 

Ici,  il  montre  comment  on  arrive  à  représenter  l'ordonnée  de 
la  courbe  fournie  pendant  un  an  environ  par  le  niarégraphe  sous 
forme  harmonique,  avec  les  vitesses  des  arguments  qui  entrent 
dans  les  expressions  générales  des  ondes  et  des  coefficients  numé- 
riques convenables.  Les  précautions  pratiques  à  prendre  pour 
arriver  sans  trop  de  peine  a  des  résultats  dignes  de  confiance  sont 
minutieusement  expliquées,  de  sorte  que  Ton  aperçoit  bien  com- 
menl  on  peut  faire  réellement  le  calcul. 

En  terminant  Tauteur  indique  comment  on  peut  arriver  aux 
mêmes  résultats  en  utilisant  non  plus  les  courbes  du  marégrapbe. 
mais  la  connaissance  des  heures  et  des  hauteurs  des  pleines  el 
basses  mers. 


>.!(>  PUEMIËKE  PÂUTIE. 

(^iiAPiTKE  V.  —   Détermination  des  constantes  d*un  port 
et  formules  de  prévision  des  marées. 

Dans  ce  Chapitre,  l'aiileur  montre  comment  on  penl  délerminer 
les  deux  coefficients  de  hauteur  et  de  phase  relatifs  à  chaque  onde 
pour  un  port  donné,  de  telle  façon  que  les  formules  obtenues  s'ap- 
pliquent non  plus  seulement  à  Tannée  qui  correspond  aux  obser- 
vations, mais  à  une  époque  quelconque. 

CiiAPiTiiE  VI.  —  JVo moelles  formules  et   Tables  de  prédiction 

des  marées  de  Darwin. 

Les  formuhîs  harmoniques  qui  résultent  des  Chapitres  précé- 
dents permettent  de  prédire  à  chaque  instant  la  hauteur  de  la  mer, 
et  aussi  les  hauteurs  des  pleines  et  Lasses  mers;  mais  elles  sont 
mal  appropriées  aux  calculs  numériques  et,  en  particulier,  à  ces 
dernières  déterminations.  Aussi  Darwin  est-il  revenu  à  une  for- 
mule non  harmoni(|ue,  du  même  genre  que  celle  de  Laplace,  mais 
avec  un  plus  grand  nombre  de  constantes.  Elle  nVsl  pus  sim[)le. 
mais  son  application  est  rendue  très  facile  par  l'usage  de  Tables 
convenables.  Dans  celle  formule,  la  position  de  tlia(|ue  aslre  es! 
définie  par  sa  parallaxe  et  sa  longitude  mesurée  dans  son  orbile,  el 
de  plus  le  phénomène  des  marées  es!  rapporté  direclemenl  au  pas- 
sage de  la  Lune  au  méridien,  el  non  plus,  connue  dans  celle  de 
Laplace,  à  la  position  d'astres  (iclifs  suivant  les  astres  véritables  à 
trente-six  heures  (rintervalle. 

M.  M.  Lévy  établit  cette  formule  et  en  montre  Tusage  pour  la 
détermination  des  heures  des  pleines  el  des  basses  mers. 

Il  signale  le  cas  particulier  de  Tonde»  évanescent<»  et  montn».  par 
des  exem[)les  n'Ialifs  au  port  (TAdcn,  étudié  par  Darwin,  comment 
on  doit  diriger  eirectixemenl  les  calculs,  en  supposant  que  Ton  ait 
à  sa  disposition  les  Tables  auxiliaires  n<'*<;essaires. 

La  seconde  Section  est  intitulée  :  Thénrio  dynamique  des 
marres  d/tns  les  détroits  et  1rs  /Irt/^cs,  el  (Muiiprend  <|uatre 
Chapitres. 
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Chapitre  Vil.  —  Marées  dans  un  canal  de  faible  largeur. 

Ici,  M.  M.  Lévy  étudie  après  Airj  et  M.  Hait,  mais  d'une  façon 
plus  générale,  le  mouvement  de  Teau  dans  un  canal  assez  étroit 
pour  qu^il  suffise  de  connaître  ce  qui  se  passe  dans  une  section 
verticale  et  longitudinale  moyenne  entre  les  rives  ;  la  ligne  de  fond 
du  canal  est  supposée  de  très  faible  courbure  et  de  très  faible  in- 
clinaison; enfin  on  admet  qu'il  suffit  d'étudier  le  déplacement 
d'un  point  de  la  surface.  Dans  ces  conditions,  on  forme  aisément 
les  deux  équations  du  mouvement,  l'une  d'elles  étant  l'équation 
dile  de  continuité;  ce  sont  deux  équations  aux  dérivées  partielles, 
la  profondeur  d'eau  et  l'abscisse  d'une  section  étant  à  chaque 
instant  fonctions  du  temps  et  de  l'abscisse  initiale. 

On  lient  compte  de  la  gravilé,  de  l'atlraclion  des  astres  et  du 
frottement.  L'influence  du  mouvement  de  la  Terre  est  négligeable 
eu  vertu  des  hypothèses  (ailes. 

I^es  équations  obtenues  prennent  des  formes  diflerenles  plus  ou 
moins  simples  suivant  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  la 
section  du  canal  et  sur  sa  pcnie. 

Si,  en  particulier,  on  suppose  un  canal  horizontal  tracé  suivant 
un  grand  ou  un  petit  cercle  de  la  Terre,  on  est  amené  à  chercher 
pour  les  équations  une  solution  périodique,  comme  la  force  agis- 
sante, d'après  le  principe  de  Laplace. 

Le  calcul  se  fait  sans  difficulté  quand  on  se  borne  à  une  pre- 
niière  approximation;  cha({ue  terme  du  potentiel  donne  naissance 
à  une  onde  périodique,  et  le  frottement  n'a  d'autre  influence  que 
d*en  modifier  la  phase  d'une  quantité  constante. 

Si  l^astre  agissant  se  meut  dans  l'équateur,  son  action  peut  se 
réduire  à  deux  ondes  semi-diurnes  dont  Tune  passe  par  toutes  les 
phases  dans  le  canal  entier,  à  cIukjuc  instant,  tandis  que  Tautre 
passe  par  toutes  les  phases  sur  chaque  moitié  du  canal. 

Si  i'aslrc  a  une  déclinaison,  et  si  le  canal  est  tracé  suivant  un 
grand  cercle,  on  est  conduit  à  une  onde  diurne  semblable  à  la 
seconde  des  ondes  précédentes  ;  si  le  canal  est  méridien,  ces  deux 
ondes  sont  stationnaires  :  c'est  un  clapotis. 

Enfin,  M.  M.  Lévy  montre  comment  on  tiendra  compte  du 
mouvement  propre  de  Tastre,  cl  quelle  est  l'influence  du  Irotte- 
111  ont  dans  ce  cas. 
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La  fin  du  Chapitre  est  consacrée  à  Tétude  des  fleuves  de  largeur 
très  lentement  variable,  et  à  pente  constante;  le  problème  se 
ramène  au  précédent. 

Chapitre  \.  —  Uonde  solitaire. 

Après  avoir  rappelé  les  équations  générales  de  l'Hydrodyna- 
mique dans  le  cas  des  mouvements  plans,  Tauteur  étudie  d'abord 
les  solutions  de  première  approximation  qui  donnent  lieu  à  des 
mouvements  périodiques  se  propageant  avec  une  vitesse  uniforme, 
ou  à  des  mouvements  périodiques  s  ta  tionn  aires,  c'est-à-dire  encore 
à  la  houle  ou  au  clapotis;  il  justifie  ainsi  les  hypothèses  admises 
précédemment  sur  les  déplacements  des  molécules  liquides. 

Si  sur  un  canal  horizontal  dont  la  surface  est  parfaitement  calme, 
on  produit  subitement  une  intumescence,  celle-ci  se  régularise 
rapidement  et  se  propage  avec  une  vitesse  à  peu  près  constante 
pendant  un  temps  fort  long  :  c'est  Tonde  solitaire.  La  théorie  de 
cette  onde  a  été  donnée  par  M.  Boussinesq;  M.  M.  Lévy  la  reprend 
d'une  façon  nouvelle  et  montre  que  les  trajectoires  des  particules 
fluides  sont  ici  paraboliques,  et  non  plus  elliptiques  comme  dans  la 
houle;  la  durée  du  parcours  d'une  trajectoire  est  théoriquement 
infinie,  mais  pratiquement  assez  courte  à  cause  du  frottement. 

La  même  théorie  s'applique  aux  intumescences  de  formes 
viariablos,  mais  de  faibles  hauteurs  et  de  faibles  courbures.  Le 
volume  et  Téner^ie  totale  d'une  intumescence  sont  constants;  il 
en  est  de  même  de  la  nouvelle  grandeur  introduite  par  M.  Bous* 
sinesq  et  appelée  moment  d^ instabilité;  cette  grandeur  donne  lieu 
au  beau  théorème  suivant  : 

J)e  toutes  les  intumeseenees  d  énergie  donnée,  c^est  l'onde 
S'ditaire  qui  a  le  plus  petit  moment  d'instaln'lite, 

II.     A>Df)YKR. 
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MELANGES. 

THÉORIE  DES  CONNEXES  DANS  L'ESPACE  ; 
Par  m.  D.  SLNTSOF. 

Cet  Ouvrage,  publié  en  russe  dans  les  Mémoires  scientifiques 
de  r Université  de  Kasan  (1894-1890),  est  consacré  à  l'une  des 
configurations  qui  onl  été  introduites  par  Al.  (>lebsch  dans  son 
Mémoire  bien  connu  Ueber  eine  Fundamentalaiifgabe  der 
Invariantentheorie  (Gotting.,  Abb.  XVII,  1872),  à  celle  dont 
l'^élëment  est  la  combinaison  (point,  plan).  Jusqu^à  présent,  des 
cas  particuliers  seulement  en  étaient  considérés  :  connexe  bili- 
néaire,  étudié  par  MM.  Battaglini,  Lazzeri,  P.  Muth,  Pittarelli, 
Predella^  etc.,  ainsi  que  par  les  auteurs  qui  ont  traité  de  la  coUinéa- 
tion  dans  l'espace  :  je  citerai  MM.  llirst,  Kichelot,  St.  Smith,  etc.; 
et  le  conoeie  du  second  ordre  et  de  la  première  classe,  consi- 
dère par  M.  R.  Krause  {Math,  Ann,^  XIV).  Je  me  suis  donc 
proposé  d'enessajer  une  exposition  systématique,  prenant  comme 
exemple  celle  que  M.  Lindemann  a  donnée  dans  son  édition  des 
Leçons  de  Géométrie  de  Clebsch  (t.  III  de  la  traduclion  française 
de  ]V].  Benoist),  de  la  théorie  du  connexe  dans  le  plan. 

Dans  rintroduction  (p.  3-i3)  je  mets  en  évidence  ce  qui  a  été 
fait  pour  la  configuration  considérée  par  Clebsch  lui-même  et  je 
donne  ensuite  un  aperçu  sur  les  travaux  traitant  des  connexes  en 
général. 

Chapitre  1  (p.  i4-73)  :  Propriétés  générales  des  connexes. 
D^abord  (§  1-3)  je  donne  la  description  et  les  propriétés  énumé- 
raiives  simples  des  configurations  composées  de  oc^  (connexe), 
oc*  (coïucidence),  00'  (bicoïncidence),  oc^  (couple  de  surfaces), 
3C*  (couple  :  courbe  gauche,  surface  développable)  éléments,  ainsi 
<jue  le  nombre  d'éléments  communs  à  six  connexes,  etc.;  je  con- 
sidère ensuite  les  éléments  singuliers,  connexe  tangent  et  connexe 
conjugue  (§  4-6).  Ici,  je  veux  entrer  en  quelques  détails. 

A  chaque  point  x  de  Tespacc  appartient,  dans  le  connexe 


(  f  I 
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une  surface  U^i  dont  les  plans  tangents  seuls  forment  des  éléments 
du  (i)  avec  le  point  x^  et  à  chaque  plan  u  appartient  une  autre 
surface  Xm,  dont  les  points  seuls  forment  des  éléments  du  (i)avec 
le  plan  //.  Les  surfaces  L^-  et  X,i  sont  dites  les  sur/aces  du 
connexe;  elles  sont  de  n  classe  et  du  m  ordre  respectivement,  si 
le  connexe  (i)  est  de  n  classe  et  du  m'*"*  ordre  (c'est-à-dire  si  son 
équation  est  de  n  degré  par  rapport  aux  //  et  du  wi**™*  degré  par 
rapport  aux  x). 

Il  peut  arriver  cependant  que  certains  points  (points  princi^ 
paux  du  connexe)  satisfassent  identiquement  à  Téquation  (i)  du 
connexe,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  w/;  c'est-à-dire  que  la 
surface  Ux  n'existe  pas,  son  équation  étant  0  =  0.  Tel,  par 
exemple,  est  le  point 

pour  le  connexe 

de  tels  points  j)euvenl  même  former  des  lignes  continues;  par 
exemple,  les  arêtes  du  tétraèdre  des  coordonnées  dans  le  cas  du 
connexe 

(3)       (t^XiT^x^Ux  -\-  aiX^r'^XxUi-\-  a^X'^xxXiU^-^  a^Xxx^x^u^=^  o. 

Kéciproqucmenl,  \c  plan  principal  du  connexe  est  celui  dont 
les  coordonnées  satisfont  identiquement  à  Téqualion  (i),  quels 
<|ue  soient  les  j:/,  et  pour  lequel  la  surface  du  connexe  X,^  n'existe 
pas,  son  é(|uation  étant  0=0.  Par  un  point  principal  du 
connexe  passent  toutes  ses  surfaces  X^  et  toutes  les  surfaces  Ux 
sont  tanfj^entes  au  point  principal. 

Dans  le  connexe  hiliuéaire 

à  cha(jue  point. r  apparlienl  un  autre  point  y 

comme  criilr(;  d'un   faisccan  des  plans  formant  Télément  dei^r") 
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avec  jr;  el  à  chaque  plan  w,  un  autre  v 

ydf 


\k  dxi  ' 

le    connexe   bllinéaîre   détermine   donc    une    collincalion    dans 
l'espace. 

Pour  faciliter  l'étude  du  connexe  général  (i),  nous  pouvons 
considérer  un  connexe  bilinéaire  particulier,  que  je  nomme 
connexe  tanf^ent  au  (i)  dans  son  élément  (j:,  u)  :  c'est  le  connexe 

Ce  connexe  fait  correspondre  à  chaque  point  X  de  l'espace  un  autre 
point  Y 

et,  en  particulier,  au  point  x  lui-même  le  point  j* 

df 
(3)  P^^=-^.' 

c'est-à-dire  le  point  de  contact  du  plan  u  à  la  surface  Ux-  De 
mèmey  au  plan  U  correspond  un  autre  phin  V 

Aàk  dxi  duk 

et,  en  particulier,  au  plan  u  le  plan  v 

df 

le  plein  tangent  à  la  surface  X,^  au  point  x. 

A  cliaque  élément  (x,  u)  correspond  ainsi  à  l'aide  de  (2)  un 
autre  élément  (^,  v)  et  un  seul,  en  général,  sauf  pour  des  éléments 
particuliers  que  Ton  appelle  j)our  cela  éléments  singuliers.  En 
eflTel,  le  point  Y  devient  indéterminé  si  l'on  a 

ce  qui  donne  une  équation  de  condition 


i  »  » 


dxi  du/. 


^=  (). 


»-2  ] 
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Our  condilioii  remplie,  les  (A)  déterminent  les  coordonnées 
du  point  \,  pour  lecpiei  Y  est  indctenniné.  Ce  point  est  le  poinljK 
lui-int^me,  si  Ton  a 


Mi) 


^d|  axi  auk  dut 


llé4*ipro(|UiMneul,  le  pian  V  correspondant  au  plan  U  est  indé 

terniint'.  si  Ton  a 

V    -j;-'y~  l  A  =^«>         (I  =  I.  2,  3,  4), 

vv  ipii  (lonnr  la  mémo  rtpiahon  de  condition  (5);  pour  que  ce  soi 
le  plan  tf,  dont  le  plan  eorrespondant  soit  indéterminé,  doiveo 
être  remplies  les  tupiations 


(7^ 


(1  =  1,  a,  3,  i). 


Les  éléments  sinj;uliers  sont  donc  do  doux  genres  :  singularité-  -^ 
poneluelles  ot  singularités  langontiolios.  Les  premières  [définie  "■ 
par  les  <upuUions^7^|  sont,  en  général,  les  éléments  dont  les  point  J 
A'o/i/  «Aw  points  sini:ttiirrs  t/rs  sur/tires  X„  correspondanies;  /e."" 
f/crnit'rrs,  rruj'  c/o/i/  /es  p/tins  sont  les  plans  tangents  singu-  ' 
iit^rs  t/rs  sur/ttrcs  V x  <*^*t^responi/an tes.  On  pourrait  donc  prendra 
directement  eo  fait  comme  délinilion  dos  éléments  singuliers  dm 
connexe,  l  ne  ohjeclion  cepondant  s\  oppose  :  c'est  Teiistenc» 
des  points  et  plans  principaux.  Kn  ollet,  alors  les  surfaces  di 
connexe  X.  ou  {  ,  n'existent  plus,  ipioiipic  leséi|uations(<)^  ou(7 
ne  soient  pas  moin>  salist\nlc<.  Or,  nous  pouvons  regarder  cliaqui 
point  de  le^pare  connue  un  point  singulier  de  la  surlace  identiqu 
o  o  cl  a!*»r>  con>cr\cr  la  Jclinilion  menlii>nneo  1  c  osl  ce  qne  j'aï 
l.iit  dans  niiMi  ihi\rauc  .  ou  Mcn,  et  cela  parait  moillour.  au  poin 
de  \  ue  :;«  oMic;n,|iic.  dirt'  ipic  Us  1  !t  incnl>  singuliers  du  connoxo^ 
s.mU  dahord  «lUx  «io;it  tv*  po:ii!  .mi  le  pian  est  un  point  ou  plan 
snuuiur  *li  l.i  siui.u*.-  cov!  cspi^nd  ii'ic.  cl  cusuilo  ceux  dont  le 
pomi  csi  K*  js»  ni  *i  iMl*  !  s,\  îi.in  xic  loti:- s  les  surlaces  X,,  du 
conn,xr.  ou  -v-  |'.in  esj  U-  pî.in  laUj;*.  ni  ci'mniun  *lo  loulos  les  sur- 

t.U  l's    {         ,i.î    I  O.Mli   xc 

lu   pI^î^l:i    s;   ,^Hs  \,M^».!-î    •.xv:s  !,v  , '.,:r.cnls  •  X,  /#)  du  con- 

^  '..   :!^     1  .  .     ,    !'.s|v':'  ianls  l'ormonl  un  nouveau 


V^  X 


*   s 
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connexe,  dît  le  connexe  conjugué  (*),  lequel  est  donc  défini  ana- 
lvti<|uemenL  par  les  équalions  (i),  (3),  (4). 

C'est  à  ce  connexe  covariant  que  M.  F.  LIndeniann  rattache  la 
définition  des  éléments  singuliers,  disant  que  ce  sont  les  éléments, 
€Ï  chaciirt  desquels  dans  le  connexe  conjugué  correspondent  non 
plus  urt  seul  élément,  mais  plusieurs.  Celte  définition  est  iden- 
tique, au  fond,  à  celle  que  j^ai  donnée  plus  haut. 

Les    propriétés  principales  du  connexe  conjugué,  analogues  à 

celles  données  par  M.  C.  Stephanos  pour  le  connexe  plan,  sont 

les  suivantes  : 


1'^  1^^  conjugué  du  connexe  conjugué  d^un  connexe  est  le 
conrtcjce  primitif  lui-même.  De  celte  proposition,  presque  évi- 
dente à  cause  de  la  symétrie  des  rôles  des  surfaces  Xu  et  V^  qui 
ont  le  plan  tangent  commun  v  dans  le  point  de  contact  x^  et  des 
surfaces  Ujr  et  ^v^  qui  ont  aussi  le  plan  tangent  commun  u  dans 
le  point  de  contact^,  je  donne  deux  démonstrations  analytiques, 
dont  Tune  est  parfaitement  analogue  à  celle  de  M.  Lindemann. 


:i"  Z.e  lieu  géométrique  Xy  des 
points  jc^  dont  les  surfaces  du 
conncscc  \}  x  P^^^^^t  par  le  point  y  ^ 
est  identique  avec  la  surface  Uy, 
qui  correspond  au  point  y  dans  le 
connejre  conjugué,  et  avec  l'enve- 
It^ppe  Hes  surfaces  X„,  correspon- 
€i4snt  aua:  plans  u,  qui  passent 
ptsr  le  point  y. 

3*  Ltcs  surface  \u  qui  appartient 
au  plan  u  passant  par  le  point  y 
touche  la  surface  \y  en  m^  points 
jt^  dont  les  surfaces  correspon- 
dantes Ux  ont  dans  le  point  y  le 
pltsn  tangent  m. 

4»  X*rt   surface   L'x  appartenant 

au  point  x  de  la  surface  \y  a  pour 

plnn  tangent  au  point  y  le  plan  m, 

dont    la   surface  du   connexe  \,t 

touche  la  surface  \y  au  point  t. 


L'enveloppe  X]^  des  plans  u 
dont  les  surfaces  X„  du  connexe 
touchent  le  plan  %\  est  identique 
à  la  surface  Yj,,  correspondant 
au  plan  v  dans  te  connexe  conju- 
gué, et  à  l'enveloppe  des  sur- 
faces Ux.  correspondant  aux 
points  J7,  situés  dans  le  plan  v, 

La  surface  Uj.,  qui  appartient 
au  point  x,  situé  dans  le  pian  v^ 
touche  la  surface  U»,,  en  /i'  plans 
tels  que  les  surfaces  X,,  du  con^ 
nexe  correspondantes  à  ces  plans 
touchent  le  plan  v  au  point  x, 

La  surface  Xu  appartenant  au 
plan  u^  tangent  à  la  surface  L^, 
touche  le  plan  v  au  point  x^  dont 
la  sur/ace  Vj-  du  connexe  a,  avec 
U»,,  un  plan  tangent  commun  n. 


(  •  )   Il    va   des  connexes  qui  sonl  leurs  propres  conjugués  :  par  exemple,  le 
connexe  îdenlique  i/,—  o,  le  connexe  (  |iî  )  déjà  cité,  etc. 
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Je  trouve  aussi  Tordre  m'  el  la  classe  n!  du  connexe  conjugu 
d'un  connexe  (m,  n)  donl  Téqualion  est  supposée  générale 

m'  —  /i[/n«/îî-h6m(//i  —  i) /i(  «  —  i  )-f-  3(//i  —  i)»(«  — 1)*|, 

Dans  le  paragraphe  7  (5«/'  /rt  transformation  univoque  eil 
genre  d^un  connexe)  je  relrouve  les  mêmes  nombres  par  un 
aulre  méthode,  ce  qui  en  donne  une  vérification. 

Le  Chapitre  II  (p.  76-i5o)  traite  de  la  coïncidence  princi|iale,« 
c'est-à-dire  de  Tensemble  des  éléments  du  connexe,  dont  le  point ^ 
et  le  plan  sont  dans  la  situation  réunie.  Après  les  remarques  géné- 
rales sur  les  coïncidences  (définition  de  leurs  éléments  principaux 
et  singuliers),  je  passe  (§9)  à  la  coïncidence  principale  (§  10) 
d'un  connexe,  (|ui  est  définie  par  Fensemble  de  deux  équations 

La  notion  généralisée  de  Tintégrale  d'une  ('(| nation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  qui  est  due  à  M.  Sophus  Lie  et  qui 
forme  la  base  de  sa  théorie  de  l'intégration,  a  son  origine  dans  la 
considération  de  l'élément  de  Tespace  composé  d'un  point  et  d'un 
plan,  qui  sont  dans  la  position  réunie.  Ajant  le  caractère  essen- 
tiellement projeclif,  les  théories  de  !M.  Sophus  Lie  gagnent,  à  ce 
(|u'il  paraît,  en  évidence  géométrique  par  l'emploi  des  coordonnées 
homogènes,  el  c'est  là  l'importance  principale  de  la  théorie  des 
connexes,  (^e  fait  a  été  déjà  signalé  pnr  ^I.  Darhoux  à  la  (in  de  son 
Mémoire  Sur  les  solutions  singulières  des  éf/udtions  aujr  dé- 
risées  partielles  (lu  premier  ordre.  Donner  une  exposition  sys- 
tématique, tel  était  mon  but,  d'anlanl  plus  (|ue  les  théories  de 
M.  Sophus  Lie  rrélîiienl  pas  juscpralors  exjiosées  en  russe.  Dans 
l(^  paragraphe  1^  je  signale  lideritilé  des  considérations  de 
M.  Foiirel  sur  h's  iinpiexes  avec  celles  de  la  théorie  de  la  coïnci- 
dence principale  ;  je  montre  qnr»  ses  théorèmes  {C'o/nptes  rendus. 
t.  L\\\lï,  p.  I  {()--!. MX)  ;  t.  LWXIV,  p.  î  ><)-|.^|^)  ne  sont  <pu» 
des  (*as  particuliers  i\rs  théorèmes  généraux  sur  Tintersection  des 
connexes,  cpii  sont  dormes  dans  le  Chapitre  I,  paragraphe  i.  Dans 
le  paragraphe  l»t  je  passe  aux  surfaces  des  sinj^ularilés  de  la  coïn- 
cidence et  aux  solutions  singulières   des   équations   aux  {h'*rivée«5 
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partielles  du  premier  ordre;  j^expose  ici  les  beaux  résultais  de 
M.  Darboux  (Mémoire  déjà  cité).  Comme  mon  exposition  ne  dif- 
fère que  par  rinlroduclion  des  coordonnées  homogènes  et  la  termi- 
nologie de  la  théorie  des  connexes,  je  n'ai  pas  besoin  de  m'y  arrêter. 
La  notion  du  genre  de  la  coïncidence  principale  et  quelques  re- 
marques sur  les  transformations  de  contact  font  l'objet  des  deux 
derniers  paragraphes  de  ce  Chapitre. 

Les  Chapitres  Hl  et  IV  sont  consacrés,  aux  applications.  Le 
Chapitre  Hl  traite  le  cas  des  connexes  (a?i,  i)  et  (i,  n)  :  leurs 
points  et  plans  critiques  (les  points  à  la  fois  singuliers  et  princi- 
paux de  la  coïncidence  principale)  (§  16),  le  lieu  géométrique 
des  points  correspondant  aux  points  d'une  droite  (§  17)  et  d'un 
plan  (§48);  certaines  surfaces  covariantes  du  connexe  :  Sinfi^it- 
lariiâien,  Deierminanten  et  Kernjldche,  établies  par  M.  K. 
Krause  pour  le  cas  particulier  du  connexe  (s>.,  i),  y  sont  consi- 
dérées pour  le  cas  plus  général  du  connexe  (//?,  i).  Le  reste  du 
Chapitre  (p.  166-191)  contient  une  étude  de  la  coïncidence  prin- 
cipale des  connexes  (//i,  1)  et  de  ses  surfaces  intégrales.  La  mé- 
thode de  M.  Darboux  pour  former  l'intégrale  complète  ou  le 
facteur  intégrant  à  l'aide  des  intégrales  particulières  y  est  exposée 
pour  le  cas  considéré.  Cela  conduit  à  l'étude  des  points  critiques; 
je  montre  que  la  considération  du  connexe  tangent  mène  naturelle- 
ment à  leur  classification,  donnée  par  M.  Poincaré  dans  ses  Mé- 
moires sur  les  propriétés  des  courbes  définies  par  les  équations 
dîflrérenlielles  et  poussée  plus  loin  par  M.  Au  tonne. 

Le  Chapitre  IV  s'occupe  du  connexe  (1,1)  dont  Tétude  appro- 
fondie semble  nécessaire  pour  l'élude  du  conn(?xe  général.  La  for- 
mation du  svstème  fondamental  des  formes  invariantes  [problème 
résolu  par  M.  Merlens  {Mo/uttsh.  fiir  Malh,  luul  P/iysih.,  t.  1)], 
et  l'interprétation  gèon)étri(|uc  de  ces  fonnes  font  l'objet  des 
paragraphes  21  et  !2«L  Le  paragraphe  !2!2  donne  une  digression  sur 
les  analogies  pour  l'espace  du  problème  de  Mulh  {Math,  Ann,, 
Band  XL,  p.  89-98)  et  au  paragraphe  23  je  considère  les  collinéa- 
tions  dégénérées  et  singulières.  Je  veux  signaler  seulement  une 
fonction  métrique,  que  j'introduis  page  21-  et  qui  me  paraît  avoir 
certaine  utilité  dans  la  théorie  des  connexes  :  c'est  le  moment  de 
ileux  éléments  (x,  //),  {y,  i),  c'est-à-dire  le  moment  de  deux 
droites,  celle  qui  joint  les  points  ./•,  i' et  celle  (|ui  est  commune 
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aux  plans  //,  v.  Analjlîquemenl  cette  foDCtlon  a  pour  expression 

EnOn,  dans  les  cinq  dernières  pages  je  montre  que  les  considéra» 
tions  précédentes  peuvent  être  généralisées  pour  l'espace  de  n  di- 
mensions; nous  aurons  une  configuration  tout  à  fait  analogue,  si 
nous  prenons  pour  élément  la  combinaison  d'un  point  et  d'un 
hjperplan. 

J'ai  taché  de  mettre  en  évidence  les  rapports  de  la  théorie  des 
connexes  avec  d'autres  branches  de  la  Géométrie  et  de  l'Analyse 
pour  en  justifier  Télude,  et  à  cause  de  cela  dans  beaucoup  de 
points  j'ai  dû  seulement  indiquer  la  question  sans  l'approfondir; 
je  me  propose  d'y  revenir  dans  des  publications  ultérieures  où  je 
vais  considérer  en  même  temps  une  configuration  plus  générale 
ajant  pour  élément  la  combinaison  (point,  droite,  plan). 
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EL£L\.  —  Conférences  sur  les  Mathématiques,  faites  au  Congrès  de  Ma- 
thématiques tenu  à  l'occasion  de  l'Exposition  de  Chicago,  recueillies  par  le 
prof.  Ziwett,  traduite  par  M.  Laugel.  Un  vol.  gr.  in-8';  i25  p.  Paris, 
flermaon,  1898. 

n  serait  fort  commode  que  tous  les  bons  livres,  ceux  qui  mé- 
r'ilent   d'être  lus,  fussent  traduits  dans   toutes   les   langues  des 
peuples  civilisés    :    les   livres   scientifiques,    en    particulier,    ne 
perdent  rien  à  être  traduits;  assurément,  il  y  a  des  savants  qui 
écrivent  fort  bien,  mais  les  qualités   du  bon  style  scientifique, 
Tart  de  la  composition  et  la  clarté  de  l'expression  sont  de  celles 
qni  peuvent  passer  dans  une  traduction.  Plus  on  traduira  de  bons 
livres,  mieux  cela  vaudra;  c'est  entendu.  Mais  il  serait  inhumain 
de  demander  aux  éditeurs  de  faire  des  sacrifices  exagérés,  de  pu- 
blier la  traduction  de  livres  qui,  par  leur  nature  même,  n'auront 
jamais  qu'un  nombre  très  limité  de  lecteurs,  surtout  lorsque  la 
plupart  de  ces  lecteurs  désignés  risquent  d'avoir  déjà  entre  les 
mains  l'édition  originale.  Plutôt  que  d'attendre  ces  sacrifices  des 
éditeurs,   il  vaut  mieux  sans   doute  apprendre  les  langues  étran- 
gères, et  tous  ceux  qui  veulent,  sur  un  point  quelconque,  se  tenir 
un  peu  au  courant  du  mouvement  scientifique  ont  reconnu  cette 
nécessité;  mais,  trop  souvent,  ils  ne  savent,  de  ces  langues  étran- 
gères, que  ce  qui  leur  est  strictement  indispensable;  ils  ne  savent 
bien  que  la  langue  spéciale  de  la  science  qu'ils  étudient;  savoir 
cela,  lorsqu'il  s'agit  de  Mathématiques,   est  relativement  facile. 
La  plupart  des  mathématiciens  se  tirent  d'affaire  lorsqu'ils  ont  à 
lire  un  Mémoire  étranger  qui  les  intéresse  vraiment.  Leur  embar- 
ras commence  quand  il  s'agit  d'un  livre  qui,   tout  en  traitant  de 
Mathématiques,  n'est  pas  didactique,  mais  contient  des  apei-çus, 
des  vues  générales,  des  développements  philosophiques  :  les  mots 
qu'ils  rencontrent  ne  sont  plus  les  mots  qui  leur  sont  familiers; 
ils  ne  sont  plus  soutenus  par  renchaînement  des  raisonnements, 
aidés  par  ces  symboles  algébriques  qui,  heureusement,   sont  les 
mêmes  dans  toutes  les  langues.  Si  le  livre  est  l'œuvre  d'un  maître, 
d'un  de  ceux  qui  sèment  les  idées  et  dont  ils  voudraient  pénélrer 
JiuH.  des  Sciences  malhém.,  2*  série,  t.  \XI1.  (Oclohre  1898.)  i<J 
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jusqu'au  boul  la  pensée  profonde,  c^esl  alors  qu^ils  se  prenoenl  à 
souhaiter  une  traduclion.  Je  ne  veux  pas  cacher,  pour  ma  part, 
le  plaisir  que  j'ai  eu  à  relire,  dans  la  traduction  de  M.  Laugel,  les 
Conférences  de  M.  Ricin.  Le  Bulletin  a  déjà  parlé  de  ces  Con- 
férences, et  je  n  y  reviendrai  pas  5  mais  c'est  bien  là  un  de  ces 
livres  qu'il  importait  de  traduire;  il  faut  savoir  gré  à  M.  Laugel 
de  l'avoir  fait,  cl  à  M.  Hermann  d'avoir  publié  celte  traduction. 
M.  Laugel  a  ajouté  quelques  renseignements  bibliographiques  qui 
seront  certainement  utiles,  quelque  modestie  que  M.  Laugel  ait 
mis  à  en  parler.  M.  Hermann  a  tenu  à  bien  faire  les  choses,  et 
c'est  presqu'une  édition  de  luxe  qu'il  offre  au  public.  On  ne  lui 
doit  donc  que  des  remercîments,  et  il  y  aurait  mauvaise  grâce  à 
lui  reprocher  la  distraction  qu'il  a  eue  en  gratiûant  M.  Klein  d'un 
titre  auquel  celui-ci  se  trouve  ne  pas  avoir  encore  droit,  autrement 
que  par  son  mérite  scientifique.  J.  T. 


»««« 


NÉDÉLEC.  —  Le  calcul  vectoriel  et  ses  vVpplications  en  Géométrie  et 
EN  MÉCANIQUE.  Premier  voluine  ;  x-246  p.  in-8°.  Paris,  Gauthier-Villars  et 
fils,  1897. 

Nous  empruntons  à  l'auteur  les  lignes  suivantes,  où  il  résume 
l'objet  de  son  Livre. 

<(  L'Ouvrage  que  nous  présentons  au  lecteur  comprend  trois 
Parties  distinctes  : 

La  première  Partie  est  relative  aux  principes  élémentaires  ou 
aux  règles  du  calcul  vectoriel. 

La  deuxième  Partie  comprend  la  théorie  des  fonctions  vectorielles 
ou  l'élude  des  fonctions  de  points,  et  celle  des  vecteurs  de  points. 

Enfin  la  troisième  Partie  concerne  les  applications  du  calcul 
vectoriel  à  la  Géomélrit;,  à  la  Cinématique  et  à  la  Physique  molé- 
culaire. 

Après  avoir  exposé  dans  le  premier  Chapitre  l'origine  et  la  na- 
ture du  calcul  vectoriel,  nous  donnons  dans  le  second  Chapitre 
des  notions  générales  sur  les  vecteurs;  et  les  définitions  que  nous 
présentons  résultent  des  théorèmes  sur  le  calcul  des  vecteurs. 
Nous  définissons  d'une  manière  générale  l'addition  vectorielle  et 
Taddition  vcrsorielle,  el  nous  |)ensons   pouvoir  faire  disparaître 
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bien  des  obscurités  dans  le  calcul  des  qualernions  et  perincltre  à 
des  esprits  plus  aptes  aux  découvertes  mathématiques  de  déve- 
lopper avec  plus  de  sûreté  les  règles  de  calcul  des  quantités 
périodiques.  Nous  ajoutons  quelques  notions,  d^ailleurs  bien 
connues,  sur  l'exponentielle  linéaire  qui  n'est  autre  chose  que  le 
tvpe  d'une  quantité  circulaire  ou  quatcrnion. 

Nous  abordons  dans  le  troisième  Chapitre  les  règles  algébriques 
du  calcul  de  l'unité  imaginaire  et  nous  démontrons  d'une  manière 
purement  arithmétique  les  propriétés  des  vecteurs  quadrants, 
établies  par  Hamilton  d'une  manière  intuitive. 

Nous  complétons  les  formules  par  quelques  notions  sur  les 
composantes  obliques,  qui  trouvent  leur  application  dans  le  calcul 
d^une  fonction  linéaire,  considérée  d'une  manière  générale. 

Dans  le  Chapitre  IV  nous  montrons  Tanalogic  de  Téquation 
versoriclle  binôme  avec  l'équation  binôme  ordinaire  et,  sans  doute 
ces  analogies  pourront  être  définies  avec  plus  de  détail. 

Nous  reprenons  ensuite  le  produit  des  vecteurs  accompagnés  de 
leurs  modules,  parce  que  la  forme  additive  ou  vectorielle  des  qua- 
lernions donne  au  calcul  algébrique  une  tout  autre  forme. 

Nous  reprenons  la  sommation  générale  des  vecteurs  et  enfin 
nous  croyons  devoir,  avant  d'aborder  les  propriétés  générales  des 
fondions  vectorielles,  donner  la  théorie  des  équations  vectorielles 
du  premier  degré.  » 


BURALI-FORTI  (C).  —  Introduction  a  la  Géométrie  différentielle  sui- 
%'ANT  LA  méthode  DE  H.  Grassmann.  Ud  vol.  in-8°,  xi-rG5  p.  Paris,  Gaulhier- 
Villars,  1897. 

«  Aujourd'hui,  dit  M.  Burali-Forli,  la  méthode  de  Grassmann  n'a 
pas  besoin  d'être  recommandée;  elle  n'a  besoin  que  d'être  connue 
et  appliquée...  »  Le  Livre  qu'il  publie  servira  très  certainement 
à  répandre  sinon  la  méthode  du  fondateur  de  V Ausdchniings- 
tehrCf  au  moins  l'usage  des  procédés  auxquels  elle  conduit,  et 
cela  importe  beaucoup,  tant  à  cause  des  avantages  incontestables 
que  présentent  ces  procédés  que  parce  que  ceux  qui  s'en  seront 
rendus  maîtres  seront  d'autant  mieux  préparés  à  romonlor  à  leur 
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origine  abstraite.  Ce  Livre  est  court,  ce  qui  est  rassurant  pour  ]e 
lecteur;  et  quoique  le  st^le  soit  très  condensé,  il  est  vraiment  clair 
pour  qui  veut  se  donner  la  peine  de  rélléchir.  M.  Burali-Forli 
part  d'éléments  relativement  concrets,  les  formes  géométriques, 
dont  la  considération  est  due  à  M.  Peano,  et  montre  comment  on 
peut  raisonner  et  calculer  avec  ces  formes,  d'après  les  règles  de 
Grassmann;  Texposilion  se  suit  d'autant  plus  aisément  qu^on  peut 
s'aider  constamment  de  l'intuition  géométrique  et  cette  facîlitécom- 
pense  ce  qu'il  y  a  de  forcément  arbitraire  dans  la  définition,  non  pas 
tant  des  formes  géométriques  elles-mêmes  que  de  certaines  opé- 
rations, comme  Yopération  index  et  surtout  la  multiplication  ré- 
gressi^'e,  ^ 

Voici  comment  Taulcur  définit  les  formes  géométriques  de 
M.  Peano  : 

(1  IN  ou  s  appellerons  formes  du  premier,  deuxième  et  troi- 
sième ordre,  des  entités  telles  que 

jr|Ai-A-       Xiki      -f-. .  .-har^Art, 

xiAjBi-i-    ^sA)6x    -+-. .  .H- X/i  A/,Brt, 

j^i  Al  l3iC|  -r-  a:2AîBîC2-i-. .  .-hiTnAnBrtCrt, 

où  les  jTi ,  ...  sont  des  nombres  réels  et  A|,  ...,  Bi,  .  . .,  C,,  ... 
représentent  des  points.  » 

Expliquons  ce  que  rauleur  entend  ici  par  le  mot  entité.  Consi- 
dérons, par  exemple,  une  forme  du  premier  ordre  et  regardons-la 
comme  un  ensemble  de  points  A,,  A2,  ...,  A„,  à  cliacun  desquels 
est  associé  un  nombre  x,,.r2,  ...,  Xn'y  les  signes  -|-  n'ajoutent 
rien  à  Tidée  qu'on  vient  d'exprimer;  ils  traduisent,  si  l'on  veut,  le 
mot  ensemble  ;  de  même  une  forme  du  second  ordre  sera  un 
ensemble  de  couples  de  points  A|  et  B|,  Aj  et  Ba,  ...,  un  nombre 
étant  associé  à  chaque  couple,  et  les  deux  points  dans  cliaque 
couple  ayanl  un  ordre  déterminé,  elci  La  forme  est  entièrement 
donnée  si  l'on  donne  les  points  qui  y  figurent,  leur  ordre  dans 
chacjuc  couple  ou  dans  chaque  lernc,  s*il  s'agit  d'une  forme  du 
second  ou  du  troisième  ordre,  et  les  coefficients  numériques  cor- 
respondants; mais  celte  définition  doit  être  immédiatement  com- 
plétée par  celle  de  la  définition  de  l'égalité  de  deux  formes. 

Convenons  de  désigner  par  le  symbole  ABCD  le   nombre  qui 


i 
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mesure  le  volume  du  tétraèdre  dont  les  sommets  sont  les  points 
A,  B,  C,  D,  nombre  positif  ou  négatif  suivant  la  disposition  du 
tétraèdre,  et  remarquons  en  passant  qu'une  expression  telle  que 

OTi  AiBiCiDi  -+- Xj  Aj  Bj  Cj  Di -h . . .-+- x„ArtB;,C„D;,, 

où  JTi,  ^Tj,  ...,  Xn  sont  des  nombres  et  A|,  B|,  C»,  D|,  . . .,  A„, 
B«j  G/,,  D/,  sont  des  points,  expression  que  Ton  peut  regarder 
comme  une  forme  du  quatrième  ordre,  n'est  autre  chose  qu'un 
nombre,  x^  AiBiCiD,  désignant  le  produit  du  nombre  a: i  par  le 
nombre  A|  B|  C*D|  et  le  signe  4-  ayant  le  sens  de  l'addition  algé- 
brique. 

Les  égalités  symboliques  ^ 

J!*!  A| -f-,  .  .-+-        JT/i  A/i    -    =         ^1  A|  '-^ ,  m  .-\- X ffi  A-in» 

XtAiBtH-...H-    ar/iA^Ba    =    x\k\}^\     -^,.  .-^  x'^k^nKa, 
Xi  Al  Bt  Cl  -h.  .  .-+- J5^/i  ArtB„C,4  =  x\  A'i  B  j  Ci  -\-. .  .-r-  x',nk'm  ^'m  C/«, 

relatives  à  des  formes  du  premier,  du  second  ou  du  troisième 
ordre,  signifient,  par  définition,  que,  quels  que  soient  les  points  P, 
Q,  R,  on  a  les  égalités  numériques 

jr,AiPQR-4-...-+-   ar;,A„PQR    =    a:'iA',PQR    -h. .  .-h  a?;,,  A;,,PQR, 
ar,  AtBiPQ -+-... -h  jr«A„B,,PQ  =  ^r',  A;  B;  PQ  -4-. .  .-f-x',„A;,B;„  PQ, 

ari  AtB,c,p -+-. ..-+- j',A;,B;,c«p  =  j:'i  a;  B',  C,  P -4-. .  .4-x;^  a;„b'„,c;„p. 

Par  exemple,  il  est  aisé  de  voir,  dans  le  cas  des  formes  du  pre- 
mier ordre  et  lorsque  x^  -^  x.i-\-'-*-^  x,i  n'est  pas  nul,  que  la 
forme  x%\\  -{-...-f-^/iA,,  est  égale  à  la  forme  (j:i  4-^2-f-...4-.r„)A, 
en  désignant  par  A  le  centre  de  gravité  des  points  A|,  An,  ..., 
A,i  considérés  comme  ayant  des  masses  or,,  0*2,  ...,  x,i.  Dans  tous 
les  cas,  il  est  clair  qu'il  y  a  une  infinité  de  formes  égales  à  une 
forme  donnée.  En  même  temps  que  l'on  définit  l'une  de  ces 
formes,  on  les  définit  toutes.  En  disant  qu'une  forme  est  une 
entité,  M.  Burali-Forti  entend  qu'elle  doit  être  regardée  comme 
un  élément  géométrique  abstrait  commun  à  toutes  les  formes 
égales.  Or,  ce  qu'il  y  a  de  commun  à  toutes  les  formes  égales, 
c'est  de  satisfaire  à  la  définition  de  l'égalité  de  deux  formes, 
en  sorte  qu'on  n'ajoute  rien  à  cette  définition  en  parlant  d'un 
élément  abstrait  commun  à  toutes  les  formes  égales;  mais,  par 
cette    façon  de  parler,  qu'il  emploie  à  plusieurs  reprises,   Tau- 
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leur  se  trouve  insister  heureusement  sur  la  nécessité  de  ne  pas 
séparer,  de  la  définition  d'une  forme,  la  définition  de  l'égalité  de 
deux  formes;  en  réalité,  la  définition  des  formes  géométriques 
doit  encore  être  complétée  par  la  définition  de  la  somme  de  deux 
formes,  du  produit  d'une  forme  par  un  nombre,  du  produit  pro- 
gressif de  deux  formes;  les  deux  premières  définitions  sont  immé- 
diates; elles  résultent,  pour  les  formes  du  premier  ordre,  des  éga- 
lités 

(  JTi  Al  -4-.  .  .  -^  r„  Ay,  )  -H  (  J^l  Bi  -+-  .  .  .  -+-^m  B/„) 
/i(jri  Ai-H.  .  .-h  T„Xn)  =  hxiXi  -+-...-+-  hXn^m 

où  A|,  ...,  B,;,  sont  des  points  et  x,,  ...,  j'w,,  h  des  nombres.  Le 
produit  progressif  des  deux  formes 

:ri  Al  H-  xi  As,    ^,  B,  Ci  -+-71  BjCj  -+-73  Bj C,, 

qui  sont  l'une  du  premier,  Tautre  du  second  ordre,  est  défini  par 
la  formule 

(xiXi-hx^\i)(yiliiCi-hyiBiCt'^yzBiCi) 
=      xiyi  Al  Bj  Cl  -h  xift  Al  B,C,  -h  a:, js Ai  BjC, 
-H  ^2  Ji  '^i  Bi  Cl  -h  Xi^i  A  j  Bj  G2  -h  x^yt  Aj  B,  G,. 

(Test  une  forme  du  troisième  ordre;  le  produit  progressif  de  deux 
(ormes  d'ordres  r,  a*  se  définira  de  même  et  sera  une  forme  d'ordre 
r-\-s\  toutefois  r -h  s  ne  doit  pas  dépasser  4  *  rappelons  qu\me 
forme  du  quatrième  ordre  est  un  nombre;  enfin,  cette  définition 
est  elle-même  complétée  par  la  règle  relative  à  l'interversion  des 
facteurs  et  qu'exprime  l'égalité 

où  .1,  et  ii'o  sont  deux  formes  d'ordres  r,  s.  Ajoutons  enfin  que 
si  A,  13,  C,  D  sont  des  points,  les  symboles  A,  AB,  ABC,  — A, 
—  Ali,  —  VB(]  peuvent  être  regardés  comme  des  formes  à  coeffi- 
cients I  ou  —  I  ;  AB,  ABC,  AB(^D  [)euvenl,  de  diverses  façons, 
être  regardes  «^oniuie  des  produits.  La  multiplication  progressive 
est  d  ailicMirs  associative  et  disiribulive. 

Ces  diverses   définitions  complètent  la   définition    des   formes 
<''om<'*lri(|n("s  (pii  sont  maintenant  des  objets  de  calcul.    Les   lec- 
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leurs  du  Livre  de  M.  Burali-Forti  ne  manqueront  pas  de  s'inté- 
resser vivement  à  la  façon  vraiment  simple  et  élégante  dont  il 
traite  de  ce  calcul.  Signalons  quelques  propositions  et  définitions 
foDdamentales. 

Les  égalités  AB  =  o,  ABC  =  o,  ABCD  =  o  expriment  que  les 
deux,  points  A,B  sont  confondus,  que  les  trois  points  A,  B,  C  sont 
en  ligne  droite,  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  dans  un 
plan.  L'égalité  AB  =  4:A'B',  où  x  est  un  nombre,  exprime  que 
les  points  A',  B'  sont  sur  une  droite  qui  passe  par  les  points  A,  B; 
que  le  rapport  des  longueurs  des  droites  qui  vont  de  A  à  B  et  de  A' 
à  B'est  égal  à  la  valeur  absolue  de  x;  enfin  que  le  sens  de  A  versB 
est  ou  non  le  même  que  le  sens  de  A'  vers  B'  suivant  que  x  est  po- 
sitif ou  négatif.  La  forme  AB  définit  un  segment;  deux  segments 
sont  égaux  s'ils  sont  équipoUents  et  situés  sur  une  même  droite. 
L'égalité  ABC  =  a:  A'B'C  signifie  que  les  points  A,  B,  C,  A',  B',  01 
sont  dans  un  même  plan  ;  que  les  aires  des  triangles  ABC,  A'B' C  sont 
entre  elles  dans  un  rapport  égal  à  x,  et  qu'ils  ont  ou  non  la  même 
disposition  suivant  que  x  est  positif  ou  négatif.  Deux  triangles 
ABC,  A'B'C  sont  égaux  s'ils  sont  dans  le  même  plan,  s'ils  ont 
même  aire  et  même  disposition.  Un  vecteur  est  la  différence  de 
deux  points,  c'est  une  forme  telle  que  B  —  A;  deux  vecteurs  sont 
ég^aux  s'ils  sont  équipoUents.  La  somme  d'un  vecteur  et  d'un  point 
est  un  nouveau  point  qui  se  déduit  du  premier  par  une  translation 
définie  par  le  vecteur.  Le  produit  d'un  vecteur  par  un  point  est 
un  segment.  La  somme  de  deux  vecteurs  est  un  vecteur  qui  s'ob- 
tient  par  la  règle  de  l'addition  géométrique.  Les  vecteurs  I  et  J 
sont  parallèles  si  l'on  a  une  égalité  telle  que  I  =  a:J,  ou  IJ  =  o. 
Les  vecteurs  I,  J,  R  sont  parallèles  à  un  même  plan  si  l'on  a  une 
égalité  telle  que  K  =  o*!  H-J'J  ou  encore  IJK  :=  o.  Si  le  produit 
IJK.    n'est   pas   nul,    tout   vecteur   peut  être    mis  sous   la   forme 
U  =  x\  -f-^J -f-  >3K,  X,  r,  :;  désignant  des  nombres.  Le  produit 
de  quatre  vecteurs  est  nul.  Si  1,  J  sont  des  vecteurs  et  O  un  point, 
OU  est  un  triangle  dont  O  est  un  sommet,  les  deux  autres  som- 
mets étant  les  extrémités  des  vecteurs  I,  J  auxquels  on  attribue 
l'origine  O.  Un  bivecteur  est  le  produit  de  deux  vecteurs.  Si  I,  J, 
K,  U  sont  des  vecteurs,  les  deux  bivecteurs  IJ,  KU  sont  égaux  si, 
en  désignant  par  O  un  point,  les  triangles  OU,  OKU  sont  égaux, 
an    sens  qui  a  été  précisé  plus  haut  :  à  chaque  bivecteur  U  sont 
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attachés  une  direction  de  pian  parallèle  aux  deux  vecteurs,  un 
sens  de  rotation  dans  ce  plan,  et  un  nombre  (le  double  de  Taire 
du  triangle  OFJ).  Un  bivecteur  peut  se  réduire  à  la  somme  de 
deux  segments  parallèles,  de  même  longueur  et  de  sens  con- 
traire :  c^est  un  couple,  au  sens  ordinaire  de  la  Mécanique.  Deux 
bivecteurs  ;/,  ç  sont  parallèles  si  Ton  a  une  égalité  telle  que 
uz=xv^  où  :r  est  un  nombre.  Les  bivecteurs  s^ajoutent  comme 
les  couples.  Un  trivecteur  est  le  produit  de  trois  vecteurs.  Si  I,  J, 
sont  trois  vecteurs  et  O  un  point,  la  forme  OIJK  est  un  tétraèdre, 
dont  le  volume  ne  dépend  pas  du  point  O;  à  chaque  trivecteur 
correspondent  ainsi  un  nombre  et  un  sens,  le  volume  et  le  sens  du 
tétraèdre.  Chaque  trivecteur  peut  se  déduire  d'un  trivecteur  non 
nul  en  le  multipliant  par  un  nombre. 

Un  bivecteur  non  nul  u  et  un  vecteur  non  nul  U  sont  perpen- 
diculaires si  la  direction  du  vecteur  est  perpendiculaire  à  la  direc- 
tion de  plan  définie  par  le  bivecteur.  u  étant  un  bivecteur  non 
nul,  le  symbole  |  u  désigne  un  vecteur  U  perpendiculaire  au  bi- 
vecteur 1/,  tel  que  le  nombre  qui  en  mesure  la  longueur  .soit 
le  nombre  attaché  au  bivecteur,  tel  enfin  que  le  trivecteur 
//U=  u{  I  u)  ait  le  sens  direct;  le  vecteur  U  est  Yindex  du  bi- 
vecteur u\  réciproquement  le  bivecteur  u  est  l'index  de  U  et  l'on 
écrit  indifféremment 

U  =  I  M.        w  =  I  U, 
puis,  par  définition, 


o  =  I  o. 


On  en  déduit  les  égalités 


\\     u     =     Uy  \     XU     =     X     \      Uy  U      \      V     =     V     \      Uy 

|(M-4-(')=|w-+-|i;,  (^U-\-V)\w  =  u\w-{-v\    iV, 

où  n^  i',  w  sont  des  bivecteurs  ou  des  vecteurs. 

Le  produit  U  |  Voù  U,  V  sont  des  vecteurs  non  nuls  est  le  pro- 
duit interne  de  U  par  V. 

Si  A,  B,  C,  D,  E  sont  des  formes  du  premier  ordre,  on  a  l'iden- 
tité fondamentale 

BCDE.  A  -+-  CDliA  .B  -h  DEAB.C  -+-  EABC.D  -+-  ABGD.E  ==  o, 

où  il  n'est  pas  inutile  de  rappeler  que  les  facteurs  BCDE,  CDEA, . . . , 
ABCD  sont  des  nombres. 
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Si  A,  B,  P,  Q,  R  sont  des  formes  du  premier  ordre,  le  produit 
régressif  àe  AB  par  PQR  est  une  forme  du  premier  ordre,  égale  à 

APQR.B  —  BPQR.A  =  ABQR.P  -+-  ABRP.Q  -h  ABPQ.R. 

Si  A,  B,  C,  P,  Q,  R  sont  des  formes  du  premier  ordre,  le  pro- 
duit régressif  de  ABC  par  PQR  est  la  forme  du  second  ordre 

APQR.BC  -f-  BPQR.CA  -f-  GPQR.AB. 

La  multiplication  régressive,  qui  conduit,  étant  données  deux 
formes  r,  s  (r-h5>-4)î  à  une  forme  d'ordre  r  +  5  —  4?  est  dis- 
tributive  comme  la  multiplication  progressive. 

Telles  sont,  rapidement  résumées,  les  propositions  et  défini- 
lions  fondamentales  que  mettra  en  œuvre  M.  Burali-Forti.  II  con- 
viendrait d'y  joindre  encore  les  éléments  projectifs  (points, 
droites,  plans,  à  distance  finie  ou  infinie)  qui  permettent  de  dé- 
linir  les  formes  des  divers  ordres.  La  notion,  bien  naturelle,  de 
la  dérivée  d'une  forme  géométrique  variable  permettra  ensuite 
les  applications  à  la  Géométrie  infinitésimale  :  ces  applications  se 
poursuivent  très  élégamment  dans  le  domaine  de  la  Géométrie 
des  courbes  planes  ou  gauches  et  des  surfaces  réglées,  jusques  et 
y  compris  l'établissement  des  formules  de  Frenet,  qui  prennent 
une  forme  extrêmement  simple.  A  ces  formules  se  rattache  natu- 
rellement l'étude  des  surfaces  réglées  relatives  à  une  courbe  gauche 
(surface  polaire,  surface  rectifiante,  surface  des  normales  princi- 
pales, des  binormales,  etc.),  des  développantes  et  des  dévelop- 
pées, des  trajectoires  orthogonales,  des  courbes  de  M.  Bertrand. 
Quelque  courtes  Notes,  placées  à  la  fin  du  volume,  se  rapportent 
principalement  à  la  définition  du  paramètre  différentiel  du  pre- 
mier ordre,  et  à  la  signification  géométrique  des  coefficients  des 
deux  formes 

Edu^-\-i¥dudv-hG  dv'^ ,        D  ^m»  -f-  2 D'  du  dv  -h  D"  dv^, 

qui  jouent,  comme  on  sait,  un  rôle  capital  dans  la  théorie  des  sur- 
faces. 

Le  Livre  de  M.  Burali-Forti  se  trouve  ainsi  contenir  une  ex- 
position des  diverses  propriétés  auxquelles  on  donne,  à  juste 
titre,  la  place  la  plus  importante  dans  ce  qu'on  appelle  habituelle- 
ment les  Applications  géométriques  du  Calcul  différentiel.  Il 
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V  a  ccrlaîfjeiuenl  iutérêl.  pour  les  étudianU.  à  connaître  ce  mode 
d'exposiûon.  où  les  raisoDoements.  aa  lieu  de  porter  sur  des 
transformations  analytiques  effectuées  sur  des  fondions  des  coor- 
données, portent  sur  les  objets  géométriques  eux-mêmes  et  se 
trouvent  souvent  être  la  clef  du  succès  des  transformations  analv- 
tiques  correspondantes.  J.   T. 


FRICKE  TR.)  und  KLEIN  <  F.).  —  VoaLESiNGEN  ctea  die  Thboeie  der  al- 
TOMORFUEN  Fi'NCTioNEN.  Band  I  :  Die  Gruppentheoretnchen  Grundlagen, 
I  vol.  {:r.  în-H"  de  \1v-Oj4  pages  avec  192  fitr.  dans  le  texte.  Leipzig, 
ïeubiier.  18^7. 

La  publication  d'un  premier  Traité  consacre  aux  fonctions  fuch- 
siennes  est  un  fait  scientifique  digne  d'attirer  Taltention,  et  cela 
d'autant  plus  que.  au  moins  dans  notre  pavs,  la  théorie,  depuis  sa 
création  par  M.  Poincaré.  a  reçu  peu  de  développements  systé- 
matiques. Il  faut  peut-être  en  accuser  le  caractère  purement 
abstrait  et  philosophique  qu'elle  a  revêtu,  et  que  devait  revôlir  une 
théorie  aussi  profonde  et  aussi  vaste,  dans  les  travaux  de  son  fon- 
dateur. 

On  sait  iiu  contraire  que  le  souci  d'arriver  à  des  formes  con- 
crètes, élémentaires,  a  été  constant  chez  M.  Klein  et  chez  ses 
disciples.  On  peut  dire  qu'il  s'est  montré,  pour  l'Ouvragée  actuel, 
avant  son  apparition  même,  parla  manière  dont  celui-ci  a  été  pré- 
[)aré  dans  1rs  Leçons  Mir  Vicosaèdre  et  sur  les  Fonctions  modu- 
laires elliptiques.  11  n'est,  pour  ainsi  dire,  pas  un  principe  général 
relatif  aui  groupes  discontinus  linéaires  qui  n'ait  été  posé  et  ap- 
pli(|ué  à  |)ro|>os  des  cas  parliculiers  qui  ont  fait  l'objet  de  ces 
deux  j)(il>licalions. 

Dans  \k\  premier  Volume  d»'  la  Théorie  des  fonctions  auto- 
morplieSy  seul  j>aru  jusqu'ici  cl  consacré  exclusivement  à  la  théorie 
(les  groupes  disconlinus  linéaires  (indépendamment  des  fonctions 
correspondantes)  c'est  une  représentation  géométrique  élémen- 
taire (jui  sert  de  point  de  départ  à  toute  l'exposition.  Les  considé- 
rations de  Géométrie  non  euclidienne,  invoquées  par  M.  Poincaré 
dans  certaines  démonstrations,  prennent  ici  une  place  prépondé- 
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ranle,  non  seulement  sous  la  forme  primitive  de  Lobatschewsky 
ou  de  Riemann,  mais  encore  et  surtout  sous  la  forme  projective 
de  Caylev,  qui  correspond  à  la  Géométrie  de  Riemann,  à  la  Géo- 
métrie euclidienne  ou  à  la  Géométrie  de  Lobatschewskj  suivant 
que  l'a  absolu  »  est  une  conique  imaginaire,  un  système  de  deux. 
points  ou  une  conique  réelle.  Ici,  ces  trois  Géométries  sont  dési- 
gnées par  lesépithètes  ^  elliptique  y  parabolique,  hyperbolique  : 
ces  dénominations,  empruntées  à  des  travaux  déjà  anciens  de 
M.  Klein,  ne  sont  peut-être  pas  sans  inconvénient,  en  raison  de  la 
fréquence  avec  laquelle  chacun  de  ces  adjectifs  se  rencontre,  pris 
dans  plusieurs  sens  différents. 

Une  importante  Introduction  est  consacrée  à  ces  notions  ainsi 
qu'à  leur  extension  à  l'espace,  telle  que  l'exige  la  théorie  des 
groupes  kleinéens. 

Un  premier  exemple  de  la  nécessité  d'une  telle  extension  est 
immédiatement  présenté  par  le  groupe  auquel  est  attaché  le  nom 
de  M.  Picard,  et  qui  diffère  du  groupe  modulaire  en  ce  que  les 
coefficients  des  substitutions,  au  lieu  d'être  des  entiers  réels, 
prennent  des  valeurs  complexes.  En  même  temps  ce  groupe 
fournit  l'occasion  de  définir  la  notion  de  discontinuité  propre  ou 
impropre  et  le  domaine  fondamental  ou  domaine  de  discontinuité. 
Il  faut  toutefois  observer  que  les  mots  «  proprement  »  ou  «  im- 
proprement discontinu  »  ne  sont  pas  pris  par  M.  Fricke  dans  le 
sens  adopté  par  M.  Poincaré  :  sont  dits  improprement  discon- 
tinus les  seuls  groupes  qui,  sans  être  véritablement  continus,  c'est- 
à-dire  sans  relever  des  méthodes  de  M.  Lie,  font  correspondre  à  un 
point  quelconque  donné  des  points  infiniment  voisins  du  pre- 
mier. Le  fait  que  le  groupe  de  M.  Picard,  sans  contenir  de  sub- 
stitutions infinitésimales,  n'est  cependant  pas  proprement  discon- 
tinu, montre  l'intérêt  de  cette  proposition  :  Tout  groupe  linéaire 
dépourvu  de  substitutions  infinitésimales  est  proprement  dis- 
continu (au  sens  de  l'Ouvrage  actuel)  sinon  dans  le  plan,  du 
moins  dans  V espace, 

\3i\  point  particulièrement  intéressant  à  noter,  parce  (ju'il 
iravait  pas  été  traité  jusqu'ici  avec  toute  la  netteté  désirable,  est 
la  formation  du  domaine  de  discontinuité.  Deux  njodes  de  con- 
struction sont  indiqués.  I^e  plus  simple,  né  d'une  idée  de  Diri- 
<:hlel,  consiste  à  partir  d'un  point  quelconque  Cq  et  à  former  le 
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domaine  normal  de  discontinuité  de  centre  Co  avec  les  points 
qui  sont  à  une  moindre  distance  (euclidienne  ou  cayleyenne)  du 
point  Co  que  de  l'un  quelconque  de  ses  homologues.  Par  exemple, 
pour  le  groupe  dérivé  des  deux  périodes  d'une  fonction  elliptique, 
le  domaine  ainsi  constitué  est  un  hexagone,  celui-là  même  qui  a 
été  considéré  par  Dirichlet  et  appliqué  par  lui  à  la  réduction  dfe 
formes  quadratiques  binaires. 

La  forme  du  domaine  normal  dépend,  en  général,  du  choix  ^ 
centre  Co,  et  c'est  précisément  cette  circonstance  qui  conduit  à 
seconde  forme  du  domaine  fondamental.  Il  existe,  en  effet,  des 
sitions  du  centre  pour  lesquelles  le  domaine  normal  a  un  nomti 
de  côtés  moindre  que  celui  qui  correspond  à  un  centre  arbitrais* 
on  constate  que  le  lieu  de  tels  points  Cq  se  compose  de  certain 
cubiques,  lesquelles  divisent  le  plan  en  régions  qui  sont  des  ^ 
maines  (domaines  naturels)  de  discontinuité. 

Cette  seconde  définition  du  domaine  fondamental  prend  plc^ 
dans  la  seconde  Section,  laquelle  est  consacrée  à  la  classificati  :■ 
générale  des  groupes  d'après  leurs  deux  nombres  fondamentaiz— 
qui  sont  le  genre  p  et  le  nombre  n  de  points  homologues  à  ei^ 
mêmes  (points  fixes  des  substitutions),  non  homologues  en 
eux.  Au  commencement  de  cette  Section,  l'auteur  est  revenu  5== 
les  groupes  de  déplacements  du  plan  elliptique  ou  paraboliquJ 
ceux-ci  ayant  été  Irailës  (du  moins  pour  le  plan  elliptique)  da^ 
les  Leçons  sur  V Icosaèdre,  mais  à  l'aide  de  considérations  foirr 
tionnelles,  alors  qu'il  était  intéressant  de  les  reprendre  au  po^ 
de  vue  de  la  pure  théorie  des  groupes. 

C'est  à  ce  même  point  de  vue,  c'est-à-dire  abstraction  faite  • 
toute  considération  fonctionnelle,  qu'est  développée  la  théorie  c 
la  transformation.  La  question  de  la  transformation  des  groupt 
fuchsiens  est  posée  de  la  façon  suivante  :  le  domaine  fondamentî 
étant  replié  de  manière  à  former  une  surface  fermée  S  par  sutui 
des  côtés  conjugués,  un  système  de  coupures  qui  rend  S  simpl 
ment  connexe  la  transforme  à  nouveau  en  un  domaine  fondame 
tal,  auquel  correspond  un  choix  parfaitement  déterminé  de  su 
stitutions  fondamentales  susceptibles  d'engendrer  le  groupe 
comment  est  modifié  le  Tableau  de  ces  substitutions  lorsqu' 
passe  d'un  système  de  coupures  à  un  autre? 

Un  dernier  sujet  est  longuement  étudié  dans  cette  Section  :  c'< 
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U  comparaison  d^un  groupe  avec  ceux  qui  lui  sonl  semblables, 
siulrement  dit  avec   ses  transformés  par  une  substitution  quel- 
conque. Les  modules  ou  invariants  relatifs  à  ces  transformations 
sont  formés  tout  d^abord  pour  les  couples  de  substitutions.  Les 
re/ations  qui  lient  entre  eux  ces  modules  sont  alors  étudiées  pour 
les  groupes  (o,3)  et  (i ,  i)  (c'est-à-dire  les  groupes  qui  correspon- 
dent k  p  =  o,  /i  =  3,  ou  /?  =  /î  =  i),  groupes  dont  la  discussion 
et   l*énumération  complète  s'effectuent  directement  et  sans  diffi- 
culté. Les  groupes  (o,  /i)  se  déduisent  d'ailleurs  des  groupes  (o,  3), 
tout^  groupe  (o,/i)  pouvant  être   considéré  comme  dérivé  d'un 
S'iroupe  (o, /i  —  i)  et  d'un  groupe  (o,3)  ayant  une  substitution 
fV>j:tclamentale  hyperbolique  commune;  de  sorte  que  l'on  peut, 
î^^^cju'à   uo   certain   point,    définir  par  leurs    modules   tous  les 
^poupes  (o,/i)  et  se  rendre  compte  de  leur  degré  de  généralité. 
(^ua.nt  aux  groupes  (p^n),  chacun  d'eux  est  en  relation  simple 
a  v^^<^  un  groupe  (o,  n  -h  2p). 

sfin  les  deux  points  de  vue  précédents  sont  combinés  dans  la 
berche  des  transformations  subies  par  les  modules  lorsqu'on 
tr3nsforme  les  substitutions  fondamentales  par  changement  du 
système  des  coupures,  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  précédemment. 
On  obtient  ainsi  certaines  transformations  birationnelles  qui  per- 
mettent de  passer  des  anciens  modules  aux  nouveaux  ou  récipro- 
quement :  l'ensemble  de  ces  transformations  constitue  le  groupe 
modulaire  (/?,  n)^  groupe  que  l'auteur  étudie  pour  les  cas  (o,4) 

«Kl,  i). 

Un  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  groupes  sans  cercle  fon- 
damental et  aux  propriétés  si  curieuses  que  peut  présenter  la 
courbe  limite  (lieu  des  points  singuliers)  pour  de  tels  groupes. 

La    troisième  Section  traite  d'un  sujet  qui  appelle  encore  de 
Dombi^eux  compléments  :  la  formation  effective  des  groupes  fuch- 
siens  ;    elle  y  marque  un  pas  important,  grâce  aux  travaux,  arithmé- 
tiques que  M.  Fricke  a  consacrés  à  cette  question.  La  théorie  delà 
réduotiou  des  formes  quadratiques,  dont  l'exposition  générale,  si 
50innnaire  qu'elle  soit  forcément  ici,  comble  une  véritable  lacune, 
§cTl  de  base  à  cette  troisième  Section.  L'auteur  traite  d'abord  des 
fortnes  binaires  à  coefficients  réels  ou  complexes,  à  indéterminées 
i-éellesou  conjuguées,  ainsi  que  des  groupes  dont  les  substitutions 
iraosformenl  en  elles-mêmes  ces  différentes  formes. 
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Passant  alors  aux  fonnes  ternaires  et  quaternaires,  M.  Fricke 
expose  les  théories  de  M.  Hermite,  sous  les  difTérentes  formes  qui 
leur  ont  été  données;  d'aulre  part,  le  fait  que  toute  forme  lerDaire 
peut  cire,  à  Taide  d^unc  substitution  à  coefficients  rationnels, 
réduite  à  ax^  -{-  bjr^-{-  cz^^  lui  permet  de  ramener  Tétude  du 
groupe  qui  laisse  invariante  une  telle  forme  à  celle  d'un  groupe 
linéaire  à  une  variable. 

Une  théorie  analogue  étant  indiquée  et  développée  sur  quelques 
points  pour  les  formes  quaternaires,  on  obtient  ainsi  certaines  caté- 
gories assez  générales  de  groupes  fuchsiens.  De  plus  une  extension 
naturelle  des  recherches  précédentes  s'obtient  en  considérant  des 
formes  et  des  substitutions  dont  les  coefficients  ne  sont  plus  com- 
mensurables,  mais  pris  à  Tintcrieur  d'un  corps  algébrique  quel- 
conque. 

Un  retour  sur  les  groupes  (o,3)  et  (i ,  i),  étudiés  à  ce  nouveau 
point  de  vue,  termine  celte  dernière  Partie  qui,  réunie  à  la  précé- 
dente, justifie  pleinement  la  prétention  émise  par  Fauteur  d'avoir 
constitué  une  Théorie  des  groupes  fuchsiens  et  kleinéens. 

J.  Hadamard. 


BOREL  (K.)-  —  Leçons  sur  la  tiikorik  des  fonctions.  Un  vol.  in -8**: 
vm-iir)  p.  Paris,  Gaulhicr-Villars  et  fils,  1898. 

La  théorie  des  ensembles  a,  tout  d'abord,  quelque  peu  scanda- 
lisé les  nialhémaliciens;  ils  s'y  habituent  petit  à  petit.  Bornée  à 
elle-même,  celte  théorie  serait  sans  doute  restée  dans  une  région 
un  peu  obscure,  explorée  de  temps  en  temps  par  ceux  des  philo- 
sophes qui  éprouvent  le  besoin  de  renouveler  leurs  spéculations 
sur  l'infini;  mais  quelques  Mémoires  célèbres,  parmi  lesquels  il 
convient  de  citer  tout  d'abord  le  Mémoire  de  M.  Mittag-Leifler 
sur  les  fonctions  uniformes,  ont  montré  comment  certains  résul- 
tats de  cette  théorie  intervenaient  dans  des  problèmes  qu'on  ne 
saurait  écarter  des  Mathématiques.  Dans  un  livre  classique, 
M.  Camille  Jordan  a  montré  le  rùle  fondamental  que  doit  jouer  la 
notion  iVenscmhle  dans  reT|)osition   des  éléments  de  l'AnalYse. 
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Récemment  (*),  M.  Hadamard  renconlrail,  dans  la  théorie  des 
lignes  géodésiques,  un  de  ces  ensembles  parfaits,  qui  ne  sont 
denses  dans  aucun  intervalle,  dont  M.  Poincaréa  fait  connaître  le 
premier  exemple. 

L'an  dernier,  M.  Borel  a  exposé  aux  élèves  de  F  École  Normale, 
dans  quelques  leçons,  les  points  de  la  théorie  des  ensembles  dont 
rimportance  dans  le  reste  des  Mathématiques  est,  en  quelque 
sorte,  prouvée  expérimentalement;  il  y  a  ajouté  des  vues  extrê- 
mement intéressantes  sur  la  théorie  des  fonctions;  c'est  de  ces 
leçons  qu'est  sorti  le  petit  livre  dont  nous  rendons  compte,  livre 
très  clair,  plein  dUdées,  d'aperçus,  de  suggestions;  le  résumé 
que  je  vais  essayer  d'en  donner  ne  pourra  certainement  rendre 
ce  que  la  lecture  du  livre  de  M.  Borel  a  de  presque  amusant. 

L'auteur  développe  d'abord  la  notion  de  Tensemble  dénom- 
brable,  caractérisé  par  un  indice  entier  attaché  à  chaque  élément; 
si  plusieurs  indices,  en  nombre  fini,  sont  attachés  à  chaque  élé- 
ment,  le  caractère  de  l'ensemble  reste  le  même.  D'un  ensemble 
infîni  quelconque  on  peut  supprimer  un  ensemble  dénombrable, 
sans  que  l'ensemble  cesse  d'être  infini. 

Les  ensembles  qui  ont  la  puissance  du  continu  ne  sont  pas  dé- 
nombrables.  Si  l'on  a  une  infinité  d'ensembles  ayant  la  puissance 
du  continu,  cette  infinité  (dans  laquelle  chaque  ensemble  jest 
regardé  comme  un  élément)  ayant  elle-même  la  puissance  du 
continu,  l'ensemble  total  formé  par  la  réunion  de  tous  les  élé- 
ments des  ensembles  considérés  a  aussi  la  puissance  du  continu. 
Les  nombres  algébriques  forment  un  ensemble  dénombrable.  C'est 
là,  pour  l'auteur,  l'occasion  de  parler  des  recherches  de  M.  Her- 
mite  et  de  M.  Lindemann  sur  les  nombres  e  et  tt,  et  de  rappeler 
les  ingénieuses  observations  de  Liouville  sur  la  façon  dont  on  peut 
approcher  d'un  nombre  algébrique,  observations  d'où  résulte  ai- 
sément l'existence  d'une  infinité  de  nombres  transcendants,  ayant 
la  puissance  du  continu.  La  théorie  des  fractions  continues 
montre,  d'ailleurs,  que  la  propriété  des  nombres  algébriques  si- 
gnalée par  Liouville  ne  caractérise  nullement  ces  nombres. 
M.  Borel  traite  ensuite  des  ensembles  parfaits  :  il  distingue  l'en- 


(  *  )  Les  surfaces  à  courbures  opposées  et  leurs  lignes  géodésiqucs  (  Journal  de 
LiouvillCt  5*  série,  l.  I\\  p.  ^mj). 
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semble  absolument  parfait,  identique  avec  son  dérivé,  et  l'en- 
semble relativement  parfait  qui  contient  tous  les  éléments  de  son 
dérivé,  et  qui,  diaprés  une  proposition  de  M.  Bendixon,  n'en  peut 
difTérer  que  par  un  ensemble  dénombrable.  Il  montre  comment 
un  ensemble  parfait,  composé  de  points  entre  o  et  i ,  peut  n'être 
dense  dans  aucun  intervalle  (*),  et,  à  ce  propos,  se  trouve  amené 
à  démontrer  que  si  Ton  considère  un  ensemble  dénombrable  d'in- 
tervalles {an  —  6/t),  n'ayant  pas  de  points  communs,  tous  com- 
pris dans  l'intervalle  (o  —  i),  et  tels  que  la  somme 

CXi  -4- Otj  -+-... -f-  %ii  -f-  ... 

de  leurs  longueurs  respectives  soit  inférieure  à  i,  il  existe  un  en- 
semble A,  non  dénombrable,  formé  de  tous  les  points  qui  n'ap- 
partiennent pas  aux  intervalles  {an  —  6„).  Cette  proposition 
l'amène  aux  ensembles  qu'il  qualifie  de  mesurables  et  qu'il  sup- 
pose toujours  formés  de  points  compris  entre  o  et  i.  Lorsqu'un 
ensemble  est  formé  de  tous  les  points  compris  dans  une  infinité 
dénombrable  d'intervalles  n'empiétant  pas  les  uns  sur  les  autres 
et  ayant  une  longueur  totale  5,  M.  Borel  dit  qu'il  a  pour  mesure  s. 
Si  les  ensembles  E,  E'  ont  pour  mesure  5,  s'  et  si  tous  les  points 
de  E'  appartiennent  à  E,  l'ensemble  des  points  de  E  qui  n'appar- 
tiennent pas  à  E'  a,  par  définition,  s  —  s!  pour  mesure.  Ces  dé- 
finitions ne  sont  jamais  contradictoires.  Tout  ensemble  parfait 
lim  ité  es  t  m  es  u  ra  h  le . 

Après  avoir  résumé  d'une  façon  très  brève  et  très  lumineuse  les 
propositions  fondamentales  concernant  le  prolongement  des  fonc- 
tions, ol  la  définition,  d'après  Weicrstrass,  des  fonctions  analy- 
tiques, Tauteiir  montre,  d'après  M.  Poincaré,  comment  on  peut 
définir  toute  fonction  analyticjue  au  moyen  d'une  infinité  dénom- 
brable d'éléments  P(.r  —  r/).  H  donne  un  exemple  extrêmement 
simple  d'une  fonction  analyh(|ue  uniforme  dans  un  domaine  d'un 
seul  tenant,  représentée,  dans  une  partie  de  ce  domaine,  par  une 
série  qui,  tout  en  reslant  convergente,  ne  la  représente  plus  dans 
une  autre  partie  du  même  domaine.  M.  Borel  a  bien   voulu  rap- 


(')  M.  Horcl  propose  avec  raison  de  dire  dense  et  non  condensé  d^ns  un  in- 
IcrNalIc. 
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peler,  à  ce  propos,  une  sërie  simple  que  j'avais  signalée  comme 
représentant  i  dans  une  partie  du  plan  et  — i  dans  une  antre.  Je 
ne  parle  ici  de  cette  série  que  pour  dire  une  fois  de  plus 
qu'elle  avait  été  considérée  avant  moi  par  M.  Schroder.  L'auteur 
fait  ensuite  une  étude  très  intéressante  de  la  convergence  des  sé- 
ries de  la  forme 

où  les  A;,  et  les  m/,  sont  des  nombres  positifs  dont  les  premiers 
tendent  vers  o  avec  -  et  sont  tels  que  la  série 

n  1 


2 


('"^  -t) 


-  •  r 


où  UL  est  un  nombre  positif,  soit  convergente. 

Les  variables  x,  y  sont  réelles,  ainsi  que  les  systèmes  de  con- 
stantes a/i,  6/1,  qui  définissent  un  ensemble  dénombrable  de  points 
du  plan  ;  les  sommations  sont  relatives  à  l'indice  n. 

En  même  temps  que  cette  série,  M.  Borel  considère  les  séries 
obtenues  en  prenant  les  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  de 
tous  ses  termes.  Le  résultat  essentiel  auquel  il  parvient  est  le  sui- 
vant :  On  peut  trouver  dans  toute  région  du  plan  une  infinité  non 
d<^nombrablede  courbes  C  sur  lesquelles  toutes  ces  séries  à  termes 
|>ositifs  sont  uniformément  convergentes.  Si  l'on  considère  toutes 
les  droites  D  parallèles  à  une  direction  donnée  et  un  segment 
de  droite  7  de  longueur  /  non  parallèle  à  cette  direction,  on 
peut  trouver  sur  ce  segment  un  ensemble  dont  la  mesure  dif- 
fère aussi  peu  que  Ton  veut  de  /et  tel  que  toute  droite  D,  passant 
par  un  point  de  cet  ensemble,  ait  la  propriété  fondamentale  des 
courbes  G.  Il  en  est  de  même  lorsque  Ton  considère  les  droites  1.) 
passant  par  un  point  O  et  (juc  1  on  remplace  le  segment  <j  par  un 
arc  de  cercle  de  cenire  O,  si  Ton  suppose  que  le  ])oiiiL  O  ne  coïn- 
crîde  avec  aucun  des  points  (.r  r^<7„,y  =  6,,),  ni  avec  aucun  poini 
de  l'ensemble  dérivé  formé  par  ces  points.  On  peut  cependant, 
dans  toute  région  du  plan,  même  si  lous  les  points  de  cette  ré- 
gion   appartiennent   à   Tenscmble   dérivé    dont   nous    venons   dr 

HulL  de*  Sciences  mathém.,  i*  srrir,   l.  WII.  (Oclcibrc  i»*^!^^.)  i; 
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parler,  trouver  une  infinité  non  dénombrable  de  points  pouvant 
être  pris  pour  le  point  O.  On  peut  aussi  trouver  une  infinité  non 
dénombrable  de  tels  points  sur  toute  courbe  C.  Celte  proposition 
servira  plus  tard  à  Tauteur  pour  établir  quelques  propositions  re- 
latives aux  séries  de  fractions  rationnelles. 

M.  Borel  développe  enfin  des  vues  générales  sur  la  notion  de 
fonction  de  variable  complexe,  vues  dont  quelques-unes  avaient 
déjà  été  exposées  dans  sa  thrse. 

Distinguant  nettement  enlre  les  mois  fonction  analytique  et 
expression  analytique,  il  indique,  d'une  part,  les  résultats  ob- 
tenus par  M.  Runge  et  par  M.  Painlevé,  en  vertu  desquels  toute 
fonclion  analytique  uniforme  ayant  un  domaine  naturel  d'exis- 
tence D  peut,  dans  ce  domaine,  élrc  représentée  par  une  expres- 
sion analytique,  et  fait  ressortir  ce  qui  resle  d'arbitraire  et,  par 
const'quent,  d'imparfait  dans  les  représentations  de  cette  sorte, 
dont  il  était,  toutefois,  très  important  d'établir  la  possibilité;  il 
fait  ensuite  une  intéressante  critique  de  la  belle  méthode  de 
M.  Mittag-Lefller  pour  la  représentation  d'une  classe  particulière 
de  fonctions  uniformes,  représentation  qui  met  bien  en  évidence 
chaque  point  singulier  de  la  fonction  et  la  nature  de  la  singularité 
de  la  fonction.  M.  Borel  examine,  en  particulier,  le  cas  d'une 
fonction  qui  est  la  dérivée  logarithmique  d'une  fonction  entière, 
pour  montrer  comment  la  façon  dont  la  fonction  se  comporte  à 
l'infini  permet  de  dclerminer  la  série  qui  la  représente  quand  la 
fonction  erilicre,  dont  elle  doit  cire  la  dérivée  logarilhuiique,  est 
d'un  genre  (lui,  au  sens  de  Laguerre. 

Keprenanl  ensuite  un  sujet  qu'il  avait  déjà  louché  dans  sa 
thèse,  il  étudie  les  sc'ries  de  fractions  rationnelles  de  la  forme 


1 


An 


où  les  points  d'anixe  ((„  ne  sont  soumis  à  aucune  restriction,  si 
ce  n'est  de  ioruicr  un  ensemble  (l('n()nd)ral)le  (|ui  ne  soit  pas 
<lense  (liir)s  tout  le  plan  cl  où  les  A,,  satisfont  à  la  condition 


//  r-7  — 


liin  \  \„  ----  o. 


T. 


l  ne  telle  s«  rie  dclinll   une  fonction   analytique   uniforme  dans 
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certaines  aires  qui  ne  contiennent  pas  de  points  On,  A  priori,  on 
ne  peut  prévoir  aucune  relation  entre  les  fonctions  analytiques, 
représentées  par  ces  séries  dans  deux  aires  de  convergence  qui 
sont  séparées.  C'est  un  fait  bien  remarquable  qu'une  telle  série 
ne  puisse  représenter  o  dans  une  partie  du  plan,  sans  être  identi- 
quement nulle  partout  où  elle  est  convergente.  On  peut,  d'ail- 
leurs, tracer  dans  toutes  les  régions  du  plan  une  infinité  non  dé- 
nombrable  de  courbes  sur  lesquelles  la  st''rie  est  absolument  et 
uniformément  convergente,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées. 

Le  livre  de  M.  Borel  se  termine  par  trois  Noies  :  la  première, 
relative  à  la  notion  de  puissance,  concerne  une  question  capi- 
tale, et  non  encore  entièrement  élucidée,  de  la  théorie  des  en- 
sembles :  il  s'agit  au  fond  de  Textension  à  l'idée  de  puissance  des 
notions  de  plus  grand  et  de  plus  petit;  la  question  est  posée 
dans  toute  sa  clarté.  Désignons,  avec  Tauteur,  un  ensemble  quel- 
conque par  une  grande  lettre,  et  par  la  même  lettre,  affectée  de 
rindice  1,  un  ensemble  dont  tous  les  éléments  appartiennent  au 
premier  ensemble,  mais  tel  que  quelques  éléments  de  ce  premier 
ensemble  ne  lui  appartiennent  pas.  Ceci  posé,  étant  donnés  deux 
ensembles,  A,  B,  quatre  cas  sont  logiquement  possibles. 

1"  Il  existe  un  A,  ayant  même  puissance  que  B  et  il  n'existe 
pas  un  B,  ayant  même  puissance  que  A. 

2*^  Il  n'existe  pas  un  A,  ayant  même  puissance  que  B,  et  il 
existe  un  B,  ayant  même  puissance  que  A; 

3"  Il  existe  un  A|  avant  même  puissance  que  B  et  un  B|  ayant 
même  puissance  que  A; 

4"  H  n'existe  ni  un  A|  ayant  même  puissance  que  B,  ni  im  B| 
avant  même  puissance  que  A. 

I>es  deux  premiers  cas  ne  dill'èrenl  que  par  rechange  dos  lettres 
A  et  B. 

Dans  le  troisième  cas,  les  deux  ensembles  ont  même  puissance. 
M.  Ikirel  en  donne  une?  (Ièn)<>n^trali(>n  très  simple,  que  lui  a  com- 
muniquée M.  (i.  Cantor  et  qui  est  due  à  M.  Félix  liornstein. 
Pour  pouvoir  afiirmer,  comnu;  h;  fait  M.  Cantor,  (|uc,  deux  en- 
sembles étant  donnés,  ou  bien  ils  sont  de  même  puissance,  ou 
bien  l'un  est  de   puissance  supérieure  à  Taulre,  il  faudrait  dènion- 
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trer  encore  que,  dans  le  (|ualrième  cas,  les  deux  ensembles  ont  . 
inéme  puissance,  ou  que  ce  quatrième  cas  esl  réellemenl  impos-  - 
sible  quand  il  s'af^it  dVnscnibles  infinis.  Quoique  la  proposition  j 
essenlielle  reste  douteuse,  la  dcmonslralion  de  M.  Bernslein,  « 
reste  très  intéressante,  et  par  elle-même,  el  à  cause  de  la  lacunes 
qu'elle  comble. 

M.  Borel  s'occupe  ensuite  de  la  formation  d'ensembles  ajantJ 
des  puissances  de  plus   en    plus  grandes.   Étant  donne   un    en*^ 
semble  E  d'éléments  j:,  on  conçoit  qu\]ne  fonction  y(j:)  soit  dé-  - 
terminée  pourclia(|ue  élément  jr  de  l'ensemble  E.  Ne  considérons^ 
que  les  fonctions  ainsi   déterminées  qui  prennent  pour  chaque  ' 
valeurs  de   renseinble  soit  la  valeur  o,  soit  la  valeur  i.   L'en- 
semble F  (le  toutes  ces  fon(*lions  sera  d'une  puissance  supérieure 
à   la  puissanc'c    de  Tensenible  1'..   Si  E  esl  un  ensemble   dénom- 
brable,  E  a  la  puissance  du  continu;  si  E  a  la  puissance  du  con- 
tinu, F  a  une  puissance  supérieure.  M.  Borel  exprime,  d'ailleurs, 
des  réserves  très  sa^es  sur  la   possibilité  de  concevoir  un  tel  en- 
semble, par  exemple  renseinble  des  fonctions  discontinues  d'une 
variable  réelle,  en  raison  de  Tinlinité  non  dénombrabic  des  condi- 
tions (|ui  déterminent  clia([ue  fonction. 

La  seconde  ÎSole  se  rapporte  en  partie  aux  recliercbes  de  P.  du 
Bois-Hevmond  sur  la  comparaison  des  fonctions  croissantes. 
Du  B()is-Ue\  niond  a  nionlré  cpie  si  Ton  considère  une  suite  dé- 
nonibrabie  de  lojiclions  croissantes 

(1)  -i^-'*).     'v^J  ./•) o,i<j^i,      .... 

telles  <|ue  chacune  d  elles  croisse  plus  rapidement  (|ue  la  précé- 

denl<'  («|"<^*   It-'   rapport-'"  *  -  croisse  indélinimenl  avec  .r),  on 

j)eut  loujours  ftuiner  une  fonction  (pii  croisse  plus  rapidement 
que  n*ini|>(>rle  (|uelle  fonction  decetl«»  suite.  M.  Borel  se  propose 
<b*  fornirr  un*^  rrhcllc  dr  types  rnnsstints,  c'est-à-dire  un 
ensenibl**  \\  <le  (onctions  dont  deux  queleoinpies  aient  des  crois- 
sances ctunparables  el  (pii  contienne  une  jonction  croissante  arbi- 
traiiM'riHiil  donm-e.  (]rl  ensemble  K  ne  peut  être  dénombrable. 
Partant  d'une  suite  Itlle  cpie  (iK  on  peut  former  une  fonction 
'ff.)'  ')  qui  crnissc  plus  i;j|ii<|i'in<iil  (pi<*  irinijxMie  (|U(>I  teiine  de  la 
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su  île  (i),  puis  en  posant 

constituer  une  suite 

jouissant  des  mêmes  propriél(^s  que  la  suite  (i),  puis  former  une 
fonction  ^tat(x)  dont  la  croissance  dépasse  la  croissance  de  Ions 
les  termes  de  la  suite  (2),  ...  puis  répéter  indéfiniment  ce  procédé. 
En  le  répétant  indéjiniment,  on  ne  forme  jamais  à  la  vérité  que 
des  ensembles  dénombrables,  mais  en  le  répétant  transjininienty 
c'est-à-dire  en  le  supposant  répété  cha(]ue  fois  que  l'on  aura  une 
infinité  dénombrable  de  tj'pes  croissants,  quel  que  soit  le  procédé 
par  lequel  on  a  obtenu  cette  infinité,  on  parviciidia  (idéalement) 
à  un  ensemble  (S)  non  dénombrable  (de  seconde  puissance),  tel 
que  deux  fonctions  soient  comparables  entre  elles,  que  chaque 
fonction  soit  immédiatement  suivie  dNine  autre  l'onction,  toi  enfin 
(si  Ton  admet  pour  les  fonctions  croissantes  un  axiome  analogue 
à  celui  qui,  pour  les  grandeurs,  est  connue  sous  le  nom  iïaxiome 
d^ ytrchime.de) ^  <1"C,  une  fonction  quelconque  étant  donnée,  il  y 
ail  dans  (S)  une  infinité  de  fonctions  qui  croissent  plus  rapidement 
qu^elIe.  L'analogie  de  cet  ensemble  (S)  avec  la  suite  des  nombres 
entiers  est  visible.  M.  Borel  constitue  un  ensemble  (1)  (|ui  joue 
par  rapport  à  Tensemble  (S)  le  même  rôle  (|ue  rensemble  des 
nombres  rationnels  par  rapport  à  l'ensemble  des  nombres  entiers; 
enfin^  en  introduisant  dans  l'ensemble  (i))  des  coupures  (au  sens 
analogue  à  celui  de  M.  Dedekind  pour  la  définition  d(^s  nombres 
irrationnels),  il  parvient  à  la  notion  de  fonctions  idéales^  qui 
tiennent,  dans  cette  théorie  de  la  croissance,  le  rôle  des  nombres 
irrationnels  en  Arithmétique,  (k'tte  notion  des  fonctions  idéales 
avait  d'ailleurs  été  sommairemeiit  indiquée  par  du  Bois-Utrymond. 

Notons  eucore  ce  résultat  intéressant  :  rensemble  des  fonctions 
croissantes  (non  idéales)  a  la  puissance  du  continu. 

A  ia  fin  de  cette  même  Note,  rauleur  donne  sur  les  nombres 
de  M.  Cantor  quelques  aperçus  cpie  le  lecteur  a  sans  doute  pres- 
sentis. 

\jA  dernière  Noie  est  intitulée  :  I^a  notion  de  fonction  en  ^'r- 
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néral,  M.  Borel  y  revient  sur  la  difficulté  qu'il  jr  n  h  considérer 
d'autres  fonctions  que  celles  qui  sont  définies  par  une  infinité  dé- 
noinbrable  de  conditions;  il  expose  des  vues  très  inléressanles 
sur  certaines  classes  de  ces  fonctions.  Enfin,  il  précise  le  rôle  de 
cette  expression,  dépendre  de  p  fonctions  de  n  variables^  qui 
est  quelquefois  employée  d'une  façon  un  peu  vague. 

J.  T. 


CLAUSIUS  (U.K  "^  TuKOKiK  MKCASiotB  DE  LA  CHALEUR.  Douxîcme  édllioii, 
refoiulue  ot  coinpiélcc,  Iradiiito  sur  la  troisièmo  édition  de  Foriginal  alle- 
mand, par  F,  Folie  cl  E.  Ronknr.  T.  I  :  Développement  des  formules  qui 
se  déduisent  dos  deux  principes  fondamentaux  avec  différentes  applications. 
ln-8",  vii-499,  P-  T.  II  :  Théorie  mécanique  de  rélectricité  y  compris  Tap- 
plication  des  principes  fondamentaux  do  la  Théorie  mécanique  de  la  cha- 
leur. In-8**,  47'-  p.  Bruxelles,  Société  belge  d'éditions,  1897  et  1898. 

Depuis  que,  sur  les  instances  dos  amis  dé  la  Science,  R.  Clan«- 
sius  s'est  décidé  en  i865  à  réunir  la  collection  des  Mémoires  vé-* 
ritablemenl  fondamentaux  qu^on  lui  doit  sur  la  Théorie  mécanique 
de  la  chaleur,  dont  il  mérite  à  tant  de  titres  d'être  regardé  comme 
\\n  des  fondateurs  et  sur  rÉIeclrodvnamique,  un  grand  nombre 
(Tann/'es  se  sont  écoulées  sans  affaiblir  l'intérêt  et  l'utilité  d'une 
telle  publication.  Une  traduction  française  en  a  paru  en  18-0 
chez  Lacroix  à  Paris;  mais,  dès  187.),  une  nouvelle  édition  de  cet 
important  Ouvra<»;e  étant  devenue  nécessaire,  Tauteur  se  résolut 
à  lui  donner  une  forme  toute  nouvelle.  Il  lui  parut  utile  de  re- 
fondre le  contenu  de  ses  Mémoires  détachés  de  telle  manirre  qu'il 
format  un  ensemble  développé  avec  méthode  et  se  rapprochât 
ainsi  plus  complètement  d'un  Ouvrage  didactique.  En  se  décidant 
par  ces  motir>  à  reloiidre  l'Ouvrage,  l'auteur  pouvait  d'ailleurs  v 
introduire  maintes  recherches  d'autres  auteurs  et  tenir  compte 
«les  publications  si  nombreuses  faites  depuis  la  publication  de  sa 
collection  de  M<''nioires;  de  sorte  que  la  seconde  édition  de  sa 
Théorie  mrcntu'(/tie  pouvait  être  considérée  à  divers  égards 
comme  un  Ouvrage  nouveau.  Cette  seconde  édition  a  d^ailleurs, 
elle  aussi^  reçu  le  meilleur  a  cueil  et  elle  vient  d'être  réimprimée 
dans  ces  derniers  (ciiips. 
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C'est  précisément  la  traduction  en  français  de  celte  troisième 
édition  que  nous  offrent  aujourd'hui  MM.  F.  Folie  et  Ilonkar.  Sur 
la  valeur  de  l'œuvre,  il  est  clair  que  nous  n'avons  rien  à  apprendre 
à  nos  lecteurs.  Il  nous  suffira  donc  de  dire  que  la  traduction  a  été 
faîte  avec  la  plus  grande  fidélité  et  le  plus  grand  soin.  M.  Clausius, 
d'ailleurs,  a  bien  voulu  en  revoir  toutes  les  épreuves  et  mettre 
les  traducteurs  à  même  de  la  rendre  entièrement  conforme  à  la 
troisième  édition  de  l'original  qui  se  publiait  en  même  temps.  On 
peut  donc  être  assuré  que  TOuvrage  imprimé  dans  de  si  excel- 
lentes conditions  sera  accueilli  avec  reconnaissance  par  les  savants 
et  les  ingénieurs  de  langue  française. 


MELANr.ES. 


SUR  LES  MOUVEMENTS  RELATIFS  DE  TROIS  PLANS  GLISSANT 

LES  UNS  SUR  LES  AUTRES; 

Par    m.    Etienne    DELASSUS, 
Chargé  d'un  Cours  complémentaire  à  l'Universilé  de  Toulouse. 

I.  Considérons  trois  plans  A,  B,  C  glissant  les  uns  sur  les 
autres.  Le  mouvement  relatif  de  deux  d'entre  eux,  A  et  B  par 
exemple,  se  représentera  par  le  roulement  d'une  courbe  BA  du 
plan  D  sur  une  courbe  AB  du  plan  A  et  le  mouvement  instantané 
sera  une  rotation  autour  du  point  de  contact  c  des  deux  roulettes 
AB  et  B\{fig.  i). 

Mous  avons  ainsi  six  roulettes  :  AB,  AC  dans  A;  BA,  BCdansB; 
CA,   CB  dans  C  et  trois  centres  instantanés  de  rotation  a^  6,  c. 

Désignons,  en  outre,  par  y  la  vitesse  instantanée  de  rotation 
de  B  par  rapport  à  A,  par  a  celle  de  i]  par  rapport  à  B  et  par  ^ 
celle  de  A  par  rapport  à  C. 

Le  mouvement  de  G  par  rapport  à  A  pouvant  s'obtenir  en  com- 
posant le  mouvement  de  B  par  rapport  à  A  et  celui  de  C  par 
rapport  à  B,  on  en  conclut  que  la  rotation  —  [i  est  lu  résultante 
des  deux  rotations  v  et  a.  Il  en  résulte  : 
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1**  A  chaque  instant,  les  trois  centres  instantanés  de  rota- 
tion a,  b,  c  sont  sur  une  même  droite  A. 
2®  On  a  toujours 

3**  Les  trois  points  a,  b^  c  de  1  vérifient  la  relation 

Y  X  ac  -h  p  X  a6  =  o. 

Ceci  posé,  nous  allons  nous  proposer  de  démonirer  la  propriété 
suivante  : 

Parmi  les  six  roulettes,  il  y  en  a  cinq  que  l^on  peut  se 
donner  arbitrairement, 

Fig.  I. 


Quand  on  se  donne  une  roulelie  de  A  et  une  roulette  de  B,  le 
niouvemenl  relatif  de  A  et  B  n'est  pas  déterminé,  il  faut  se  donner 
en  outre  la  position  initiale  de  B  en  indiquant  quel  est  le  point 
de  BA  qui  esl,  ou  viendra,  en  contact  avec  un  point  déterminé 
de  AB,  ce  qui  revient  à  se  donner  la  valeur  d'un  certain  para- 
mètre, et  enfin  indiquer  la  nature  du  roulement  relativement  au 
temps,  c'est-à-dire  se  donner  une  fonction  de  t  qui  sera  par 
exemple  la  vitesse  de  rotation  y,  ou  encore.  Tare  parcouru  par  le 
point  de  conlacl  des  deux  roulettes  sur  Tune  d'elles.  La  propriété 
que  nous  avons  en  vue  peut  alors  s'énoncer  d'une  façon  précise 
coinine  il  suit  : 
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Donnons-nous  arbitrairement  deux  courbes  AB,  AC  dans 
le  plan  A,  deux  courbes  CA,  CB  dans  le  plan  (.,  une  courbe  BA 
dans  le  plan  B  et  enfin  un  mouvement  relatif  de  \.  et  B  tel 
que  BA  roule  sur  AB. 

//  est  possible,  et  d\ine  infinité  de  façons,  de  déterminer 
un  mouvement  de  C  tel  que  CA  roule  sur  AC  et  que  le  mou- 
vement relatif  de  i^  et  de  h  soit  le  roulement  de  CB  sur  une 
courbe  de  C. 

Pour  facililer  le  raisonnemeol,  nous  pouvons,  sans  restreindre 
la  généralité,  considérer  A  comme  fixe. 

Nous  pouvons,  et  cela  d'une  inlinité  de  façons,  faire  mouvoir  C 
de  sorte  que  CA  roule  sur  AC;  il  reste  encore  dans  le  mouvement 
de  C,  un  paramètre  arbitraire  et  une  fonction  arbitraire  de  /.  Sup- 
posons qu'on  ait  fixé  le  paramètre,  il  nous  suffit  de  montrer  qu'on 
peut  déterminer  la  fonction  de  t  de  façon  que  le  point  a  se  trouve 
toujours  sur  CB  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  façon  qu'en 
appelant  a  un  des   points  d'intersection  de  bc  avec  CB  ou  ait 

constamment 

Y  X  rtc  -h  3  X  ah  =  <). 

Supposons  que  la  fonction  de  t  qui  détermine  le  mouvement 
de  C  soit  Tare  Eb  =  s, 

l^a  position  de  c  est  connue  en  fonction  de  /,  la  position  du 
plan  (I  est  connue  en  fonclion  de  ,v;  donc  les  posilions  de  b  et  a 
et,  [)ar  suite,  les  valeurs  de  ac  cl  ab  sont  connues  ru  fonctiou 
«le  s  et  t. 

•v  rst  une  fonction  connue  de  t. 

Soit  6  l'angle  de  la  tangente  en  b  à  AC  avec  une  direction  fixe. 
1.^  courbe  AC  étant  connue,  on  a 

0=/(.n; 
<fonc 

Q       dfï        ^,,      ds 

L**ëquation  de  condition  |)récédemment  écrite  devient  donc 

ds 

K  étant  une  fonction  connue. 
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..'i.»i>  r]in'(*rentielle  ordinaire  donnera  s  en   Tonction 
.•nn^l«ntr  arbitraire. 

j<iirr*>  Ir  théorème  deCauclij,  une  équation  Iclle  que 

nrlinrt   toujours  des   solutions,   la    possibilité   du 

I    satisfaisant  aux  conditions  imposées  est  donc 

-  .,?*-  romnlf  de  la  constante  arbitraire  qui  a  été  fixée 

:^  .  .\  ,n^  que  le  mouvement  de  C  dépend  encore  de 

^  .-:  .'-.'rres.  En  jçénéral,  la  roulette  BC  en  dépen- 

-^  icMix  constantes  peut  disparaître  si  Tune 

■  ^    \:\    t'A    esl    une    coiirlu;    siiperpO'i.'ibIf    à 

î  '  .«■    do    larons,    c\îsl-à-din*   un   cercle   nu 

-  ,  ^-  •.,'1.  résullals  de  la  façon  suivanh'  : 

.f    ih  réalisé  par  un   |)rc)(^é(lé  <piclcon(pi«^  la 

^    ,.    -.  \.^  deux  à  deux  de  fac^on  que  les  courlx^s 

^     -^'     :    iaun(Milcs    et    (jnc   les    roulclh's    soient 

.;»••:  de  telle  façon   (|n'«*lles   ne   puissent    pas 

^  ^       1^  .lutres.  Fixons  par  cxt  niple   le   point    A. 

^   ;    .  t     n'aura  (pi'un  seul  niouveinent  possible. 

,  •  Jeux  <*ntraînera  l(*  nïouvenienl  Ac  Taiitre 

.:iu*nl    total    dans  iccpiel   les   six    roulfttf^ 

V      s    unes    sur   les    antres.    Pour   faire   ain^^i 

nterniédijnn*  de  (1,  il  suffit  de  r«''ali>ei*  b's 

^     .\  ^n>upo    A,  (]   et    Vk   (1,   (iesoile  que  nou> 

^>  ■  V.  ;■  de   iéali>er  nialj'rielleinenl   les   roulettes 

,^      i    :  loutelojs  la   liaison  eori'e>j)ondaule  de  A 


X       x,i 


'U<  sa  fornu'  la  plus  ir/'iiérale  ce  que  Hen- 

.■  i/t*\  trn jcrtnii'i's  /n»l(tircs  scmiulfiiirs^ 

-.    •.  ;''anpiei*(pie.  jKuir  pi"odnii(*  uw  niouvernenl 

•  :    iMl  à    \,  il  faut  (  in|)lo\er  (piaire  roulettes 

X  .  .  .-.rront  èlre  elioi^io  arl)il  raii'enienl . 

.     »■;  nitére.ssanl ,  il  laul  eller  celui  où  les  deux 


1  .■■!ii'« l'-ii  II  'I' 


I    I •■• 
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roulelLcsCAetCBdu  plan  C  seraient  confondues  en  une  courbe  C 
<|iii  ne  doit  pas  être  une  droite  de  façon  à  être  rencontrée  par  A 
en  des  points  distincts  pour  ne  pas  être  dans  un  cas  d'excep- 
lîon  que  nous  rencontrerons  plus  loin.  Tout  mouvement  de  B  par 
rapport  à  A  peut  donc  se  réaliser  en  faisant  rouler  une  courbe 
de  G  simultanément  sur  une  courbe  de  A  et  une  courbe  de  B,  et, 
parmi  ces  trois  courbes,  on  peut  en  choisir  deux  arbitrairement. 

Voyons  maintenant  les  cas  où  les  raisonnements  faits  pour  éla- 
Llir  le  théorème  général  ne  sont  plus  applicables. 

Le  raisonnement  suppose  que  b  et  c  soient  disliucts.  Supposons 
qu'ils  soient  confondus;  on  aura  alors 

(  Y  -h  p  )  ac  =  o 
ou 

Y  X  «c  =  o  ; 

or  a^Y  ^  o  par  livpolhrsc,  sans  quoi  deux  des  plans  seraient  en 
repos  relatif.  On  aura  donc 

ac  =  o, 
€îl  ffn  ù,  C  seront  confondus  en  un  même  point  I  (/fg.  :>.). 

Fig.  a. 


AH  et  AC  étant  l<>s  lieux  do  c  et  b  dans  A  seront  confondues  en 
une  même  courbe  A  lieu  de  I  dans  A;  de  même  BA  et  BC  seront 
CM>nfondues  en  une  même  courbe  B  et  CA  et  CB  en  une  même 
courbe  C  II  n'y  aura  plus  que  trois  roulettes  A.  B,  C  roulant  les 
unes  sur  les  autres  de  façon  à  avoir  toujours  le  même  point  de 
contact,  et  ces  roulettes  pourront  être  prises  ar])itraiiement. 

Pour  produire  un  mouvement  déterminé  du  plan  B  |)ar  rapport 
nu    plan  A,  on  pourra  prendre  arbitrairement  la  roulette  (j. 

Les  roulettes  auxiliaires  ne  sont  donc  (|ue  des  cas  particuliers 
«les  roulettes  secondaires  (le  Beuleaux. 

In  autre  cas  particulier  est  crlui  où  la  dioite  A  reneoiilre  Ion- 
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jours  CA.  et  CB  au  même  point,  c'est-à-dire  où  CA  et  CB  sont 
confondues  en  une  droite  C.  On  retombe  sur  le  cas  particulier 
que  nous  venons  d'étudier  avec  celle  particularité  que  la  roulette 
auxiliaire  est  une  droite,  à  moins  que  cette  droite  C  ne  soit  cons- 
tamment confondue  avec  A,  c'est-à-dire  à  moins  qu'on  ne  fasse 
mouvoir  le  plan  C  de  façon  que  A  roule  sur  AC  en  passant  con- 
stamment par  le  points,  le  point  a  sera  constamment  sur  A  et  son 
lieu  dans  B  sera  une  courbe  BC  sur  laquelle  A  roulera  {^fig-  3). 

Fig.  3. 


Nous  retombons  ainsi  sur  le  cas  particulier  dans  lequel  c'est 
la  même  courbe  de  C  qui  roule  simultanément  sur  une  courbe 
de  A  et  une  courbe  de  B,  avec  celle  |)arlicularilé  que  C  est  main- 
tenant une  droite,  bvpothèse  (|ui  avait  élé  écartée. 

Tout  mouvement  de  B  par  rapport  à  A  peut  être  obtenu  en  fai- 
sanl  rouler  une  droite  C  siniultanémenl  sur  une  courbe  de  A  et 
une  courbe  de  B,  l'une  de  ers  deux  courbes  pouvant  être  choisie 
arbilraircuicnl. 

11.  ^ous  allons  nialnleniml  nous  occuper  d'une  question  qui 
ofTre  un  graud  inlérél  au  [)oinl  de  vue  de  la  théorie  géométrique 
des  en<;r(;nages. 

Cousidérons  un  jxiinl  M  du  plfin  auxiliaire  (i.  Il  a  une  Irajec- 
toire  r^  (lan>  le  plan  A  cl  une  Irajrcloirc  \\  dans  le  plan  B. 
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F^eut-il  arriver  que  F^  et  V^  soient  des  profils  conjugués 
dans  le  mouvement  relatif  de  A  et  B? 

Considërons  A  comme  fixe  et  considérons  le  mouvement  de  C 
par  l'intermédiaire  de  B.  F^^  sera  la  trajectoire  absolue  de  M  et  \\ 
sa  trajectoire  relative.  Pour  quViies  soient  tangentes  en  M  il  faut 
que  la  vitesse  absolue  et  la  vitesse  relative  et  par  suite  la  vitesse 
d^entrainemenl  de  M  aient  même  direction.  Comme  la  première  et 
la  dernière  de  ces  trois  vitesses  sont  respectivement  perpendicu- 
laires à  M&  et  Me  il  faut  et  il  suffit  que  M  soit  eu  ligne  droite 
avec  6  et  c  {^fig-  4)- 

Fig.  \. 


I**     Cas  où   tous   les  points  de   C   engendrent   des  profils 
conjugués. 

Tout  point  de  C  devant  être  en  ligne  droite  avec  b  et  r,  ces 
deux  points  doivent  être  constamment  confondus  et  cela  suffit,  de 
sorte  que  nous  sommes  dans  le  cas  des  trois  roulettes  tangentes 
au  même  point. 

On  retombe  ainsi  sur  la  méthode  des  roulettes  pour  le  tracé  des 
en  «'renages  et  Ton  sait  qu'en  choisissant  convenablement  la  rou- 
lette C  et  le  point  M  on  engendre  n'imporlr  quel  couj)le  de  |)rolils 
conjugués. 

•j«  Cn^  f>ff  i^  X  ^  f'^^^  if\ffnit(''  de  points  de  C  y///  en<:^cndrent 
i/es  profils  conjugués, 

h  cl   C   n'étant  pas  confondus,  tous  ces  points   M  doivent  être 
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sur  la  droite  A  laquelle  doit  être  alors  une  droite  invariablement 
liée  au  plan  G.  Comme  les  points  a^  b  se  trouvent  toujours  sur  elle, 
c^esl  A  elle-même  qui  est  à  la  foi<  la  roulette  CA  et  la  roulette  CB, 
de  sorte  que  nous  nous  trouvons  dans  le  cas  où  le  mouvement 
relatif  de  B  et  A  s'obtient  en  faisnnt  rouler  une  droite  C  simulta- 
nément sur  une  courbe  AC  et  sur  une  courbe  BC. 

Tous  les  points  de  la  droite  il  décrivent  des  profils  conjugués  et 
ce  sont  les  seuls. 

Nous  retrouvons  ainsi  la  méthode  des  développantes  pour  le 
tracé  des  enj;rcna{»;es  cl,  comme  la  couibe  AC  est  arbitraire,  on 
peut  ainsi  en<;cndrer  n'importe  quel  coUple  de  profils  conjugués. 

Le  fait  que  la  courbe  AC  est  arbitraire  permet  d'énoncer  la 
propriété  fondamentale  de  cette  méthode  sous  la  forme  suivante: 

On  a  une  courbe  AB  dans  un  plan  fixe  A  et  une  courbe  BA 
dans  un  plan  mobile  B.  Le  plan  B  se  mouvant  de  façon  que  BA 
roule  sur  AB,  à  chaque  |)osition  du  point  de  contact  on  fait  cor- 
respondre, suivant  une  loi  arbitraire,  une  droite  A  passant  parce 
point.  Celle  droite  A  a  une  enveloppe  AC  dans  le  plan  A  et  une 
enveloppe  BC  dans  le  plan  B.  Si,  en  même  temps  qu'elle  tourne 
autour  de  c*,  on  fait  glisser  la  droite  A  sur  ce  point  de  façon  qu*elle 
roule  sur  Tune  de  ses  deux  enveloppes,  elle  roulera  aussi  sur 
l'autre. 

3*^   Un  seul  point  de  C  décrit  des  projils  conjugués. 

11  faut  alors  (pu;  la  droilc  A  passe  par  un  |)<)int  M  lixc  dan>  le 
pliin  C. 

Donnons-nous  arbilrairemcu!  le  niouvciucnt  relatif  do  A  et  B, 
une  courbe  A(!l  cl,  dans  h*  j)lan  C,  la  courbe  CA  et  le  point  M. 

La  position  de  c  est  connut!  en  fonction  de  /.  Celle  du  plan  C 
el,  par  suilcde  h  cl  de  M,  esl  connue  en  fonclion  de  5.  \Ln  écrivant 
que  cW  et  ch  sont  confondues  i)\\  îiura  une  é(pialion 

]''(  s,  f  )  —  (). 

qui  (l<''leniiineia  s  en  loucllon  de  /,  e'esl-à-dire  la  far<»n  dont  il 
faudia  faire  rouler  (]\  sui*  AC  de  manière  <pie  cb  passe  constam- 
ni(;nl  par  M. 

On  [K'ul  reniarcpier  (|u'avanl  (i^é  AC,  la  courbe  (!A  cl  le 
point  M   k\\\   |)lan  C  sont   coinpièteineni  arbitraiies  :  en   apidiquanl 
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le  résultai  connu  relatif  à  la  mélliode  des  roiilcUes,  on  voil  qu'on 
peut  s^arranger  de  façon  que  M  décrive  n'importe  quel  couple  de 
profils  conjugués. 

Ainsi,  au  point  de  vue  de  la  nature  des  profils  engendrés,  lus 
trois  méthodes  sont  rigoureusenienl  équivalenles-,  il  n'en  est  pas 
de  même  si  Ton  se  place  au  point  de  vue  de  la  génération  d'un 
couple  déterminé  de  profils. 

Soit  ^x  ^^  Yb  ces  deux  profils. 

Dans  la  méthode  des  roulettes,  il  faut  cherrher  la  roulette  C, 
permettant  d'engendrer  v^;  elle  est  donnée  par  une  quadrature  de 
sorte  que  cette  méthode  donne  une  infinité  de  courhes  (]  dépen- 
dant d'un  paramètre  arbitraire  et  c]ui   correspondent  au   même 

profil  Ya- 

JDans  la  méthode  des  dévelop|)antes,  c'est  la  courbe  AC  qu'il 
faut  déterminer;  comme  y^  c"  ^st  une  développante,  AC  est  la 
développée  de  y^^  de  sorte  qu'il  y  a  une  et  une  seule  courbe  AC 
permettant  d'engendrer  y^. 

Enfin  dans  la  dernière  méthode  il  v  a  à  déterminer  deux  courbes 
AO,  CA.  On  peut  prendre  la  première  arbitrairement  et  la  seconde 
dépend  encore  d'une  constante  arbitraire.  Cette  solution  dépen- 
dant d'une  fonction  arbitraire  d'une  variable  et  d'une  constante 
arbitraire  peut  être  considérée  comme  la  solution  la  plus  générale 
du  système  diflTérenliel  déterminant  le  mouvement  d'un  plan  C 
dont  un  point  doit  engendrer  deux  profils  conjugués. 

L'élude  que  nous  venons  de  faire  nousmonïre  en  résumé  qu'en 
partant  de  l'idée  unique  de  génération  des  profils  conjugués  par 
le  mouvement  d'un  plan  auxiliaire,  on  est  conduit  fatalement 
à  trois  méthodes  et  rien  que  trois  correspondant  à  trois  cas  parti- 
culiers du  mouvement  relatif  de  trois  |)laiis  et  parmi  lesquelles  on 
trouve  les  deux  méthodes  employées  dans  la  pratique  :  celle  des 
roulellcs  et  celle  des  développantes. 
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COMPTES  RENDUS  Eï  ANALYSES. 
ANDOYER  (H.)-  —  Leçons  élémbntaires  sur  la  théorie  des  formes  et 

SES   APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES,   A  l' USAGE   DES  CANDIDATS  A  l'AgRÉGATION 

DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES.  In-4''>  iB4  p.  litbogr.  Paris,  Gaulhier-Villars 
et  fils,  1898. 

Le  litre  choisi  par  M.  Andoyer  spécifie  la  catégorie  spéciale  de 
lecteurs  pour  lesquels  ces  Leçoos  ont  été  rédigées,  mais  rautcur 
n'entend  sans  doute  pas  qu'elles  doivent  être  lues  par  les  seuls 
candidats  à  l'Agrégation  des  Sciences  mathématiques.  La  théorie 
des  formes  intéresse  tous  ceux  qui  ont  poussé  assez  loin  Pétude 
de  rAlgèbre  et  de  la  Géométrie  analytique  pour  deviner  qu'elle 
embrasse  ce  qu'il  y  a  de  vraiment  essentiel  dans  V Application  de 
l'yi  Igèbre  à  la  Géométrie.  C'est  ce  que  M.  Andoyer  montrera  sans 
doute  plus  amplement  dans  l'Ouvrage  Sur  la  théorie  des  formes, 
qu^il  annonce  dès  à  présent  et  qui  ne  peut  manquer  d'être  très 
bien  accueilli. 

Les  présentes  Leçons  se  rapportent  aux  formes  binaires  et  ter- 
naires :  en  dehors  des  propositions  générales  sur  la  formation  des 
invariants,  elles  se  limitent,  pour  les  formes  binaires,  à  l'élude 
des  formes  des  quatre  premiers  degrés  et  de  la  forme  bilinéaire,  et, 
pour  les  formes  ternaires,  à  l'étude  des  formes  linéaires,  quadra- 
tiques et  bilinéaircs.  Les  applications  géométriques  y  sont  plutôt 
indiquées  que  développées;  mais  elles  sont  indiquées  d'une  façon 
très  large,  et,  d'ordinaire,  sans  spécifier  le  sens  particulier  des 
variables.  L'auteur,  pour  ne  pas  prononcer  les  mots  Ae point,  de 
droite  ou  de  courbe,  a  poussé  le  scrupule  jusqu'à  désigner  sous 
le  nom  (Télément,  appartenant  à  une  forme  ternaire  des  variables 
jTi,  x^j  -îTs,  un  système  de  valeurs  de  ces  variables  qui  annulent  la 
forme,  et  sous  le  nom  de  série  d'éléments  l'ensemble  des  élé- 
nnents  qui  appartiennent  à  une  forme,  au  sens  précédent.  Les 
Uiéorèmes  peuvent  être  interprétés  indifféremment  soit  au  point 
de  vue  ponctuel,  soit  au  point  de  vue  tangenticl. 

Quatre  Chapitres  sont  consacrés  aux  formes  binaires.  Après 
avoir  montré  comment  les  substitutions  linéaires  forment  un 
groupe  continu  (<t)  à  quatre  paramètres,  M.  Andoyer  introduit 
la  notion   et  démontre  l'existence  d'invariants  absolus  pour  un 
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système  binaire    (le   mot  invariant  est  pris  dans  sa  significa- 
tion la  plus  générale,  de  manière  à  comprendre  les  covariants).  II 
forme,  en  partant  des  quatre  substitutions  infinitésimales  indépen- 
dantes contenues  dans  le  groupe  (u),  le  système  complet  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  que  doit  vérifier  tout  invariant  absolu, 
et  dont  les  solutions  rationnelles  distinctes  permettent  de  former 
tous  les  invariants  absolus.  Les  invariants  absolus  rationnels  et 
non  entiers  conduisent  naturellement  aux  invariants  d'ordre  u,  qui 
peuvent  encore   être  obtenus    au    moyen  d'un  système   complet 
d'équations  aux  dérivées  partielles;  la  recherche  de  ces  invariants 
se  ramène  d'ailleurs  à  la  recherche  des  invariants  entiers  et  homo- 
gènes. La  démonstration  du  théorème  de  M.  Gordan  sur  Feiis- 
tcncc  d'un  système  d'invariants  entiers  dont  tout  invariant  entier 
est  une  fonction  entière,   ne  ronlre  p:»s  dans  Tordre  d'idées  où 
l'auteur  a  voulu  se  tenir  et  la  proposition  est  seulement  énoncée 

Après  avoir  développé  les  propriétés  fondamentales  des  inva-^  _ 
riants  et  passé  en  revue  les  principales  formations  invariantgg=ai 
(polaires,  composition  au  moyen  des  racines,  résultants,  disert  — 
minants,  jacobiens,  hessiens,  etc.),  AL  Andover  arrive  aux  fornii 
particulières.  La  considération  d'un  système  linéaire  conduit  à  I 
notion  du  rapport  anharmonique,  qui  joue  encore  le  rôle  essentii 
dans  l'étude  de  la  forme  bilinéaire,  ou  de  l'homographie.  On 
marquera,  en  particulier,  la  façon  très  clégaulc  dont  sont  obtenuc^^^ 
les  relations  entre  les  invariants  d'une  forme  cubique  ou  biqua — 
dratiques,  l'équation  au  rapport  anharmonique  de  x  et  des  lco\^^ 
racines  dans  le  cas  d'une  forme  cubi(|ue,  des  quatre  racines  dans  ^ 
le  cas  d'une  forme  biquadralique,  enfin  l'expression  invariante  des 
racines. 

Cinq  Chapitres  se  rapportent  aux  formes  ternaires.  Tout 
d'abord,  conjointement  aux  éléments  de  première  espèce  définis 
|)ar  les  rapports  des  coordonnées  ^,,^'2,»r3,  M.  Andoyer  introduit 
les  éléments  de  seconde  espèce  définis  par  les  rapports  des  quan- 
tités Ç|,  Ç.ji  Sa  i  "ne  substitution  linéaire  qui  exprime  les  variables 
jTi,  X2,  X'i  au  moyen  des  variables  x\,x\^x'.^  définit  une  substitu- 
tion transposée  qui  exprime  $,,  Ça?  5.3  »"  moyen  de  5',,  Ç!,,  Ç^,  de 
manière  (|ue  Ton  ait  identiquement 
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H  I  ''ai  titeur,  pour  ddfinir  les  invariants,  se  place  de  suite  dans  le  cas 
oCi    1^    forme  ternaire  contient  aussi  bien  les  variables  ^  que  les  va- 
ria bl^s  X.  Au  reste,  cette  définition,  Tusage  des  substitutions  in- 
liiii  t  <5siniales  contenues  dans  le  groupe  à  neuf  paramètres  des  sub- 
stilutions    linéaires,    la    formation    des   équations   aux    dérivées 
pan  ■  elles  qui  permettent  d'obtenir  les  invariants,  constituent  des 
gt^nôralisalions  immédiates  de  ce  qui  a  été  dit  pour  les  formes  bi- 
''^■«•Cîs,  et  Tauteur  a  pu  se  borner  aux  indications  indispensables. 
^'^     violera  le  soin  avec  lequel  il  a  étudie  la  forme  ^  des  variables 
?*     c>l>ienue  en  partant  de  deux  formes /et  g  des  variables  x,  et  en 
^'  ■  «T^iînant  ces  variables  entre  les  équations 

/=0,  ff=0,  îlJ-l-t-  JîX,-h  $5^3  =  0, 

/>«-■  ■  s&  le  rôle  que  joue  celle  forme  4  pour  la  détermination  des  so- 
'**  ^  ions  communes  aux  équations  f  =  o,  g  =  o  et  de  leur  degré 
"^^  vinulliplicité,  ainsi  que  pour  la  formation  du  résultant  de  trois 
^^^  ***ïr»es  y,  g^  h  des  variables  j\  Un  important  Chapitre  est  con- 
*^  ^^«i^^ë  à  la  définition  d'un  élément  Ç  tangent  en  un  élément  jTj  des 
^"  ^^  ■'■nents  multiples,  stationnaires,  etc.,  enfin  à  rétablissement  des 
^^^  ■^^'■niules  de  Pliicker. 

I^^«issant  ensuite  aux  formes  particulières,  M.  Andoycr  traite 
"     *^l>ord  de  la  correspondance  liomographique,  ou,  ce  qui  revient 
^^-^     Mrtnéme,  de  la  forme  bilinéaire  par  rap|)ort  aux  variables  x  et  S, 
P^^*^,  d'une  façon  assez  développée,  de  la  forme  quadratique  et 
^    ^^  K^  faisceau  de  formes  quadrati(|ues  :  on  trouvera  dans  ces  Cba- 
î^*^«*cs,  sous  une  forme  très  simple,  les  propriétés  essentielles  des 
es  adjointes,  des  pôles  et  des  polaires,  la  décomposition  en 
es  la  plus  générale  d'une  forme  quadrati(|ue,  l'expression  pa- 
cifique de  ses  éléments,  les  invariants  d*un  système  de  deux 
»Oï*rmcs  qui  résultent  de  la  considération,  soit  de  l'équation  du  Iroi- 
*^^«*ie  degré  relative  à  un  faisceau,  soit  de  la  forme  adjointe  de 
^^     faisceau  ou  du  faisceau  des  formes  adjointes  aux  deux  formes 
V^tnitives;  enfin,  Finlerprétation   de  ces  divers  invariants.   Un 
^^••tiier  Chapitre  se  rapporte  à  la  forme  bilinéaire  de  deux  sjs- 
^**ies  de  variables  j;  et  j^  de  même  espèce.  J.  T. 
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(;!ii.  AlÉRAY,  Professeur  à  la  Pacullé  des  Sciences  de  l'Universilé  de  Dijon. 
—  Leçons  nouvelles  sur  l'Analyse  infimtésimale  et  ses  applications 
GÉOMÉTRIQUES.  4*  Parlio  :  Applications  géométriques  classiques,  i  vol. 
gr.  in-S®,  xii-'î48  p.  Paris.  Gauthier- Villars,  1898. 

Cétait  devenu  pour  moi  une  douce  habitude  que  de  rendre 
compte,  tous  les  ans,  d*un  nouveau  Volume  de  M.  Méray  et  d'ex- 
primer, ici  même,  la  sincère  admiration  que  m'inspire  son 
Œuvre.  J'ai  donc  presque  un  regret  de  voir  la  série  déjà  close  et 
de  venir  annoncer  Tapparition  du  quatrième  et  dernier  Volume 
de  ses  Leçons  sur  ^ Analyse, 

En  écrivant  le  bel  Ouvrage  que,  sans  la  moindre  défaillance,  il 
vient  de  mener  si  bien  à  sa  fin,  M.  Méraj  n'avait  aucunement  Tin- 
tention  de  faire  une  Encyclopédie  analytique,  tout  au  contraire. 
Il  a  voulu,  dédaignant,  non  sans  raison,  la  compilation,  faire 
œuvre  personnelle,  exposer  ses  vues  et  montrer  leur  ampleur, 
leur  élévation,  leur  fécondité. 

11  eût  pu,  à  vrai  dire,  en  se  restreignant  à  la  théorie  pure,  se 
contenter  d'écrire  son  premier  Volume  et  quelques  Chapitres  du 
second  \  mais  il  eût,  ainsi,  prêté  le  flanc  à  la  critique  facile  qui  eût 
peut-être  accusé  ses  méthodes  de  manquer  de  souplesse  dans  les 
applications.  Tandis  qu'en  développant,  lui-même,  dans  des  li- 
mites raisonnables  et  suffisantes,  les  conséquences  de  ses  théo- 
ries, il  a  ainsi  montré  que,  grâce  à  elles,  on  atteignait  aussi  aisé- 
ment qu'avec  d'autres,  et,  à  coup  sûr,  souvent  plus  logiquement, 
les  divers  domaines  mathématiques. 

Écrit  dans  cet  esprit,  ce  dernier  Volume  n'a  donc  pas  la  pré- 
tention d'être  un  exposé  complet  de  toutes  les  applications  géo- 
métriques de  l'Analyse,  mais  seulement  un  résumé  de  celles  qui 
sont  les  plus  courantes.  Cela  suffit  cependant  pour  que  M.  Méray 
ait  pu  y  montrer  combien  sa  façon  de  procéder  met  de  logique  et 
de  rigueur  dans  toutes  les  démonstrations. 

Le  premier  Chapitre  est  une  sorte  d'Introduction  qui  est  ré- 
servée aux  diverses  représentations  des  lignes  et  des  surfaces,  aux 
rectifications,  quadratures  et  cubatures.  L'auteur  y  attaque  tou- 
jours chaque  question  sous  son  aspect  le  plus  général,  en  ne  con- 
sidérant l'étude  des  figures  planes  que  comme  un  cas  particulier 
des  figures  de  l'espace. 
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Nous  y  noterons  surtout  le  soin  avec  lequel  il  a  précisé  chaque 
terme  et  justifié  chaque  définition. 

Par  exemple,  lorsqu'on  définit  les  points  singuliers  d'une  sur- 
face 

On  se  contente  d'ordinaire  de  dire  que  ce  sont  les  points  dont  les 
^coordonnées  vérifient  les  relations 

àf  àf  àf 

dx  "^^         dy"  ""'         ôz  -  ""' 

M.  Méray,  lui,  n'oublie  pas  de  faire  remarquer,  ce  qui  a  son 
^portance,  que  cette  définition  ne  dépend  pas  du  choix  des  axes. 
Au  lieu  de  se  contenter  d'effleurer  rapidement  les  divers  sujets 
qu'il  voulait  traiter,  M.  Méray  a  préféré,  et  nous  l'en  félicitons  vi- 
vement, en  développer  un  avec  tout  le  soin  qu'il  comporte;  et,  du 
coup,  il  a  choisi  le  plus  délicat,  celui  des  contacts  et  des  enveloppes. 
D'aîUeurs,  à  cette  théorie  du  contact,  qu'il  a  exposée  avec  une 
netteté  et  une  rigueur  que  Ton  trouve  rarement  ailleurs,  il  a  rat- 
tacha ingénieusement  toute  la  suite;  et,  ainsi,  elle  sert  de  base  à 
tout    le  reste. 

Lfià  méthode  analytique  est  toujours  celle  que  l'auteur  préfère, 
aussi,  définit-il  le  contact  d'une  façon  purement  algébrique  :  «  Deux 
xes 


^°^    i-in  contact  d'ordre  k  pour  les  valeurs  particulières  p^^\  q^^^ 

des   Variables  auxiliaires,  si,  pour/?  =  p^^\  q  =  ^jr^o^,  les  fonctions 

?*'    V.M  ^\  et  leurs  dérivées,  jusqu'à  l'ordre  â*  inclusivement,  sont 

uuniériquement  égales  aux  fonctions  cp2,  72»  ^2  et  à  leurs  dérivées 

scn[\\)lables.  L'entier  k  est  Tordre  effectif  à^w.  contact  quand  l'éga- 

\y\^  numérique  en  question  n'a  plus  lieu  pour  toutes  les  dérivées 

d'ordre  A- -f-i.  » 

De  cette  définition,  et  des  analogues  pour  le  contact  de  deux 

courbes  ou  d'une  courbe  et  d'une  surface,  découlent,  ensuite,  les 

propriétés  géométriques  dont  une,  en  particulier,  sert,  d'ordinaire, 

^  la  définition  du   contact.   Elles  sont  énumérécs  avec  ordre  et 

tUabiies  avec  une  grande  précision.   Malgré  cela,  les  clémonstra- 
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lions  sont  simples  et  brèves  car  les  études  analytiques  dëlaillëe=- 
des  fonctions  olotropes,  qui  font  l'objet  du  premier  Volume,  on 
admirablement  préparc  le  terrain. 

Nous  nous  permettrons  cependant  de  faire  une  légère  observa — 
tion  à  propos  de  la  définition  qui  précède.  Â.  la  lire  telle  quelle 
sans  avoir  poussé  plus  avant  la  lecture  du  Volume,  un  débutant^ 

pourrait  croire  qu'il  y  a  3(A'  -f- 1)  conditions  pour  que  deux  sur 

faces  aient  un  contact  d'ordre  k.  Il  est  vrai  que  la  proposition  quBi 
suit  immédiatement  cette  définition  est  propre  à  remettre  immédia — 
Icmcnt  le  lecteur  dans  la  bonne  voie;  mais,  pour  éviter  toute  mé — 
prise,  n'aurait-il  pas  mieux  valu  dire  :  «  Deux  surfaces  ont  un — 
contact  «l'ordre  k  si  Yon  peut  trouver  deux  représentations  para — 
métriques  (i)  et  (2)  icllcs  que,  pour  les  valeurs  particulières  /><•' 
et  q^^^  des  variables  auxiliaires,  les  fonctions  ^i»  /*'  ^*»  ^^^'  •  ""^ 

Au  Cha])i(rc  111,  M.  IVléray  applique  immédiatement  les  théories 
générales  du  conlact  aux  cas  où  Tune  des  figures  considérées  est 
du  premier  degré.  Il  définit  donc  et  étudie  les  plans  tangents, 
tangentes  et  droites  osculalrices  aux  surfaces;  les  tangentes,  plans 
tangents  et  plans  osculateurs  aux  lignes  et  établit  leurs  propriétés 
géométriques.  Puis,  sans  aller  plus  loin  dans  cette  voie,  il  expose, 
dans  le  quatrième  Chapitre,  la  théorie  des  enveloppes.  Après  le 
Chapitre  II,  cVst  celui  qui  m'a  paru  le  plus  intéressant,  car  la 
clarté  de  rex|)osilion  et  la  précision  des  détails  évitent,  sans  nul 
doute,  au  lecteur  les  erreurs  que  commettent  couramment  les  dé- 
butants sur  ce  sujet  délicat. 

ConlnnnMuent  à  ce  que  l'on  fait  d'ordinaire,  l'auteur  débute  par 
la  rechrrrhe  des  conditions  pour  qu'une  famiih^  de  courbes  à 
I  pnramùtie  ail  une  envolo|)pe.  Dans  une  famille  de  courbes  à 
'.>.  paraujùtnîs,  il  cherche  ensuite  à  former  une  tribu  de  courbes  à 
I  paramètre  a^anl  une  enveloppe  et  arrive  ainsi  tout  naturellement 
à  mettre  en  évitlence  la  surface*  onvcl(»|»|)e  qui  existe  en  général, 
aux  exceptions  prrs  (|u'il  énunjère  avec  soin.  Dans  Téludc  des 
enveloppes  de  surfaces  el  en  particulier  de  Tarète  de  rebrousse- 
ment  de  l'enveloppe  de  surfaces  à  i  paramètre,  la  théorie  des  en- 
veloppes de  courbes  lui  est  tout  aus>i  utile. 

En  suivant  toujours  le  même  ordre,  M.  Méray,  après  avoir 
étudié  les  contacts  a\ec  les  figures  du  premier  degré,  examine,  au 
CJiapilre  V,   les  eontarts  de  la  >|)hère  el    du   eereh*  avec  des  fi- 
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gure.s.  Les  notions  de  la  normale  à  une  surface  et  du  plan  normal 
à   une  courbe  se  présentent  alors  comme  lieux   des  centres  des 
sphères  tangentes  en  un  point  à  la  figure.  Puis,  comme  générali- 
sation de  la  normale,  vient  la  reclierclic  des  trajectoires  orthogo- 
nales et  obliques  de  familles  de  courbes  et  de  surfaces.  L'hélice 
et    la    ioxodromie  fournissent  d'intéressants  exemples  de   trajec- 
*o*f^s  de  lignes  à  i   paramètre.  L'élude   de   la   congruence  des 
"■"oi  t.cs  normales  à  une  surface  et  de  ses  propriétés  est,  ensuite,  un 
**^'  ^"xcreice  des  trajectoires  orthogonales  de  lignes  à  2  paramétres. 
-L*^?  Chapitre  VI  est  réservé  à  la  monographie  sommaire  des  prin- 
^'|^«*i-ix  types  de  surfaces  à  génération  géométrique  simple.  Tels 
^^■^  t.    les  cjlindres,  les  cônes,  les  surfaces  développables,  pour  cha- 
^*-*  "^Ci  desquelles  l'équation  aux  dérivées  partielles  caractérisante  est 
'-  ^  *>  1  ie.  A  propos  des  surfaces  développables,  M.  Méray  dit  quelques 
'*^^^t-s  sur  les  surfaces  applicables  les  unes  sur  les  autres,  et  nous 
"*  ^«^  tionnerons,  tout  spécialement,  son  élégante  démonstration  du 
^  ^  '^  rème  de  Gauss  sur  la  conservation  de  la  courbure  totale  dans  la 


"^^  •Ormalion.   11  montre  que  les  surfaces  développables  sont  les 
*^^  •-*  l^s  qui  puissent  être  appliquées  sur  un  plan. 

^^  iennent,  ensuite,  les  propositions  bien  connues  sur  les  sur- 
^^•^^s  gauches,  la  distribution  des  plans  tangents  autour  d'une  gé- 


^^^'"^trice  et  la  ligne  de  striction;  puis  le  Chapitre  se  termine  par 
*   ^  ^  "g^blissement  des  propriétés  élémentaires  des  surfaces  de  révo- 

■L-es  deux  derniers  Chapitres  sont  un  peu  plus  brefs  ou,   pour 
**^*  'S'iix  dire,  plus  condensés  que  les  précédents. 

C^^  courbure  et  la  torsion  dans  les  courbes  gauches  font  Tobjet 

^'^      Chapitre  VIL  La  définition  du  cercle  osculaleur  conduit  à  la 

'^^  t-îon  de  courbure,  de  normale  principale,  de  droite  polaire,  etc. 

"  •*  î  s,  la  propriété  de  la  courbure  d'être  la  limite  du  rapport  de 

**^glc  de  deux  tangentes  infiniment  voisines  à  l'arc  correspon- 

"•  "^t,  prépare  la  définition  de  la  torsion.  Sans  donner  à  Tétude  du 

"*  ^dre  formé  par  la  tangente,  la  normale  et  la  binormale  en  un 

P^^^  nt  d\ine  courbe  la  place  prépondérante  «pi'on  lui  accorde  sou- 

*^  *^l,  M.  Méray  examine  avec  soin  sa  disposition.  Il  termine,  enfin, 

P^^^la  recherche  des  développées  et   donne,  quoique  sous   une 

'^•*nie  très  concise,  un  grand  nombre  de  détails  à  leur  sujet. 

^^iioique  celte  omission  soit  très  explicable,    vu  respart'    rcs- 
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treini  dont  disposait  Tauteur,  on  pourrait  cependant  regrcllcr-"^ 
qiril  n'uit  pas  cru  utile  de  donner  les  élégantes  formules  de 
Frenct  qui  fournissent  les  dérivées  des  cosinus  des  arêtes  du 
trièdre  mobile  cité  plus  haut.  Elles  sont  d'un  emploi  si  commode 
dans  bien  des  questions  que  leur  place  paraît  toute  désignée  dans 
un  Ouvrage  qui  doit  servir  de  guide  aux  jeunes  étudiants. 

Le  dernier  Chapitre  contient  l'étude  des  courbes  tracées  sur 
une.  surface.  C'est  en  recherchant  les  cercles  osculateurs  en  uo 
point,  à  une  surface,  et  après  avoir  constaté  leur  identité  avec 
ceux  qui  sont  osculateurs  aux  diverses  courbes  tracées  sur  la  sur- 
face par  ce  point,  que  M.  Méray  parvient  à  l'énoncé  et  à  la  démon- 
stration du  théorème  de  Meusnier  et  des  curieuses  propositions 
qui  refissent  la  distribution  de  la  courbure  des  lignes  d'une  sur- 
face qui  passent  en  un  point.  La  discussion  de  l'indicatrice,  de  la 
courbure  totale  et  moyenne  est  faite  avec  le  plus  grand  soin  et 
conduit  aux  définitions  des  lignes  asymptotiques  et  des  lignes  de 
courbure.  Le  théorème  de  Joachimsiahl,  celui  de  Dupin  sur  les  sys- 
tèmes triplement  orthogonaux  et  son  application  aux  quadriques 
viennent  clore  ce  Chapitre. 

Dans  une  courte  Addition,  M.  Méray  établit  rapidement  les 
formules  les  plus  importantes  en  coordonnées  polaires,  dans  le  plan. 
Il  ex|)rime  là  un  dédain  pour  tous  les  systèmes  de  coordonnées 
autres  que  les  cartésiennes  qui  n'est  peut-tHre  pas  très  légitime. 
Certes  le  rôle  prépondérant  des  coordonnées  rectilignes  est  in- 
contestable, mais  il  suffit  de  lire  les  beaux  Ouvrages  de  M.  Dar- 
bou\  pour  se  convaincre  (jue,  dans  bien  des  questions,  il  y  a 
d'autres  systèmes  de  coordonnées  qui  peuvent  rendre  d'immenses 
services. 

Terminons  par  une  remarque  intéressante  :  c'est  que  ce  Volume 
ne  contient  |)as  une  seule  figurcî.  C'est  évidemment  voulu.  Le  lec- 
teur pourra,  très  aisément,  grifî'onner  <[uel(|ues  dessins  qui  l'aide- 
ronl  à  comprendre  le  texte;  et  l'auleur,  |)ar  cette  abstention  sys- 
téniati(|ue,  a  bien  mis  en  évidence  la  généralité  des  faits  qu'il  a 
établis.  Lors(|u*()n  raisonne  sur  une  figure,  on  peut  toujours 
eraindre  d'être,  en  (|uelque  sorte,  iniluencé  par  la  forme  qu'on  lui 
a  donnée. 

Cette  très  rapide  «'numération  d(*s  faits  princi|)aux  que  contient 
vv.  beau  Volume  ne  |)eul  donner  qu'une  faible  idée  de  l'ampleur 
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de    Pcxposîlîon.  Tout  y  est  simple,   clair  et  précis.   Une  notion 

prîniordialc,  celle  du  contact,  domine  tout,  et  le  reste  vient  se 

groti  per  autour  d^elle,  en  un  faisceau  serré,  dans  un  ordre  admira- 

lilement  logique.    Nous   n^attendions    d'ailleurs    pas    moins   du 

^len  t  de  M.  Méray.  Peut-être,  après  refTort  considérable  qu'a  dà 

^xigcîr  la  production  d'une  lelle  Œuvre,  pensera- t-il  à  prendre 

^"elc|ue  repos.  Ce  serait  bien  légitime,  car  elle  esl,  en  tous  points, 

^>gi3^  d'illustrer  la  vie  d'un  homme.  Mais  un  cerveau  aussi  fécond 

pou  iT'ra.t-il  rester  inactif?  Je  me  permets  d'en  douter  et  j'ose 

^spcî«-er,  tout  bas,  d'avoir  encore  le  plaisir  de  saluer,  avec  une  res- 

P^c  t.ueuse  admiration,  quelque  beau  travail  du  Maître  qui  a  con- 

^■*>ué  si  puissamment  à  soutenir  le  bon  renom  des  matiiémati- 

^*^*^  ^  de  France.  C.  Bourlet. 


E. 


ODRSAT.  —  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 

TIELLES  DU   SECOND  ORDRE  A   DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES.  ToillO  11  : 

^^^  méthode  de  Laplace,  —  Les  xystcmex  en  involution,  —  La  méthode  de 
^^—  Darboux.  —  Les  équations  de  la  preniicrc  classe,  —  Transformations 
^^j»  équations  du  second  ordre,  —  Généralisations  dii'crscs.  i  \ol.  in-8**, 
"^   -^  p.  Paris,  Ilcmiann,  1898. 


ar^^  1 


"^^^.Goursat  achève,  dans  le  nouveau  Volume  que  nous  allons 
■  jfser,  le  bel  exposé  didactique  de  la  théorie  des  équations  aux 
^ées  partielles  du  second  ordre  dont  il  avait  donné  la  première 
ie  en  1896. 

Ite  seconde  Partie  contient,  encore  plus  que  la  première,  la 
...  '•^que  personnelle  de  l'auteur  et  l'on  trouvera  à  la  lecture  que 

*    Coursât  a  peut-être  trop  négligé  de  faire  ressortir  tout  ce  qu'il 
^"^  «uté  de  nouveau  aux  travaux  de  ses  devanciers.  On  ne  saurait 


F^  admirer  l'art  avec  lequel  l'auteur  a  su  rassembler  tant  de 

"^"^aux  divers  qui,  sous  la  forme  qu'ils  viennent  de  recevoir, 

^^t^achés  les  uns  aux  autres  par  des  idées  générales,  enrichis  de 

^*^^arquables  recherches  personnelles,  se  trouvent  tout  à  coup 

""^^  à  la  portée  des  géomètres  dans  un  livre  d'une  lecture  aisée  et 

^ Salivante.  Si  l'on  ajoute  que  TOuvrage  est  rempli  d'idées  fécondes 

'   développer,  on  en  aura  assez  dit  pour  indiquer  le  très  grand 

*^*^ice  rendu  par  M.  Coursai  à  la  Science. 


i 
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Dans  ce  Volume,  de  même  que  dans  le  précédent,  on  peut  dire 
que  l'auteur  prend  toujours  pour  point  de  départ  le  problème  de 
Cauchy  qui,  dans  chaque  question,  conduit  à  la  définition  et  a 
rintroduction  des  niultiplicilés  caractéristiques;  cette   dernière 
notion,  et  c^cst  là  un  des  caractères  saillants  de  TOuvrage,  est 
prise  comme  fondement  de  la  théorie;  Tauteur  s'est  attaché  d'une 
façon  toute  particulière  à  en  montrer  Fimporlance  et  l'utilité;  ù 
on  le  voit  un  instant  Tabandonner,  il  semble  que  ce  ne  soit  qn^une 
feinte  habile  pour  montrer  ensuite  le  caractère  intuitif  qu'elle  peut 
souvent  donner  à  la  théorie.  On  objectera  peut-être  que  la  théorie 
des  caractéristiques  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  ne  se  prête  qu'à  une  généralisation  incomplète  qui  ne 
conduit  pas  toujours  à  Texposition  la  plus  simple  et  qui  pourra  se 
montrer  dans  TaxMMîir  insuffisante.  Mais  il  est  essentiel  de  remar- 
quer que  M.  (joursat  a  pu  faire  une  exposition  des  résultats  acquit 
à  la  Science,  où  tout  se  présente  et  s^enchaîne  d'une  façon  nal»   - 
relie  et  où   Tauteur  a  su  ne  faire  appel  qu'aux  notions  les  pli 
simples  :  cela  suffit  amplement,  il  nous  semble,  pour  justifier 
choix  de  la  méthode. 

Le  Chapitre  V  de  TOuvraf^e,  le  j)remier  du  Volume  que  noi 
analysons,  est  consacre  à  la  méthode  de  Laplace;  M.  Goursat  c 
se  contente  pas  d'en  reprendre  Texposé  cla>si(|ue,  mais  il  la  raP 
tache  à  des  idées  j;«'nérales:  il  est  ainsi  eonduil,  en  particulier, 
développer  la  proposition  suivante  : 

Si,  entre  n  -f-  i  ititéi^rdlea  linrai renient  distinetes  de  /'êt/inB 

ti'on 

0-  z            Oz        -  Oz 
_   _    i-  fi     ^  ^  /, cz  —  o, 

H  existe  une  relation  linéaire  et  honm^cne  dont  les  coej/icienl 
sont  des  /onctions  d^t/ne  seule  des  variables  .r,  )',  la  suite  c 
Laplace  relative  à  cette  êtjuatinn  se  termine  dans  un  sens  apri'ff^ 
n  —  I  transfta  mations  au  plus. 

Cette  proposition,  (|ui  a  de  ncnnhretist's  :ippliealion>,  donne  à 
Fauteur  l'oeea^ion  <le  nituHn'r  le  lien  qui  «-xist*»  entre  les  équations 
inléj;ral)lt;s  par  la  méthode  de  Lnpliiee  e[  li*s  svslrmes  en  involu- 
lion;   elh*    Ironxe   :«iii>i    s.i   vêril;«Mr  «Mi;;iii,'  d.iiis    nn<*    remarque 
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importante  sur  laquelle  l'auteur  revient  plus  loin  (n°  168)  pour  y 
insister. 

Le  Chapitre  se  termine  par  Texlension  de  la  inélhode  de  La* 
place  aux  équations  linéaires  de  forme  quelconque  ainsi  que  par 
une  classiGcation  de  ces  équations  011  Ton  a  égard  à  la  distinction 
entre  le  réel  et  l'imaginaire . 

Le  Chapitre  VI  est  consacré  à  la  défînition  et  à  l'étude  des  sys- 
tèmes en  involution  formés  de  deux  équations  dont  l'une  est  du 
second  ordre.  Après  avoir  rappelé  quelques  généralités  sur  les 
éqaalioos    simultanées    dont    l'intégrale    générale    dépend    d^1n 
Bombre  fini  de  constantes  arbitraires,  l'auteur  aborde  son  sujet  en 
se  proposant  l'étude  des  systèmes  formés  d'une  équation  du  second 
ordre  et  d'une  équation  d'ordre  quelconque  n  qui  n'admet  pas 
toatesles  intégrales  de  la  première.  Ceux  de  ces  systèmes  qui  sont 
dilse/i  involution  se  présentent  comme  étant  ceux  où  n  est  supé- 
rieur à  l'unité  et  dont  l'intégrale  générale  possède  le  plus  grand 
degré  de  généralité  possible;  non  seulement  ils  admettent  une 
infinité  d'intégrales  dépendant  d'une  infinité  de  constantes  arbi- 
traires, mais,  par  une  courbe  quelconque,  il  passe,  en  général,  une 
infinité  d'intégrales  de  ce  système;  une  orientation  d'éléments 
d'ordre  n  appartenant  aux  deux  équations  détermine  généralement 
une  intégrale  du  système.  Après  avoir  insisté,  en  particulier  pour 
/i=2,  sur  l'analogie  saisissante  qui  se  poursuit  dans  presque  tous 
/es  détails  entre  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  et  les  systèmes  en  involution.  et  mis  en  œuvre  de  la  façon  la 
p/us  élégante  la  notion  des  caractéristiques  et  celle  des  invariants 
qu'elles  peuvent  posséder,  Taulcur  étudie  les  deux  cas  qui  se  pré- 
sentent lorsque  l'on  considère  le  système  obtenu  en  adjoignant  à 
une  équation  du  second  ordre  deux  équations  avec  lesquelles  elle 
forme  deux  systèmes  en  involution,  puis  revient  au  système  de  deux 
équations  pour  traiter  directement  le  cas  où  l'une  des  équations 
est  du  second  ordre  et  ne  renferme  pas  les  dérivées  r  et  t. 

Le  fait  capital  qui  domine  toute  la  théorie  des  systèmes  en 
involution  est  le  suivant  :  toute  intégrale  est  un  lieu  de  mullipli- 
cîtés  d'éléments  qui  dépendent  d'un  nombre  fini  de  constantes  et 
qui,  par  suite,  peuvent  être  obtenues  par  l'intégration  d'un  sys- 
tème d'équations  dilTércntielles  ordinaires.  L'auteur,  après  avoir 
reproduit  la  méthode  ingénieuse  par  laquelle  M.  Lie  a  démontré 
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P^is  termine  le  Chapitre  par  l'exposé  des  recherches  de  M.  Konig. 

Dans  le  Chapitre  VIII,  aprrs  avoir  rappelé  la  définition  de  Tin- 

Wgrale  générale  d'après  Ampère  et  montré  qu'une  intégrale  peut 

^Ire  générale  au  sens  d'Ampère  sans  l'être  au  sens  de  Cauchy, 

M.  Goursat  remarque  que  l'on  peut  déduire  des  travaux  d'Ampère 

une    définition   précise  des  équations  de   la   première  classe  et 

dénmoDlre,  en  la  généralisant,  la  proposition  énoncée  à  leur  égard 

pas*   M.  Darboux.  Il  signale  différents  problèmes  auxquels  conduit 

la  nnélhode  de  M.  Darboux  et  rappelle,  en  particulier,  celui  qui  a 

été    complètement  résolu  par  M.  Moutard  (*)  puis  reproduit,  en 

la     ntiodifiant  sur  quelques  points,  la  démonstration  donnée  par 

M.    E.  von  Weber  du  théorème  de  M.  Maurice  Lévy. 

CDd  connaît,  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles 
dtft  premier  ordre,  le  rôle  important  que  jouent  les  transformations 
de  contact;  ces  dernières  sont  loin  d'avoir  la  mémo  portée  dans 
l^élude  des  équations  du  second  ordre;  les  transformations  qui 
peuvent  ici  être  utiles  semblent  devoir  présenter  des  caractères 
tout  nouveaux. 

On  a  vu  plus  haut  que,  dans  le  cas  des  équations  linéaires,  la 
n^éthode  de  M.  Darboux  et  la  méthode  de  Laplace  réussissent  en 
m^me  temps;  la  transformation  de  Laplace  donne  donc  un  procédé 
simple  pour  effectuer  l'intégration  d'une  équation  linéaire  à  la- 
S**€Ue  s'applique  la  méthode  de  M.  Darboux.  Celle  remarque 
appelle  sans  doute  une  généralisation  et  montre  en  tout  cas  l'in- 
^^>*ét  que  l'on  doit  attacher  au  Chapitre  IX  consacré  à  une  classe 
^^  transformations  qui  peuvent  être  considérées  comme  la  géné- 
^*îsaiion  de  celle  de  Laplace  et  qui,  comme  celle-ci,  ne  réussissent 
^^^  grâce  à  la  forme  particulière  des  équations  auxquelles  on  les 
'applique. 

Li^auleur  étudie  d'abord  d'une  façon  détaillée  certaines  transfor- 
'^^Uons  particulières  :  la  trausformation  qui  consiste  à  prendre 
P^^r  inconnue  l'une  des  dérivées  premières  de  la  fonction  in- 
^^nnue  et  un  certain  nombre  de  transformations  qui  en  dérivent, 


1*)  M.  Paul  Stiickel  a  bien  voulu  me  faire  remarquer  que  le  problème  consi* 
^ré  par  M.  Moutard  a  fait  aussi  l'objet  des  recherches  de  M.  Tanner;  mais  ces 
^^^ières  recherches,  qui  demandent  à  èlre  modifiées  el  complétées  sur  plusieurs 
P^ÎQls,  sont  postérieures  de  plusieurs  années  à  celles  de  M.  Moutard. 
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puis  les  IransfornialioDs  qui  proviennent  de  la  considéralion  d^un 
système  de  deux  équations  simultanées  du  premier  ordre  à  deux 
fonctions  inconnues.  Ces  transformations  appartiennenl  à  une 
classe  plus  générale  de  transformations  considérées  pour  la  pre- 
mière fois  par  M.  Lie  sur  un  exemple  particulier  et  qui  ont  fait 
Tobjet  des  recherches  de  M.  Backlund.  M.  Goursat  signale  à  Tégard 
de  ces  transformations  de  M.  Backlund  différentes  propositions 
remarquables  et  termine  le  Chapitre  en  considérant  d'une  manière 
encore  plus  générale  les  transformations  des  équations  du  second 
ordre. 

Le  Chapitre  X  a  pour  objet  diverses  généralisations  des  consi- 
dérations développées  précédemment;  Fauteur  se  borne,  pour  plus 
de  netteté,  à  deux  cas  particulièrement  importants  :  celui  d^une 
équation  unique  d^ordre  n  et  celui  d\in  Système  de  n  équations 
du  premier  ordre  à  n  inconnues,  le  nombre  des  variables  indépen- 
dantes étant,  dans  les  deux  cas,  toujours  égal  à  deux. 

Deux  Notes,  Tune  sur  l'équation  auxiliaire,  l'autre  sur  les  carac- 
téristiques des  équations  simultanées,  terminent  l'Ouvrage. 

Nous  le  répétons  en  terminant  :  le  Livre  de  M.  Goursat  n*esl 
pas  seulement  un  exposé  remarquablement  clair  et  bien  conçu  de 
la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  où 
Ton  trouvera  complètenjcnl  réunis  et  coordonnés  tous  les  résultats 
que  Ton  possède  actuellement  sur  cette  partie  de  la  Science;  c'est 
encore  une  u'uvre  éinineminenl  suggestive,  où  beaucoup  de  ques- 
tions nouvelles,  bien  dignes  de  solliciter  les  recherches,  sont 
posées;  il  aura  donc,  à  ces  deux  points  de  vue,  la  plus  heureuse 
inlluence  sur  les  progrès  de  cette  belle  théorie. 

E.  CoSSERAT. 


(ilOV.vNM    SCJIIAIWHEÏ.LÏ.  —  OnUilNE  DEL  SISTHMA  PLANETARIO  ELIOCENTRICO 

PRESSO  I  Greci  {Mcmorie  del  l\.  Istitnto  Lomhardo  di  Scicnze  e  lettcre, 
xvin  ).  loop.  ;;r.  in-4".  .Milan.  Uirico  Hœpli,  1898. 

L'illustre  directeur  de  l'observatoire  de  Brera  vient,  après  un 
intervalle  de  vingt-quatre  ans,  de  reprendre  les  questions  histo- 
riques qu'il  semblait  avoir  délaissées  depuis  ses  admirables 
Mémoires  sur  les  Précurseurs  de    Copernic  dans  l\intif/utlr 
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(1873)  et  sur  les  Sphères  concentriques  d^Eudoxe,  de  Callippe 
et  d'Arisiole  (i874)«  Celle  fois,  il  s'agil  spécialement  de 
Texislence,  dans  l'antiquité,  d'une  conception  semblable  au 
système  de  Tycho  Brahe. 

Dans  mes  Recherches  sur  r Histoire  de  r Astronomie  an- 
cienne (Paris,  Gauthier-Villars,  1892),  j'ai  déjà  fait  observer 
qu^un  passage  de  Plolémée  doit  faire  conclure  que  cette  hypothèse 
ëlail  connue  d'Apollonius  de  Perge.  11  me  semblait  toutefois 
qu'historiquement  elle  n'était  apparue  qu'après  celle  d'Arislerque 
de  Samos  (Copernic),  et  je  la  considérais  comme  la  conséquence 
logique  à  laquelle  auraient  dii  aboutir  les  anciens,  s'ils  ne  s'étaient 
pas  laissé  entraîner  par  l'idée  de  n'employer  qu'une  seule  des 
deux  explications  possibles,  avec  leur  point  de  départ  pour  les 
mouvements  planétaires,  celle  des  épicycles  et  celle  des  excen- 
triques mobiles. 

M.  Schiaparelli  avait  fait  la  même  remarque  que  moi,  mais 
Fétude  très  approfondie  à  laquelle  il  a  soumis  la  question  l'a  con- 
duit à  se  représenter  autrement  l'évolution  des  conceptions  astro- 
nomiques dans  l'antiquité.  Voici  ses  conclusions  : 

Le  point  de  départ  est  l'idée  d'une  circulation  symétrique 
autour  d'un  centre  unique;  elle  domine  dans  le  système  de  Phi- 
lolaos,  où  ce  centre  est  occupé  par  un  feu  central  hypothétique, 
dans  les  constructions  platoniciennes  et  dans  le  système  d'Eudoxe, 
où  la  Terre  est,  au  contraire,  replacée  au  centre  du  Monde. 

L^idée  d'une  circulation  autour  d'un  centre  lui-même  en  mou- 
vement a  résulté  directement  de  l'observation.  Héraclide  du  Pont, 
disciple  de  Platon,  enseigne  que  Mercure  et  Vénus  tournent  aulour 
du  Soleil.  C'est  le  premier  exemple  d'épicycles. 

L'observation  de  Mars  devait  de  même  conduire  facilement  à 
riiypothèse  que  les  planètes  supérieures  décrivaient  aussi  des 
cercles  autour  du  Soleil  comme  centre  (excentriques  mobiles). 
Cette  hypothèse  a  dû  être  émise  dès  le  temps  d'Héraclidc  et,  s'il 
n'en  est  pas  lui-même  l'auteur,  il  l'a  très  probablement  partagée. 
Cependant  il  manque  à  cet  égard  un  témoignage  suffisant  pour 
entraîner  la  conviction. 

De  l'hypothèse  de  Tycho  Brahe,  ainsi  construite,  il  était  aisé  de 
passer  à  celle  de  Copernic.  Héraclide  l'aurait  également  connue, 
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mais  ne  Taurail  regardée  que  comme  théorique;  Arislarqiie?       <lc 
Samos  est  le  premier  à  Tavoir  soutenue  réellement. 

L'abandon  postérieur  de  ces  deux  hjpothèses  provient  :  d**  «^  ne 
part,  de  la  difficulté  de  faire  prévaloir  contre  Topinion  comn»  «-*  ^^ 
ridée  du  mouvement  de  la  Terre,  même  simplement  autourde    ^^n 
axe   (comme  radmcllait   Hcraclide,  à  la  diflTérence  de    Ty<^^^ 
Hralie);  d'un  autre  côté,  Thypothèse  héliocentrique  se  heurta  ^^^ 
doctrines  astrologiques  qui,  à  partir  des  conquêtes  d*Âlexand  k^^t 
commencèrent  à  exercer  une  grande  influence.  Enfin,  elle  impli  <^  ^^ 
une  conception  dynamique  du  Monde,  tandis  que,  si  le  S}St&  ^^^ 
des  sphères  concentriques  d'Eudoxe  était  désormais  insoutenal^'  ^^^ 
c'était  toujours  une  machinerie  analogue  qui  semblait  aux  ph  :b  9-^ 
sophcs  la  solution  désirable.  Les  Mathématiciens  abordèrent     ^J^'* 
lors  le  problème  au  point  de  vue  purement  géométrique,  en  s  «-•l^ 
posant  dos  centres  de  mouvement  idéaux,  et  non  plus  physiqu-^   ^^^ 
comme   le  Soleil.  Ils  montrèrent  Téquivalence  cinématique 
combinaisons  d'un  épicycle  ou  d'un  excentrique  mobile  avec 
déférent  (ce  serait  à  peu  près  à  cela  que  se  serait  borné  le  r 
d'Apollonius   de    Perge).    L'hypothèse   des    épîcycles    triom 
parce  qu'elle  se  prêtait  plus  aisément  à  la  conception  de  sphè-' 
emboîtées  et  roulant  les  unes  sur  les  autres,  comme  l'expose  Th 
de  Smyrne,  d'après  Adraste,  et  comme  Nassir-Eddin  devait  enc 
la    développer,    même   aj)rès    les    complications    introduites    [ — ' 
Ptolémée. 

Je  ne  puis  nalurollcniont  donner  ici  le  détail  de  Pari^umentali^  i: 

très  solidf,  Irrs  minutieuse  et  très  docunKîutée  de  M.  Scbiaparel 
Je  me   bornerai    à   dire  ([u'olle  m'a  convaincu   quant  uu    ihèi 
f^énéral,  et  cela  quoique  je  fusse  porté  beaucoup  plutôt  à  croil 
que,  de  nirine  que  dîius  les  temps  modernes,  l'hypothèse  copern. 
cienne  avait,  dans  l'antiquité,  précédé  la  tychonienne.  Cependan 
à  la  suite  <h*s  nouvrllos  éludes  que  j'ai,  de  mon  côté,  poursuivi 
depuis  six  ans,  j(^  deniauderai  à  faire  c|uel(|ues  réserves  sur  cer' 
tains  points  de  détail. 

Désormais,  je  ne  crois  plus  à  Texistence,  au  temps  de  Plato^ 
et   dVVristote,    d'une    école    pylliaj;oricienne   comme    celle    doi» 
.M.  Sclilapart^lli  admet  rinilucnce  sur  liéraelide  et  dans  laquellit'^ 
auraient  T-lé  débattues  les  hautes  <|uestions  scientifiques.   D'a|»rè=^ 
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*^s  témoignages  les  plus  sûrs,  il  n'y  a  plus,  à  cette  époque,  comme 

Pythagoriciens,   qu'une  sorte  de  confrérie   religieuse,    dont   les 

poètes  comiques  raillent  les  superstitions  et  la  saleté  monacale. 

X^antaux  anciens  pythagoriciens,  ils  n'ont  pas  dépassé  la  doctrine 

^e  la  sphéricité.    Eudoxe,  élève   d'Archytas,   est   leur   légitime 

l^ériiier. 

Mais  la  réputation  déjà  légendaire  de  leur  science  offrait  une 
grande  commodité  pour  leur  attribuer  des  idées  qu'on  voulait 
^mettre  sans  en  prendre  la  responsabilité.  Platon  donna  l'exemple 
3vec  son  Timée;  il  y  eut  bientôt  toute  une  littérature  pythagori- 
cienne, écrite  par  des  auteurs  qui  prétendaient  avoir  vu  les  der- 
liefs  savants  de  l'École,  comme  Aristoxène,  ou  qui  se  livraient 
à  Ici-ir  simple   fantaisie,    comme  Héraclide   du    Pont;    c'est    de 
celtes   littérature  que  proviennent  les  données  fournies  par  Aris- 

m  c?raclide  du  Pont,  conteur  génial,  eut,  comme  tel,  une  grande 
répi.B.  tation  dans  l'antiquité.  Mais  le  succès  de  ses  légendes  dialo- 
gué c*  s  sur  Empédocle,  Abaris  ou  Zoroastre,  a  fait  tort  à  ses  œuvres 
scie  in  liGques,  traitées  dans  le  même  mode.  Ce  dut  être  lui,  en  tout 
cas»     c]ui,  dans  un  dialogue  entre  Platon  et  un  Hicétas  de  Syracuse, 
exposa  le  système  du  feu  central  et  del'antichthonc,  qui  fut  repris 
plus    tard  dans  l'écrit  du  pscudo-Philolaos.  Ce  fut  encore  Héra- 
clide quij  dans  un  autre  dialogue,  au  protagoniste  duquel  il  avait 
donné  le  nom  d'Ecphante,  exposa  la  doctrine  de  la  rotation  de  la 
Terre  autour  de  son  axe  et  de  la  circulation  des  planètes  (au  moins 
des  inférieures)  autour  du  Soleil.  Depuis  le  Mémoire  de  M.  Schia- 
parelli,  je  ne  vois  pas  de  difficulté  sérieuse  à  lui  attribuer  la  con- 
ccpiîon  tychonienne  complète. 

En  tout  cas,  il  introduisit  dans  la  Science  l'idée  du  mouvement 
relatif,  l'hypothèse  du  déplacement  du  lieu  d'observation.  Alla-t-il 
jusqu'à  proposer  le  mouvement  circulaire  de  la  Terre  autour  du 
Soleil  fixe,  comme  troisième  hypothèse  à  examiner  aussi  bien  que 
les  deux  autres?  Il  n'y  a  rien  d'impossible  à  cela;  mais  le  texte 
invoqué  à  ce  sujet  (un  fragment  de  Gcminus  dans  le  Commen- 
taire de  Simplicius  sur  la  Physique  d'Aristote,  édit.  Diels, 
p.  291-29»)  ne  me  paraît  nullement  décisif;  car  le  passage  est 
certainement  corrompu,  ainsi  que  le  remarque  M.  Schiaparclli,  et 
la  meilleure  façon  de  le  corriger  me  paraît  être  de  regarder  le  nom 
Buii.  €lcs  Sciences  mathem.,  i'  ^i'ir'iVf  i.  WII.  (Novembre  iSçiS.)  n» 
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(I^IIéraclide  du  Pont  comme  passé  dans  le  texte  de  la  marge,  où  il 
aura  été  mis  pour  expliquer  le  mot  quelque  un  (t:^)-  Ce  nom 
n^ofTrirait  donc  aucune  garantie  d^authenticité. 

Paul  Tanger  y. 


MELANGES. 

SUR  L'APPROXIMATION  DES  FONCTIONS; 
Par  m.  LEBESGUE. 

Wcierstrass  a  démontré  (*)  le  premier  que  toute  fonction  con- 
tinue pouvait  être  représentée,  avec  une  approximation  donnée, 
par  un  polynôme.  Je  vais  indiquer  quelques  considérations  élé- 
mentaires permettant  de  démontrer  ce  théorème  et  quelques-unes 
de  ses  conséquences. 

Soit/(x)  une  fonction  finie  et  continue  dans  un  intervalle  (a,  6). 
On  peut  partager  l'intervalle  (a,  b)  par  les  points  0:^^-=  a^  X|, 
iCj,  ...,  Xrt_i,  x„=^  b  de  telle  façon  que  dans  chaque  intervalle 
(•z^ij  x/^i  )  l'oscillation  de  la  fonction  soit  moindre  qu'un  nombre 
positif  donné  e. 

Inscrivons  dans  la  courbe  y  z=f{^x)  la  ligne  polygonale 
AoA|  . . .  A;,  dont  les  sommets  ont  pour  abscisses  XqX^  . .  .Xn;  elle 
représente  dans  l'intervalle  (or,  6)  une  fonction  continue  j'  =  ;j(j:) 
qui  diffère  àa  f{x)  de  moins  de  e.  Or  ©(x)  est  égale  à  la  fonction 
continue  4,  représentée  dans  rintervalle  (a,  b)  par  la  droite  qui 
porte  le  cùlé  Aq  A,,  plus  une  fonction  ç,  représentée  par  une  ligne 
polygonale  A'^,  A',  . . .  A),  dont  le  premier  côté  A,,  A'^  est  sur  l'axe  O  j:. 
Çi  est  la  somme  des  deux  fonctions  continues  Aj  et  cp2;  '^a  est 
nulle  entre  Xn  et  j,  et  est  représentée  par  la  droite  qui  porte  A',  Al 
entre  :r,  ri  .r,,,  cpj  est  représentée  par  une  ligne  polygonale 
AyA'j ...  AJ^:  A,",,  A',',  A^  sont  sur  O.r.  On  arrive  finalement  à 
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^f/ élanl  une  fonction  continue  nulle  entre  a  etXi.i,  représentée 
par  un  segment  de  droite  entre  Xi_\  et  b.  Si  l'on  fait  le  change- 
ment de  variable 

X  =  /w  X  -4-  /i , 

en  choisissant  convenablement  m  et  /?,  ifi  sera  définie  dans  une 
portion  (a,  P)  de  l'intervalle  ( —  i ,  -h  1)  par  la  relation 

^,  =  x-(X-+-|x;), 

ce  qui  s'écrit 

rV/=X[X-h/i4-(X«— 1)]. 

Si  l'on  développe  le  radical  par  la  formule  du  binôme  en  y  con- 
sidérant X* —  I  comme  une  lettre,  on  obtient  une  série  de  poly- 
nômes en  X,  et  par  suite  en  x,  qui  converge  uniformément  vers  ^/. 
La  somme  des  n  développements  analogues  est  une  série  unifor- 
mément convergente  de  polynômes  représentant  ^{x).  En  prenant 
nn  nombre  suffisant  de  termes  dans  cette  série  on  obtient  un  po- 
lynôme P(^)  qui  diffère  de  o(^)  de  moins  de  tj,  r,  étant  choisi  à 
l'avance.  V{x)  diffère  de  /(x)  de  moins  de  e  4-  tt^,  donc  : 

I.  Étant  donnée  une  fonction  finie  et  continue  dans  un  in- 
iervalle  (a,  b)  on  peut  trouver  un  polynôme  qui,  dans  tout 
l* interçalle,  en  diffère  de  moins  d'une  quantité  positive  quel- 
conque donnée  à  Vavance, 

II.  Comme  première  application,  Weierstrass  développe  une 
fonction  continue  quelconque  en  série  de  polynômes  de  la  façon 
suivante  :  Soient  C|,  e^,  ...  des  quantités  positives  telles  que  la 
série  Se^  soit  convergente,  la  série  dont  la  somme  des  n  premiers 
termes  est  un  polynôme  P,i  qui  diffère  de  la  fonction  continue 
donnée  f{x)  de  moins  de  e,,  converge  uniformément  vers/(.r).  De 
plus,  cette  série  est  absolument  convergente  car  Ton  a 

III.  Une  autre  conséquence  du  théorème  de  Weierstrass  est  que 
toute  série  de  fonctions  continues  dans  un  intervalle  (a,  b)  y  ])eul 
être  remplacée  par  une  série  de  polynômes.  En  effet,  £,,  s^,  ... 
étant  des  nombres  positifs  tendant  vers  zéro,  la  série  de  poly- 
nômes dont  la  somme  des  n  premiers  termes  diffère  de  la  somme 
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des  n  premiers  termes  de  la  série  proposée  de  moins  de  tu  répond 
à  la  question. 

Fonctions  ayant  des  points  de  discontinuités.  —  En  dérivant 
terme  à  terme  la  série  de  polynômes  représentant 

on  obtient  une  série  de  polynômes  convergente  dans  l'intervalle 
( —  I,  H-  i)  sauf  au  point  O,  représentant  o  pour  x  négatif,  i  pour 
X  positif.  Par  Taddition  de  séries  de  cette  nature  à  une  série  de 
polynômes  représentant  une  fonction  continue  on  développe  en 
série  de  polynômes  toute  fonction  n'ayant  qu'un  nombre  fini  de 
discontinuités.  La  série  obtenue  est  divergente  aux  points  de  dis- 
continuités. Par  un  procédé  différent  nous  allons  arriver  à  une 
conclusion  plus  générale. 

Soit/(^)  une  fonction  qui  dans  l'intervalle  (flr,  b)  n'a  de  dis- 
continuités que  pour  un  ensemble  dénombrable  de  valeurs 

Xq=^  a^         Xi  =  b,         Xfj         Xzi         .... 

Marquons  les  points  Ao,  A|,  ...,  A^  représentant  la.  fonction 
yz=f(^x)  pour  :r  =  Xo,  ^^4,  ,,,,  x„.  Quelques-uns  de  ces  points 
pourront  être  à  l'infini.  Soient  xa  Tune  des  n  valeurs  considérées 
pour  X,  Xi  celle  de  ces  n  valeurs  qui  lui  est  immédiatement  su- 
périeure. 

i"  Supposons  Aa  et  A/  à  distance  finie. 

A.  Entre  ./a  et  xi  n'existe  aucun  intervalle  où  la  fonction  est 
continue,  ou  bien  il  en  existe  plusieurs*,  traçons  le  segment  Aa^V/. 

B.  Entre  xa  et  xi  existe  un  intervalle  {x',  x")  et  un  seul  où 
/{x)  est  continue.  Dans  cet  intervalle  la  fonction  est  représentée 
par  un  arc  de  courbe  aji. 

^''  f{'^)  ^^^  continue  à  droite  pour  x  =z  x'  et  à  gaucbe  pour 
x  =  x";  traçons  Je  segment  Aax,  l'arc  a,3,  le  segment  (3  A/;  les  seg- 
ments A^a,  3  A/ peuvent  être  nuls. 

b.  /(x)  n'est  })as  continue  à  droite  pour  x  =  x  ni  à  gauche 
pour  jrrrx";  traçons  le  segment  AaP„,  Tare  P„Q«,  le  segment 
Qn  V/;  [\i  et  {)u  étant  deux  points  de  Tare  a[3  qui  tendent  respec- 
tivement vers  a  et  [j  quand  /i  croît  indéfiniment. 
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c.  f{x)  est  continue  à  droite  pour  jc  =  ^'  et  n'est  pas  continue 
à  gauche  pour  x-=^oc!^  \  commençons  le  tracé  comme  dans  le  cas  (a), 
terminons-le  comme  dans  le  cas  (6). 

d,  f{x)  n'est  pas  continue  à  droite  pour  x  =z  x'  ei  est  continue 
à  gauche  pour  x=-x''\  commençons  le  tracé  comme  en  (6),  termi- 
nons-le comme  en  (a). 

a**  Si  l'un  des  deux  points  Aa,  A/  ou  tous  les  deux  sont  à  l'infini, 
nous  remplacerons  celui  ou  ceux  de  ces  deux  points  qui  sont  à  Tin- 
fini  par  des  points  de  même  abscisse  et  dont  l'ordonnée  croîtra 
avec  /?. 

Dans  tous  les  cas,  nous  traçons  dans  l'intervalle  (a,  b)  une 
courbe  représentant  une  fonction  o,t(x),  on  peut  même  supposer 
que  la  fonction  y  soit  infinie  dans  un  certain  nombre,  fini  ou  non, 
d^intervalles,  à  condition  de  compter  les  extrémités  de  ces  inter- 
valles comme  des  points  de  discontinuités  et  de  faire  jouer  le  rôle 
de  la  courbe  a^  à  une  parallèle  kOx  dont  l'ordonnée  croîtra  indé- 
finiment avec  n, 

La  fonction  tp,^(x)a  pour  limite  pour /i  infini /(j:),  en  entendant 

par  là  que  o,,  (  X)  tend  vers  /„  (  X)  quand  X  est  pris  arbitrairement 

dans  (rt,  b).  Ceci  est  évident  si  X  est  une  valeur  de  discontinuité, 

ou  appartient  à  un  intervalle  où  la  fonction  est  continue,  ou  est 

extrémité  d'un  pareil  intervalle.  Pour  une  autre  valeur,  X  est  la 

limite   d'une  suite  x^*^,  x^'\  ...    de   valeurs   de   discontinuités, 

y(X)  étant  continue  pour  x  =  \,  /{\)  est  la  limite  de  la  suite 

y(j:^*^),  /(x^^^),  ....  D'autre  part,  pour  n  assez  grand  o„(x)  est 

compris  entre  /(a)  et  /(?),  a  et  ^  étant  les  extrémités  de  celui 

des    intervalles,    obtenus    à    l'aide    des    points    de    subdivision 

j^oj  «2:1 ,  .  .  . ,  Xft,  qui  contient  X,  d'où 

Lim  onix)  =  Um/ix^P^)  -/(\). 
Donc 

y(  jr)  est  représentable  par  une  série  de  fonctions  continues  cl, 
par  suite,  par  une  série  de  polynômes. 

IV^.  Toute /onction  continue  dans  un  intenta/le  (</,  b),  sauf 
pour  un  ensemble  dénombrable  de  valeurs  de  la  variable,  est 
c/éieloppable  dans  cet  intcryalb'  en  série  de  polynômes,  ahsn- 
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lument  et  unijormément  convergente  dans  tout  intervalle  où 
n'existe  pas  de  points  de  discontinuités. 

Il  est  facile  de  donner  des  exemples  de  fondions  ayant  une 
infinité  dénombrable  de  discontinuités. 


Premier  exemple.   —  Entre  -  et »  la  fonction  fix)  est 

égale  à   une  fonction  continue  quelconque  A/|.    Aux  points  de 
discontinuités,   elle   a   une   valeur  quelconque   finie   ou  infinie. 

A„  sera  limitée  ou  non;  ce  sera,  par  exemple,  A«= 


X 


Deuxième  exemple,  —  X| ,  Xa,  ...  étant  donnés,  on  considère 
une  fonction  nulle  si  x  n^est  pas  une  des  valeurs  données,  et  égale 

à  -  pour  x  =  Xn'  Les  points  x^^  x^^  . . .  sont  les  seuls  points  de 

discontinuités. 

Il  existe  donc,  en  particulier,  des  séries  de  polynômes  nulles 
pour  toutes  les  valeurs  commensurables  (ou  algébriques)  d'un 
intervalle  et  pour  celles-là  seulement. 

Troisième  exemple,  —  Les  fonctions  à  variation  limitée  de 
M.  Jordan. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  obtenu  les  fonc- 
tions les  plus  générales  représenlables  par  des  séries  de  poly- 
nômes ;  M.  Baire  a  indiqué  {Comptes  rendus,  21  mars  1898)  une 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonction  d'une 
variable  soit  représenlable  par  une  série  de  pol^'nomes. 

Fonctions  de  plusieurs  variables,  —  So\l  f{x^y)  une  fonc- 
tion de  deux  variables  finie  et  continue  par  rapport  à  l'ensemble 
{x^y)  pourrt^:r^6;  c^y^d.  Cherchons  à  le  représenter  approxi- 
mativement par  un  polynôme. 

On  peut  trouver  des  valeurs  Xs<,X2<i,..<ix,i\  y\  <Zy2<C"-Vn 
Iciles  que  pour  Xi^^x^Xi-î-  \  ^  yj=X=yj-^  ^1  l'oscillation  de  la 
Ibnclion  soit  moindre  qu'un  nombre  donné  e. 

Soit  A/y  le  point  de  coordonnées  x  =  Xi^  y  =yj,  ^=^f{xi^  yj). 
Le  j)araboloïde  de  plans  directeurs  zOx,  zOy  passant  par  Ai  j: 
A,+  ,,y;  A/^y^,-,  A/+,^y^|  représente  pour  Xi<x'^Xi^r,  y  j'^yf:yj^, 
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une  fonction  qui  diffère  de  /(x)  de  moins  de  s.  Or,  la  fonction 
continue  représentée  par  Tensemble  de  ces  fragments  de  parabo- 
loïdes  est  une  somme  de  fonctions  continues  telles  que  la  sui- 
vante : 

;t[XY-H|XY|  -+-X1YI  -+-Y|X:] 

que  l'on  peut  représenter  par  une  série  uniformément  convergente 
de  polynômes.  On  achève  comme  précédemment. 

Le  même  raisonnement  réussit  avec  un  nombre  quelconque  de 
variables;  Timage  géométrique  fait  seule  rapidement  défaut.  Il 
faudra  parler,  par  exemple,  de  fonctions  linéaires  par  rapport  à 
chacune  des  variables  là  où  Ton  parlait  de  droite  ou  de  parabo- 
loïde. 

Les  propositions  1,  If,  III  sont  donc  encore  vraies,  quand  on  j 
remplace  yb/ic//o/i  d^une  variable  continue  dans  un  intervalle 
(a,  b)  pBT  /onction  de  plusieurs  variables  continue  par  r^apport 
à  r ensemble  dans  un  domaine  fini. 

Des  artifices  analogues  à  ceux  qui  ont  conduit  au  théorème  IV 
nous  conduiront  à  des  propositions  telles  que  la  suivante  : 

V.  Si  une  fonction  de  deux  variables,  définie  dans  un 
domaine  fini  û,  connexe  ou  non,  partout  continue  par  rapport 
à  Vensemble  des  variables,  sauf  en  des  points  formant  un 
ensemble  dénombrable  et  sur  des  courbes  C  (  *  )  formant  un  en- 
semble dénombrable,  est  telle  que,  sur  chacune  des  courbes  C, 
par  rapport  à  un  paramètre  fixant  d^une  façon  continue  la 
position  d^ un  point  sur  cette  courbe,  la  fonction  soit  continue, 
sauf  en  un  ensemble  dénombrable  de  points,  elle  est  repré- 
sentable par  une  série  de  polynômes,  absolument  et  unifor- 
mément convergente  dans  tout  domaine  ne  contenant  pas  de 
discon  tinuités. 

On  peut  aussi  supposer  que  la  fonction  est  infinie  sur  certains 
arcs  des  courbes  G  ou  dans  certains  domaines  en  nombre  fini  ou 
non  à  condition  de  compter  les  courbes  frontières  de  ces  domaines 
comme  faisant  partie  des  courbes  C. 


(')  Le  mot  courbe  est  pris  dans  un  sens  restreint;   aucune  des  courbes  C  ne 
doit  passer  dans  le  voisinage  de  tous  les  points  d'une  uire. 
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Fonctions  de  plusieurs  variables  continues  par  rapport  à 
chacune  d'elles,  —  M.  Baire  {Comptes  rendus^  ^^97)  *  montré 
comment  l'on  pouvait  construire  des  fonctions  de  plusieurs 
variables  continues  par  rapport  à  chacune  d'elles  sans  l'être  par 
rapport  à  l'ensemble.  La  méthode  emploj^ée  précédemment  permet 
d'obtenir  des  développements  de  ces  fonctions. 

So\if[x^y)  une  fonction  définie  pour  a^:r^ 6,  clj^'^ûf  continue 
séparément  par  rapport  à  :c  et  par  rapport  ky.  Divisons  l'inter- 
valle (a,  b)  en  n  parties  égales;  soient  Xq  =«,  x«,  Xa,  •  -  • ,  •r„_«, 
Xn^=  b  les  points  de  divisions. 

Considérons  la  fonction  'fw(->c»jK)  continue  par  rapport  à  l'en- 
semble xy  et  définie  entre  Xp  et  Xp^^  par 

?«<.-^T  y)  =  - — -  — —- 

Les  fonctions  '^,i{x^y)  onl  /(x,  y)  pour  limite  quand  n  croît 
indéfiniment.  En  effet,  soit  X,  Y  un  système  de  valeurs  pourx,  y. 
Choisissons  n  assez  grand  pour  que  dans  chaque  intervalle  x,, 
Xi^i  l'oscillation  delà  fonction /(a*,  Y)  soit  moindre  que  e,  e  étant 
donné  à  l'avance.  Si  X  est  dans  l'intervalle  Xp,  -Tp^t,  l'expression 

|/(X,  Y)-o(X,  Y)i 
est  plus  petite  que  la  plus  grande  des  deux  suivantes 

|/(\,  Y)-/(.r,,  Y)'      ;/(\,  Y)      /(^„.M.  Vi- 

qui  sont  plus  pelilcs  que  £. 
On  peut  donc  écrire 


n  —  X, 


/{Xj  y)  est  représen table  par  une  série  de  fonctions  continues,  el, 
par  suite,  par  une  série  de  polynômes;  on  peut  même  remarquer 
que  cette  série  est  uniformément  convergente  pourj^  donné. 
Le  même  raisonnement  prouve  que  : 

\  1.    U/w  fonction  des  variables  jc,,  x-^-,  ..-,  x„]  r*i ,  j'j, Vp^ 

continue  par  rapport  à  C ensemble  des  x  et  par  rapport  à  r en- 
semble des  y^  est  représentable  dans  tout  domaine  fini  par  une 
série  de  polynômes. 
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Dans  le  cas  de  plus  de  deux  variables,  on  est  conduit  à  des 
propositions  telles  que  la  suivante  : 

Vli.  Une  fonction  de  quatre  variables  x^y,  3,  t,  continue 
dans  un  certain  domaine  par  rapport  à  chacune  de  ces  va- 
riables, est  représentable  dans  ce  domaine  : 

I**  Par  une  série  de  fonctions  continues  par  rapport  aux 
ensembles  {x y  y){x^  z){x^  t); 

2°  Ou  par  une  série  de  séries  de  fonctions  continues  par 
rapport  aux  ensembles  (jr,  y^  z){x^y,  t); 

3**  Ou  par  une  série  de  séries  de  séries  de  polynômes. 

Celle  proposition  subsiste  si  Ton  fait  jouer  le  rôle  de  x^y,  z^  t 

à  des  ensembles  {Xi^  X2^  "",  Xp) y  (y i^y^t  ""tyq) y  {z il  Zit '»",  Zr)j 

Les  mêmes  artifices  que  précédemment  permettent  de  supposer 
que  ces  fonctions  ont  des  discontinuités  du  genre  de  celles  ren- 
contrées aux  théorèmes  IV  et  V. 

Approximations  à  l^aide  des  suites  de  Fourier,  —  Weier- 
strass  a  démontré  que  toute  fonction  continue  ayant  la  période 
iTz  peut  se  représenter  avec  telle  approximation  que  l'on  veut, 
par  une  suite  finie  de  Fourier  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  par 
un  polynôme  en  cosa:  et  sina:  (*). 

M.  Picard  déduit  cette  proposition  des  propriétés  de  l'inlégrale 
de  Poisson,  et  en  conclut  la  possibilité  de  représenter  approxima- 
tivement une  fonction  continue  par  un  polynôme. 

On  peut  de  bien  des  manières  passer  inversement  de  Fapproxi- 
malion  par  un  polynôme  ù  l'approximation  par  une  suite  de 
Fourier. 

Soit /(je)  une  fonction  continue  ayant  la  période  itz.  On  peut 
trouver  une  fonction  continue  o(j;)  ayant  la  période  27:  qui  diffère 

(  '  )  M.  Volterra  [  Sul  Principio  di  Dirichlet  {Rendiconti  del  Circolo  Matema- 
tico  di  Palermo,  tome  XI )J  démontre  cette  proposition  de  la  façon  suivante  : 
on  peut  approcher  autant  que  l'on  veut  d'une  courbe  à  l'aide  d'une  ligne  polj'- 
gonalc.  Une  telle  ligne  représente  une  fonction  qui,  n'ayant  qu'un  nombre  fini 
de  maxima  et  minimal  peut,  d'après  Dirichlet,  élrc  développée  en  série  de 
Fourier  uniformément  convergente. 
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de  f{x)  de  moins  de  e  et  qui  soit  lelle  que,  pour  a  assez  pelil,  on 

ail 

/3tç         \  /3i: 

Posons 

o{x)  =  \{co%x)  -hsino?  B(cos»a:)-4-  9Îaxco8â?G(co8*jr). 

Eo  échangeanl  dans  celte  expression  xent:  —  x,  Tt  +  ^yS^  —  t 
on  lire 

A(cosa:)  =  ^ ^ ^^ » 

n(cos*ar)=  ^ î 7".* = » 

Donc  A,  H,  (]  sont  des  fondions  Gnies  et  continues  de  cosjr,  et, 
par  suiie,  '^{x)  ou  /(a:)  peut  être  représentée  avec  telle  approxi- 
mation que  Ton  veut,  par  un  poljnome  en  sin j:  et  cosj:. 

Sous  la  seule  réserve  que  les  intervalles  dont  il  s'agit  soient 
plus  pclits  que  iT.,  les  théorèmes  I,  II,  III  sont  exacts  si  Ton  rem- 
place dans  leur  énoncé  polynôme  par  suite  Jînie  de  Fourier. 

Ce  résultat  se  déduit  plus  facilement  encore  du  théorème  sur 
les  fondions  de  deux  variables. 

Une  fondion  conlinue  ayanl  la  période  'iiz  peut,  en  effcl,  élrc 
considérée  comme  atlacliée  aux  points  de  la  circonférence 

X  ~  rosr,         Y  =  sin  j*. 

Soil  Kl  \,  \)  un(»  fondion  conlinue  par  rapport  à  rcnsemhlc 
(X,  \)  d  éf;alo  sur  la  circonférence  à  la  fonction  proposée.  On 
peut  trouver  un  polvnomc  l*(  \,  \)  qui  diffère  de  moins  de  e  dans 
un  domaine  comprenant  la  circonférence;  donc  P(cosx,  sin.r) 
(lilTéro  de  la  fondion  projïoséc  de  moins  de  e. 

Sous  celle  forme,  la  démonslration  se  généralise  imnié- 
(lialemenl. 

Soil  une  fondicMi  conlinue  |)ar  rapporl  à  Tensemble  de  /<  va- 
riables ./*!,  ./'.j,  ....  .r„\  avant  la  période  tî  pour  chacune  des  /; 
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premières  variables  et  la  période  27c  pour  Xni  telle  que  pour 
jc/  =  o  (1  =  1,  2,  ...,  /i)  la  fonction  soit  indépendante  des  variables 
^/-i-i ,  • .  • ,  ^«.  On  peut  la  regarder  comme  attachée  aux  points  de 
!a  variété 

X|  =  cosaTi,  Xt=  sinâ^i  cosoT].  ...,  Xrt=  sinj?i  sinrcj ...  sina:„_i  cost/,» 
ou 

elle  est  donc  représentable  avec  telle  approximation  que  l'on  veut 
par  un  polynôme  en  X| ,  Xo,  . . . ,  \„^\  • 


SUR  LA  THÉORIE  DES  ABAQUES  A  ALIGNEMENTS  ; 

Par  m.  E.  DUPORCQ. 

1 .  Dans  le  numéro  de  juillet  dernier  du  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  M.  d'Ocagne  a  signalé,  entre  autres  problèmes 
soulevés  par  Tétude  de  la  nomographie,  Tintérét  qui  s'attache  à  la 
question  suivante  :  étant  donnée  une  relation  entre  plusieurs  va- 
riables,  rechercher  si  elle  peut  être  représentée  graphiquement 
par  un  abaque  d'un  type  déterminé.  M.  d'Ocagne  insiste,  en  par- 
ticulier, sur  le  cas  des  abaques  dits  à  alignements,  qui  sont 
parmi  les  plus  simples;  le  problème  se  réduit,  dans  ce  cas,  au 
suivant  :  vérifier  si  une  fonction  donnée  de  trois  variables, 
p(  jc,  j',  -),  peut  être  mise  sous  la  forme 


(•>  P(^»r»-)  = 


?i(^)    Xt(^)    ^'i^^) 

?i(7)  /î(7)  '^liy) 

?3(-)        X-îC-)        ^i{z) 


L.a  recherche  des  équations  dinfércntielles,  auxquelles  doit 
satisfaire  la  fonction  F,  conduit  pratiquement  à  des  calculs  inex- 
tricables; mais  le  problème  que  l'on  a  en  vue  sera  résolu  tout 
aussi  bien  si,  au  lieu  de  ces  équations  diflTérentielles,  on  parvient 
à  établir  des  équations  fonctionnelles  nécessaires  et  suffisantes. 
I^a   méthode  que  je  vais  présenter,  et  dont  j'ai  signalé  déjà  les 


a88  PREMIÈRE  PARTIE. 

résultais  dans  les  Comptes  rendus  de  VAcadémiedes  Sciences  (*), 
permet,  noo  seulement  de  vérifier  si  la  fonction  F  peut  prendre 
la  forme  (i),  mais  encore,  le  cas  échéant,  de  la  lui  donner. 

2.  Je  traiterai  d'abord  le  problème  analogue  dans  le  cas  d'une 
fonction  de  deux  variables 


F(x,j.)  = 


Soient  b  et  6'  deux  valeurs  arbitraires  de  y  :  les  trois  fonctions 

de  X,  F(jr,  y)^  F(x,  b)  et  V{x,  b')  sont  de  la  forme 

A  et  [X  étant  indépendants  de  x.  Ces  trois  fonctions  de  x  sont  donc 
liées  entre  elles  par  une  relation  linéaire  et  homogène  :  par  suite, 
a  et  a!  étant  deux  valeurs  arbitraires  de  x^  on  a  Tidentité 

!    V{x,y)      F(x,  6)      V{x,b')   I 
I  I 

I    F(a,v)      ¥\a,b)      F(a,  6')   j  =  o. 

¥(a\y)     ¥Ka\b)     ¥{a\b')  \ 

m 

Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante,  puisqu'on  peut  alors 

écrire 

F(j-,  v)  =  M  F<  j-,  b)-h  V  F(  j",  b'), 

u  et  i'  ne  dépendant  que  de  y. 

On  voit,  de  plus,  que  les  fonctions  ^i  et  'l^  sont  toutes  deux  de 
la  forme 

,3  et  ^'i'  élant  des  constantes. 

3.  Revenons  à  la  fonction  [i).  Soient  />,  b'  et  b"  trois  valeurs 
arbitraires  de  y,  c,  c'  et  (f  trois  valeurs  arbitraires  de  z.  On  voit 
que  les  quatre  fonctions  de  .r 

FiJ-,  >-.  z).     Fur.  h.  r  >.      V \  x,  b\  r'\     F(j*,  //.  c' ) 

sont  de  la  forme 


{')  Séance  du  i'"  j«»ùl   i>«*<. 
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A,  {JL  et  V  étant  iadëpendants  de  x.  Il  existe  donc,  entre  ces 
quatre  fonctions  de  x^  une  relation  linéaire  et  homogène  :  par 
suite,  a,  a!  tla!'  étant  trois  valeurs  arbitraires  de  x^  on  a  l'identité 


(A) 


F(jr,^,  z) 
V{a%y,  z) 


F(x,  b,  c) 
Via,  b,  c) 
F(a\  b,  c) 
F(a',  b,  c) 


F(x,  b',  c') 
F(a,  b\  c') 

F  (a',  b\c') 
F  (a',  b\  c') 


V{x,  b\  c') 
F(a,  b\  c") 
F(a\  b%  c') 


=  o. 


On  aura  deux  autres  identités  analogues,  (B)  et  (G),  en  consi- 
dérant les  fonctions  de^ 

F(T,7,  ;;),     F(a,^,  c),     F(a',^,  c'),     F(a',^,  c') 

et  les  fonctions  de  z 

F(x,y,z),     F(«,  6,  ^),     F(a\b\z),     F(a\  b\  z). 

On  voit,  de  plus,  que  les  fonctions  0|,  '^1  et  ^^  sont  toutes  trois 
de  la  forme 

a  F(x,  b,  c)  -4-  a'  F(x,  b\  c)  -+-  1"  F{x,  b\  c'), 

CL  y  n!  et  a''  étant  des  constantes.  On  peut  même,  en  remplaçant 
chacun  des  éléments  du  déterminant  (i)  par  la  somme  des  élé- 
ments de  la  même  ligne,  multipliés,  dans  chaque  colonne,  par  des 
paramètres  convenables,  supposer  que 

(.2)         o,=  F{x,b,c),         yi=F(x.  b\c'\         ^i=  F{x.  b\  c"), 

4.   Ceci  posé,  on  peut,  en  vertu  de  l'identité  (A),  déterminer 
trois  fonctions  a,  if  et  tv  de  y  et  de  ;;,  telles  que 

F(x,  y,  z)  =  uF(x,  b,  c)  -r-s^F(x,  b\  c')  -+-  ivF(x,  b\  c"), 

et  il  va  falloir  exprimer  que  ces  trois  fonctions  peuvent  être  mises 
simultanément  sous  les  formes 


i^) 


u  = 


y.t 

/» 

h       ^3 

?« 

93 

t'  = 

,             W  = 

^^ 

^^3 

?2       ?3 

/» 

X3 

S'il  en  est  ainsi,  la  fonction  C32,  par  exemple,  qui  figure  dans  \^ 
et  dans  «v,  doit  être,  d'après  la  dernière  remarque  du  n°  2,  propor- 
tionnoUc  à  une  fonction  f^  qui  est  à  la  fois  des  deux  formes  sui- 
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vaDles 

(3)      /,(^)  =  a,p(/,  c)-^a\ç(y,  c')  =  oL;w(y,  c) -4- »;  i»»(j^,  r'), 

les  7,2  désignant  des  conslanles.  Cette  fonction  pourra  donc  être 
déterminée,  à  une  constante  près,  si  les  quatre  fonctions  de  y 

sont  liées  entre  elles  par  une  relation  linéaire  et  homogène.  Or, 
cela  résulte  des  identités  (A)  et  (6).  En  effet,  par  suite  de  la 
première,  les  fonctions  ^(j^,  5)  et  w{y,  z)  sont  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  des  trois  fonctions 

et,  en  vertu  de  (B),  la  fonction  de  y^  F(a,  ^,  y),  est,  quels  que 
soient  a  et  Y,  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  trois  fonctions 
de  y 

Les  quatre  fonctions  (a)  peuvent  donc  s'exprimer  en  fonction 
linéaire  et  homogène  des  trois  précédentes  :  il  existe  bien,  par 
suite,  entre  elles  une  relation  linéaire  et  homogène,  et  la  fonction 
f'i  se  trouve  déterminée,  à  un  facteur  constant  près. 

On  déterminera,  d'une  manière  analogue,  en  vertu  de  (A)  et  (C), 
à  un  facteur  constant  près,  une  fonction  y3(w),  telle  que 

En  opérant  d'une  manière  quelconque,  on  obtiendra,  finale- 
ment, trois  fonctions  dey  :  />,  g^  ^^  /'2>  et  trois  fonctions  de  z  : 
/s)  g3  el/13,  respectivement  proportionnelles  aux  fonctions  Ça?  '/s* 

'^a,  ?3i  yj  et  43. 

5.   Posons 
{^)  ^j/i3=A,        hi£r3=A'y  m2/î3=X,        /isWj— >/, 


Si  lu  première  cgalilé  (a)  est  satisfaite,  on  a 
^:)  n  =  l\  ->/A'; 


MÉLANGES. 
or  il  faut,  pour  cela,  que  l'on  aît  identiquement 

(D)  u{b,c)      \{d,c)      A'(b,c) 

u(b',c')     k{b\c)    X'{b\c') 


•A91 


=  o. 


On  devra  avoir  deux  identités  analogues,  (E)  et  (F),  entre  les 
fonctions  v^  B,  B'  et  jv,  C,  C. 

Inversement,  une  fois  ces  conditions  remplies,  on  pourra  déter- 
miner des  coeilicients  X,  V,  [x,  . . . ,  v',  tels  que  les  trois  égalités 
analogues  à  (7)  soient  satisfaites,  et  Ton  pourra  en  déduire 
six  coefficients  /,  m  et/i,  au  moj^en  des  égalités  (6),  à  la  condition 
d'avoir 


(G) 


XflVrrX'flV. 


Les  égalités  (5)  serviront  alors  à  déterminer  les  six  derniers  élé- 
ments du  déterminant  (i),  dont  les  trois  autres  avaient  été  fournis 
par  les  égalités  (2). 

En  résumé,  on  aura  à  vérifier  les  sept  égalités  (A),  (B), ...,  (G),. 
etj  quand  elles  seront  remplies,  ou  pourra  déterminer  les  élé- 
ments du  déterminant  (i). 

6.  On  pourra  simplifier  les  recherches  précédentes,  dans  le  cas 
où  Ton  connaîtra  trois  systèmes  différents  de  solutions  de  Téquation 

Soient  (a,  p,  y),  (a',  P',  y')  et  (a",  p",  y)  ces  trois  systèmes.  On 
devra  pouvoir  déterminer  des  coefficients  X,  [x  et  v  tels  que  Ton 
ait  identiquement 

\V(x,  p,  Y)        fxF(a,^,  Y)        vF(a,  %  z) 
X'F(r,  P',y')      fx'F(a',^,  y')     v'F(a',  P',  ;;) 
X'F(^,  p%Y')     /F(a',7,/)    v'F(a%  ?',  ^) 


^{^^y,  5)  = 


et  il  sera  facile  de  se  rendre  compte  si  cette  détermination  est 
possible. 


■-a»0€Mi'         — 
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Ball  (W.-VV.-R.)'  —  Récréations  et  Problèmes  mathématiques 
temps  anciens  et  modernes.  3*  édit.  Traduit  par  J.  Fitz-Patrick.  Ii 
iv-352  p.  avec  fig.  Paris,  A.  Ilermann. 

Graf  (J.-H.).  —  Der  Mathemaliker  Jacob  Steiner  v.  UtzenstorJ. 
Lebensbild  u.  zugleich  eine  VViirdigung  seiner  Leistungen.  Avec  por 
et  fac-similé.  Gr.  in-S**,  54  p.  Bern,  Wiss.  i  m.  20  pf. 

Hammer  (E.).  —  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphàrischen  Trigom 
trie,  2"  édition.  Gr.  in-8°,  xiv-572  p.  avec  fig.  et  pL  Stuttgart,  Met 
7  m.  40  pf;  relié  7  m.  90  pf. 
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Pascal  (E.V  —  Repertorio  di  Matematiche  superiori.  VoL  I.  . 
lisi.  In-8'\  xvi-642  p.  Milan,  Iloepli.  4  ni.  80  pf. 

Vivante.  —   Corso  di  Calcolo   infinitésimale,  In-8".    Messine, 
niarchi.  8  I. 

Andrade  (J.).  —  Leçons  de  Mécanique  physique.  In-H",  iv-4i3  p. 
figures.  Paris,  Société  d'éditions  scientifiques.  10  fr. 

BoRTKEWiscii  (L.  >.).  —  Dos  Gesetz  der  kleinen  Zahlen.  Gr.  ii 
vii-5'2  p.  Leipzig,  Teubner.  2  m. 

Connaissance  des  Temps  ou  des  mouvements  célestes  pour  le  méri 
de  Paris,  à  l'usage  des  astronomes  et  des  navigateurs^  pour  l'an  1 
Publiée  par  le  Bureau  des  Lonj;iludes.  In-8",  xvi-863  p.  et  planche 
couleurs.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils.  4  fr. 
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(H.).  —  Lehrbuch  von  Algebra.  Zvveite  Auflage.  Erster  Band;  in-8°, 
xv-703  p.  Braunschweig,  Vievveg  und  Sohn,  1898. 

WEBER  (H.)«  —  Traité  d'Algèbre  supérieure,  traduit  de  rallcmand  sur  la 
tuxième  édition  par  /.  Griess,  Principes.  Racines  des  équations.  Gran- 
rs  algébriques.  Théorie  de  Galois.  Gr.  in-8",  xi-76i  p.  Paris,  Gauthier- 
illars,  1898. 


ul  récemment  dans  le  Tome  XIX,  p.  161-176,  et  dans  le 
e  XXI,  p.  93- II 4)  nous  donnions  un  compte  rendu  et  une 
appréciation  détaillée  de  l'excellent  Ouvrage  de  M.  H.  Weher. 
^^t.  Ouvrage  a  eu  un  tel  succès  qu'au  bout  de  quatre  ans  une  nou- 
vel I^  édition  est  devenue  nécessaire.  C'est  le  Tome  I  de  celte  nou- 
^^'l^^  édition  qui  vient  de  paraître  en  Allemagne  et  c'est  aussi  la 
^'"^d  diction  de  ce  Tomô  I  que  nous  offre  aujourd'hui  M.  Griess. 
'^^  iciuons  tout  d'abord  en  quoi  la  seconde  édition  du  Tome  I  dif- 
^■*^^    de  la  première. 

*— ^  succès  même  obtenu  par  cette  première  édition  montrait 
^**^  le  plan  et  la  suite  des  idées  avaient  été  bien  établis.  Rien  d'es- 
^^*^t,îel  n'y  a  été  changé.  Cependant  toutes  les  parties  ont  été 
tes  à  différentes  reprises;  bien  des  points  de  détail  ont  été 
sniés,  en  partie  pour  améliorer  l'exposition  même,  en  partie 
■^^-^^-*^  y  faire  entrer  les  travaux  récents. 

*--»a  traduction  de  M.  Griess  est  fidèle  et  élégante.  Il  n'est  pas 

^^^teux  que,  dans  un  pays  où  l'Algèbre  a  été  cultivée  si  longtemps 

^  ^^ec  tant  de  succès,  elle  ne  reçoive  l'accueil  qu'elle  mérite  à 

^^s  égards.  A  ce  point  de  vue,  elle  constitue  un  nouveau  et  iin- 

ï^^^tanl  service  rendu  par  M.  Griess  à  la  Science  française  et  à 

^ti  saignement. 


Bull,  de»  Sciences  maihein,,  7*  série,  t.  XXII.  (Décembre  i8<j8.)         20 
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des  théorèmes  d^addition,  tout  cela  d'une  façon  large  et  rapide, 
en  m^me  temps  qu'avec  des  exemples  précis. 

I^e  lecteur  a  maintenant  acquis  des  vues  étendues  sur  une 
lliëor-îe  capitale,  et  cela,  avec  la  seule  notion  de  fonction  de  va- 
riablo  complexe,  jointe  aux  intuitions  géométriques  nécessaires 
pour  la  conception  de  la  surface  de  Riemann  et  la  théorie  de  la 
conoexion.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  d'acquérir  les 
connaissances  élémentaires  sur  les  modes  les  plus  importants  de 
représentation  des  fonctions,  en  particulier  sur  les  séries  et  les 
prod  uits  infinis.  M.  Petersen  reprend  les  choses  au  début  et,  d'une 
façon,  claire  et  condensée,  expose  les  règles  principales  pour  la 
convergence  des  séries  à  termes  positifs,  la  notion  de  convergence 
absol  ue,  les  propositions  essentielles  sur  les  séries  de  puissances, 
la  no L ion  de  convergence  uniforme,  etc. 

De    là,  l'auteur  passe  à  l'étude  de  l'intégrale 

/{z)dz 


x/         -2  Z^ 


et  auîK.  conséquences  fondamentales  du  théorème  de  Cauchy. 

Ea  dehors  des  applications  classiques  aux  séries  de  Taylor, 
M^claivirin,  Laurent,  Lagrange,  Fourier,  etc.,  nous  signalerons 
Vélude  de  l'intégrale 

^(">    dz 


f 


gîITlZ I 


et  la  démonstration  qui  en  résulte  du  théorème  suivant  ; 
Soient  X|,  X2  deux  nombres  entiers,  on  aura 

o  ?(^l)-^-T(^l-^0^-?(^l-^îi)-^•••-^-?(^^— 0-t-  -  ?(^î) 


=/%(.,^.^;/ 


•     /••  [<p(ar  +  i»  ~  cp(ar-  i»];;  dy 

6««r— i 


51  la  fonction  <f{s)  est  univoque  et  continue  pour  toutes  les  va- 

Jeurs  de  z  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  x^  etXa  et  si, 

lorsque  la  fonction  'f{z)dez=a:-^  iy  devient  infinie  avec  ^  dans 

^et  intervalle,  on  a,    suivant  que  y  augmente  indéfiniment  par 
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valeurs  posilives  ou  négatives, 

lini  d?''^- 0(5)  =  o,  lîm    —^ =  o. 


jr=-H«o  y 


=_«  ^ï/ks—  I 


De  celte  propos! lion,  qui  précise  une  formule  cl*Âbel,  Fauteur 
déduit,  en  particulier,  la  fermulc  sommatoire  d^Euter-MacIaurin. 

C'est  du  théorème  de  Cauchy  que  M.  Pelersen  déduit  les  pro- 
positions fondamentales  de  la  théorie  des  fonctions;  à  la  fin  de  ces 
propositions  il  a  placé  le  théorème  de  M.  Schwarz  sur  le  prolon- 
gement par  symétrie  et  le  théorème  de  M.  Picard  relatif  aux  fonc- 
tions entières  f{z)  telles  que  les  équations  f{z)  =  a,  /(s)  =6 
n'aient  qu'un  nombre  limité  de  solutions;  il  donne  ensuite  la  no- 
tion de  fonction  analytique,  au  sens  de  Weierstrass.  Le  para- 
graphe relatif  aux  fonctions  transcendantes  entières  contient, 
outre  la  démonstration  du  théorème  de  Weierstrass  sur  la  dé- 
termination d'une  telle  fonction  au  moyen  de  ses  zéros  e7|,  ^2,  ..., 
a  ni  •  •  • ,  l'étude  du  rôle  joué  parle  nombre  p,  limite  pour  n  infini 
du  rapport 

log  I  «/i  r 

La  (in  de  la  première  Partie  est  consacrée  aux  théorèmes  d'exis- 
tence :  Tauleur  s'()ccu[)e  d'ahord  de  l'existence  d'une  fonction  m, 
à  l'intérieur  d'une  aire  simplement  connexe,  satisfaisant  à  Téquii- 
tion  aux  dérivées  parlioUes 

et  d^'linie  par  ses  valeurs  le  long  du  conlour.  Tout  en  renvoyant 
aux  Mémoires  classicpies  pour  la  démonslration  du  |>rincipo  de 
Dirirlilel,  M.  IV'liMscn  dé\oK)|)pe  la  solution  de  M.  Scli\>arz  pour 
la  n*|>r<''sentati(>n  conforme  du  demi-plan  sur  une  aire  polygonale. 
Il  traite,  enfin,  de  rexistence  d'une  fctnction  relative  à  une  surface 
(le  Kiomann  doniiée. 

Dans  la  seconde  Partie,  M.  Petersen  développe  d'abord  les  pro- 
priéli's  les  plus  importantes  de  la  fonction  V{^z)  et  de  la  fonction 
I^(:;)  (le  Kiernann.  I.îi  formule  île  sommation,  dont  il  a  été  ques- 
tion plus  haut,  fournit   pour  logr(:;)   les  expressions  suivantes. 
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valables  suivant  que  la  partie  réelle  de  z  =^  x  -\-  iy  est  positive  ou 
négative 


logr(z)=f^ )  log<s  —  z-\ — log27r-+-2    / 


y 

arctang  — 


0       e^'^y-i 


logr(z)  =  (z j  log(—  z)  —  logsioTT^  —  z  -\ —  log  - 


Signalons  encore,  relativement  à  la  fonction  K{^)^  l'application 
de  la  même  formule  sommatoire,  puis  l'étude  du  nombre  de  zéros, 
dans  un  cercle  de  rayon  infiniment  grand,  delà  fonction  transcen- 
dan  le  entière 


/(z)  =  i:  «r(|-Hi^(i-^)C(i5); 


Inapplication  à  la  recherche  du  nombre  de  nombres  premiers,  la 
démonstration  d'importants  résultats  obtenus  récemment  par 
MM.  Hadamard,  de  la  Vallée-Poussin  et  Mangoldt. 

La  fin  de  l'Ouvrage  constitue  un  intéressant  résumé,  très  con- 
densé, de  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques.  C'est 
tout  d'abord  l'exposition  des  propriétés  de  ces  fonctions  qui  ré- 
sultent directement  de  la  théorie  générale  des  fonctions,  dans  la 
voie  suivie  par  Liouville,  Briot  et  Bouquet,  puis  l'introduction 
des  fonctions  2r,  leur  décomposition  en  facteurs  primaires,  la 
construction  des  fonctions  elliptiques  au  moyen  de  ces  fonc- 
tions 2r.  Les  relations  entre  les  fonctions  sn,  en,  dn,  les  théo- 
rèmes d'addition  sont,  pour  la  plupart,  obtenus  au  moyen  du 
théorème  de  Liouville.  L'auteur  donne  des  indications  essen- 
tielles sur  le  problème  de  la  transformation.  Enfin,  un  dernier 
Ohapilre,  sur  les  fonctions  modulaires  elliptiques,  initie  le 
lecteurs  aux  recherches  de  M.  Schvvarz  et  de  M.  Klein. 

J.  T. 


^9» 
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CZUBER  (E.).  —  VORLESUNGEN  t'BER  DIPPERENTIAL- UND  IIVTEGIAL 

Zweiter  Band  ;  un  vol.  in-8",  ix-4:28  p.  Leipzig,  Teubner,  189S. 

Nous  avons  parlé  récemment  du  premier  Volume  de  ces  Leçon 
le  second  Volume  se  rapporte  au  Calcul  intégral;  il  esl  con 
dans  le  même  plan  que  le  premier,  et  le  but  de  Fauteur  esl  to 
jours  de  donnera  Fétudlant  les  connaissances  indispensables  sa 
rien  sacrifier  d'cssonliel  dans  la  rigueur  de  Texposition  :  c' 
ainsi  qu'au  début  il  établira,  en  toute  rigueur,  Texistence  de  Vi 
tégrale  pour  les  ibnctions  continues,  tout  en  insistant,  comme 
convient,  sur  la  signilicalion  géométrique  de  l'opération. 

Les  Chapitres  concernant  les  intégrations  élémentaires  ne  oonr^ 
portent  naturellement  pas  grandes  observations,  tant  la  matiè 
est  classique.  Signalons,  toutefois,  le  soin  avec  lequel  sont  cho 
sis  les  exemples  et  le  souci  d'éviter  aux  débutants   des  erreu 
dans  lesquelles  ils  touibenl  facilement  :  par  exemple,  M.  Czub 
emploie  deux   notations  différentes,  arc  tango:  et  Arctangx  pou 

désigner  la   valeur   principale  (comprise  entre  — -  et  +  -]   d 

Tare  dont  la  tangente  est  j:*,  et  les  autres  déterminations. 

Il  semble  que  la  notion  de  courbe  unicursale,  qu'il  a  laissé^ 
de  colé,  puisse  être  aisément  comprise,  même  par  des  lecteur 
peu  familiers  avec  la  (u'omclrie  analvtique,  pourvu  qu'on  su- 
borne à  la  notion,  et  à  des  applications  immédiates. 

Pour  ce  qui  est  des  iulr^rales  délinies,  si<;nalons  la  démon- 
stration Iri's  simple,  fondée  sur  la  formule  d'intégration  pa^ 
parties,    du    st'contl    t/trurc/nt*    f/t'     la    mi^yenncy     qu'exprime 


Ir^alilé 


^  (  ./•  l 'l  (  v  )  i/.r  —  'lia)  I     •j\  .r  \  d,v  -•  -  «y  V  />  )  /     'y  (  r  )  dx 

(  </    ..  ;   -:  h  j 

sous  la  supposition  (pn'  la  rtuiotioii  '\\x)  varie  dans  le  même  sens 
ipiand  ./'  varie  de  d  à  /> :  eelto  démonstration,  à  la  véril*',  suppose 
(jut*  la  fonction  yi  .r  1  a»lnicl  une  dcriNi'c:  mais  cet  inconvénient 
n'en  est  pas  un  daii-i  Tordre  «liilécs  où  s'o>t  placé  rauleur. 
L't'lnde  «Icn  ca-»  où  l.i  fonction  m>us  le  sij;ne  f  devient    infinie  aux 
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limiles,  du  cas  où  les  limites  sont  infinies,  de  la  difiercnlialion  et 
de  l'intégration  d'une  intégrale  ou  d'une  série  sont  faites  avec 
autant  de  soin  que  de  mesure.  Signalons,  par  exemple,  les  appli- 
cations aux  intégrales  /     e~y^  ^^  dx,    f   e"-^'  ^'"^^^  dx.  L'au- 

leur  traite  ensuite  des  intégrales  multiples.  Les  formules  pour  le 
changement  de  variables  sont  déduites  de  considérations  géomé- 
tric|iies.  Les  applications  sont  nombreuses  et  intéressantes;  elles 
se  terminent  par  une  étude  du  potentiel,  dont  les  propriétés  fon- 
damentales sont  établies  avec  clarté  et  rigueur. 

On  ne  peut  s'attendre,  dans  un  livre  tel  que  celui  que  nous 
analysons,  à  trouver  une  théorie  approfondie  des  équations  difle- 
■^eniieltcs.  Donner,  sous  une  forme  géométrique,  une  idée  claire 
^•^*     problème,  et   les    règles  les  plus  usuelles   d'intégration,    tel 
^st.    le  but  que  s'est  évidemment  proposé  l'auteur  et  qu'il  a  at- 
teint. Il  part  de  ce  qu'une  équation  dificrenlielle/(x,  j>',  y')  =  o 
^*^fînil    une   infinité    d'éléments    linéaires,    c'est-à-dire   de   sys- 
tèmes formés  par   un  point  et  une  droite  passant  par  ce  point, 
*^   droite  qui  passe  par  le  point  (Xjy)  ayant  pour  coefficient  an- 
S^^laîre^''  :  intégrer  l'équation,  c'est  ordonner  de  toutes  les  fa- 
Çons    possibles    ces    éléments  linéaires   en    une    suite  toile  que 
^^  points  forment  une  courbe  et  les  droites  correspondantes  les 
^*^gcntes  à  celle  courbe.  L'auteur  traite  les  cas  classiques  d'inlé- 


tion,  donne  la  notion  du  facteur  intégrant,  puis,  à  l'occasion 

^     Inéquation  de  Clairaut,  celle  de  l'intégrale  singulière,  que  les 

^-^^sidérations  géométriques  permettent  d'éclaircir  très  suffisam- 

^^*^l.  Pour  ce  qui  est  des  équations  dillerentielles  d'ordre  supé- 

^'^^•^r,  il  se  borne  aux  cas  d'intégration  immédiate,  sauf  pour  les 

T*^ étions  linéaires  dont  il  développe  les  propriétés  élémentaires, 

^  u'ii  apprend  à  intégrer  dans  le  cas  des  coefficients  constants. 

^^^^Iques  pages  sont  consacrées  au  calcul  des  variations;  appli- 

^*on  est  faite  à  l'équation  des  lignes  géodésiques.  Les  équations 

^    dérivées  partielles  du  premier  ordre,  linéaires  ou  non,  sont 

^^^^ëes  dans  le  même  ordre  d'idées  que  les  équations  difiéren- 

^^•les  ordinaires.  I*our  ce  qui  est  des  équations  aux  dérivées  par- 

^^^Ics  du  second  ordre,  l'auteur  développe  <juelques  exemples  où 

^ït  obtient  une  intégrale  intermédiaire,  et  le  cas  des  écpiations 

**^«aires  à  coefficients  constants. 
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Le  court  résumé  qui  précède  suffira,  je  l'espère,  pour  montrer 
que,  tout  en  s'adressant  aux  élèves  des  écoles  techniques,  comme 
en  témoignent  nettement  le  souci  d'écarter  les  développemenV* 
purement  théoriques  et  le  parti  pris  très  justifié  de  rester  da^* 
le  réel,  les  Leçons  de  M.  Czuber  gardent  un  caractère  élevé. 

J.  T. 


G.  HOLZMULLER.  —  Die  Ingenieur-Mathematik  in  elbhentarbr  Bbbjlx^d- 
LUNG.  II.  Theil  :  Dos  Potential  und  se'ute  Anwenduitg,  Un  vol.  in-8**,  i  "^^i* 
440  p.  Leipzig,  Tcubner,  1898. 

Le  développement,  de  plus  en  plus  considérable,  qu'a  pris  1'^»- 
seignement  de  TÉlectricité  dans  les  écoles  supérieures  techniques 
faisait  souhaiter  que  Ton  rendît  accessible,  à  ceux  qui  n'ont  pas 
fait  d'études  mathématiques  approfondies,  la  connaissance  J^s 
théories  électriques.  M.  Holzmiiller  a  donc  fait  œuvre  utile  ^n 
nous  donnant  une  exposition  élémentaire  du  potentiel  et  de  s^s 
applications  à  la  gravitation,  à  l'électricité,  au  magnétisme,  à  1^ 
chaleur  et  à  riiydrodjnamique. 

«  Ce  livre  s'adresse  aux  ingénieurs  praticiens,  aux  étudiam  *5 
des  Universiiés  et  des  Instituts  techniques,  aux  professeurs  cie 
Physique  et  de  Maliiématiques  des  écoles  supérieures  auxquels  1» 
importe  de  connaître  les  ressources  que  donnent,  pour  l'enseiga  ^' 
ment,  les  procédés  élémentaires.  Il  est  destiné  à  compléter,  po«-:»r 
la  partie  mathématique,  les  manuels  de  Physique  usuels.  » 


Deux  modes  d'exposition   se  présentent  pour  atteindre  le  b 
que  s'est  proposé  M.  Holzmiiller. 

Le  premier  consistera  à  exposer,  dans  une  courte  introduclio] 
les  quelques  notions  mathématiques,  dérivée,  intégrale,  infii»^  ^' 
ment  petits,  qui  seront  employées  plus  tard.  11  faudra  sans  dou  •-^ 
se  garder  d'en  faire  une  exposition  abstraite,  mais,  au  contrair^^» 
employer  toutes  les  ressources  de  l'intuition,  s'aider  des  nolior:»  ^ 
déjà  familières  de  tangente  et  d'aire  pour  élucider  les  notion»^ 
nouvelles.  On  obtiendra  ainsi,  en  même  temps  qu'un  terrain  sC^^ 
lide  pour  édifier  la  future  théorie,  des  procédés  analytiques  puis 
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Is,  qui  en  faciliteront  rcxposition,  en  supprimant  lout  calcul 
n^B  arasite.  Le  lecteur  acquerra  la  connaissance  de  notions  impor- 
ta MTA  tes  qui  peuvent  lui  servir  ailleurs.  L'ensemble  du  livre  gagnera 
simplicité,  en  précision  et  en  rigueur. 

^f.  HolzmuUer  a  jugé  préférable  de  suivre  une  marche  tout  à 
élémentaire,  et  il  convient  de  le  suivre  sur  le  terrain  qu'il  a 
olm  <:9isi.  Son  exposition  «  exclut  complètement  le  Calcul  infinité- 
î>iw"M"ial  et  n'exige  de  la  Géométrie  analytique  que  les  notions  qui 
l  enseignées  dans  les  lycées  » . 

ous  ceux  qui  ont  enseigné  la  théorie  du  potentiel  savent  com- 
l^i^^n  la  tache  ainsi  entreprise  était  lourde;  par  l'emploi  fré- 
c|vi^nl  d*illustrations  géométriques  et  mécaniques  judicieuses, 
^ï  -  Holzmiiller  a  su  vaincre  la  plupart  des  difficultés  sérieuses. 
■-*  ^'xclusion  du  Calcul  infinitésimal  paraît  cependant  avoir  eu  ce 
stillal  fâcheux  d'alourdir  ou  de  rendre  incomplètes  certaines 
'ïionstrations.  Il  est  sans  doute  facile  d'efi^ectuer  une  somma- 
*'on  déterminée  par  un  artifice  de  calcul,  mais  il  faut  à  chaque 
'^^•^velle  sommation  employer  un  artifice  nouveau;  aussi,  après 

—  >  M.  Holzmiiller  n'a 
P«»s      tenté     le    calcul    des    intégrales   i  x^  dx^  j  x*  dx,    1  —  > 

^/   ^OsjT  dx  qui  se  présentaient  incidemment. 

^>^ueIquefois  aussi  l'exposition  élémentaire  ne  permet  pas  d'ob- 
^^^^^r  quel«|ue  propriété  importante  qui  reste  ainsi  dans  Tombre. 
SI  ainsi  que  seule  la  troisième  des  lois  de  lvé|)ler  sur  le  mouve- 
t  des  planètes  est  mise  en  évidence;  la  distribution  superfi- 
^*le  de  l'électricité  dans  un  condensateur  en  équilibre  n'est  pas 
**^^iquée. 

^lalgré  ces  objections,  le  livre  de  M.  Holzmiiller  peut  rendre 

services  sérieux  aux  étudiants  auxquels  il  est  destiné.  Il  est 

*  ^•^iculièrement  intéressant  d'y  trouver  réunies  et  envisagées  à 

^    vnéme  point  de  vue  les  théories  de  la  gravitation,  de  Télectri- 

*^^,  du  magnétisme^  de  la  chaleur  et  de  l'hydrodynamique;  le 

^ï^prochemcnt  de  ces  diverses  théories  les  éclaircit  mutuellement 

V"     KnoDtre  toute  l'importance  de  la  notion  du  potentiel  dans  la 

■^jrsique  moderne. 


<ios 
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Voici  une  indication  très  succincte  des  sujets  traités. 

I/Ouvragc  commence  par  l'exposé  delà  loi  de  Tattraction  u 
vcrsellc,  qui  conduit  immédiatement  à  la  notion  de  poteati 
ensuite,  sont  établis  les  théorèmes  sur  rattractîon  d^une  surf; 
et  d\ine  couche  sphériqucs  homogènes  d'une  sphère.  Les  rés» 
tats  obtenus  sont  appliqués  à  la  résolution  de  quelques  problènc^  es 
de  Physique  lerrcslre  ou  céleste  :  masses  et  densités  de  la  Te  ^ —  re 
et  des  planètes  y  marées ,  refroidissement  du  Soleil,  etc. 

L'auteur  passe  ensuite  à  Tétude  des  champs  de  force  cr^J^  rs 
par  l'attraction  gravifique,  électrique  ou  magnétique;  il  expose  .^u 
Chapitre  IV  les  notions  de  ligne  de  force,  de  tube  de  force,  ^tde 
surface  de  niveau  et  fait  comme  application  la  théorie  de  i*  m  ■)- 
fluence  électrique,  des  condensateurs,  de  l'électromètrc  ^Je 
Thomson. 

Le  (chapitre  V  contient  l'étude  des  champs  de  force  créés  ^jr»  ^r 
plusieurs  points  chargés  d'électricité  de  même  nature  ou  de  v~»  s- 
turcs  (lid'érrnlcs  ;  de  nombreuses  figures  donnent  la  disposit  m  «i^n 
(les  lignes  de  force  et  des  surfaces  de  niveau. 

Au  (^ha|)ilre  VI,  nous  abordons  Timportante  notion  du  flus.  ^** 
force  avec  les  théorèmes  de  Laplace,  Gauss  et  Poisson,  et  le  »  ■  *"* 
conséquences. 

Les  (jhapilres  Vil,  VIH,  L\  et  X  conliennent  une  exposili^m»  "^ 
où   l'on  nu  pu  évilcr  quelques  rcililos,  des  théories  des  ima   ^  ^  ^^ 
électriques,  du  potentiel  logaritliiuiipie,  etc.;  à  signaler  de  nc.-^^    ^ 
bnMises  «''tuiles  de  cluuups  éleetri(|ues  ])artieuliers. 

Puis,  le  (liiapilre  \l  traite  des  eourants  éle(;lri(pies  et  des  I 
de  Ohm,  de  Kirehhoir  (*t  de  Joule;  le  (chapitre  \11  contient 
prineipes  de  la  théorie  du  magnétisme. 

I.C'^  aeliiHiN  éleelroniagnétiques  et  éleclrodvnami(jues  des  ci 
ranl^  «''leelriqu»'s  >o\\[  exposées  au  Chapitre  XllI,  où  il  fautsigi 
1er  partieulièrenierit  une  r(*présentation  mécanicpie  du  eliui 
êleetii>niai;néti»pie  i  p.  i^t).')  et  suiv.^  (|ui  éclaire  vivement  la  ihéo 
des  eour.iiits  d'indiietitui,  des  ondes  électromagnétiques  et 
oscillai  ioiiN  luM't/.ieiuieN. 

I  .a  tlii   ihi   \  oluine  eoiitient    un  Chapitre  consacré   à  certain 
lhé«»ii<'s    d'li\dn>»l\  naini<pu'  (^  tourbillons,   mouvements   des  eai        ""^^ 
d'iiilillralion    qui  présentent  des  analojiies  remarquables  a\ec  1^^- 


les 
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tories  précédentes;  puis  viennent  deux  suppléments  consacrés, 
premier  à  Fattraction  des  ellipsoïdes,  le  deuxième  aux  unités  et 
leurs  dimensions.  F.  Marotte. 


MÏTH  (W.-B.).  —  Infinitésimal  Analysis.  Vol.  T.  Elementarf  :  real  va- 
riables. Un  vol.  in-8*,  xv-35'2  p.  Londres  et  New-York,  Macmillan  and  Co, 
1898. 

Dans  cet  Ouvrage,  Tauteur  n'a  nullement  cherché  à  faire  une 
xposilion  complète  et  rigoureuse  du  Calcul  infinitésimal.  Son 
ut  a  été  tout  dilTérent.  Il  a  voulu,  en  laissant  de  côté,  dans  une 
•remière  étude,  les  démonstrations  trop  ardues  et  l'appareil  né- 
essairement  compliqué  d'une  rigueur  parfaite,  inspirera  ses  lec- 
eurs  le  goût  de  TAnalyse  infinitésimale  et  leur  donner  aussi  com- 
Jèlement  que  possible  une  idée  claire  de  l'objet  de  cette  science 
ide  la  puissance  de  ses  méthodes.  Aucun  sujet  n'est  donc  traité 

fond  ;j  mais  l'auteur  ne  s'est  refusé  aucune  digression  propre  à 
Dléresser  le  lecteur  et  à  lui  inspirer  le  désir  d'une  étude  plus 
omplète.  De  nombreux  exercices,  pris  surtout  dans  les  Recueils 
nglais,  sont  indiqués  sur  les  différents  sujets;  quelques-uns 
K)urront  paraître  difficiles,  l'essentiel  est  qu'ils  intéressent  les 
lébutants. 

11  nous  serait  difficile  de  donner  une  analyse  d'un  Traité  dont 
*  devise  est  de  donner  des  clartés  sur  tout  sans  épuiser  aucune 
^éorie.  Nous  dirons  toutefois  que  ce  premier  Volume  traite  uni- 
^cinent  des  variables  réelles  et  laisse  de  côté  toute  théorie  géné- 
'^  des  séries. 


>0<fc 


^^KE-ROE  (E.).  —  Die  Entwickelitng  der  Svlvester'sciien  Détermi- 
nante NACH  NoRMAL-FoRMEN.  In-8",  52  p.  Lcipzig,  Teubner,  1898. 

^n  sait  que  Sylvestcr  a  donné  la  résultante  de  deux  équations 
Çéhriqucs,  d'ordres  m  et  n  respectivement,  sons  la  forme  d'un 
'•^^rniinant  à   m  -{-  n   lignes    qui  est  aujounriiui  bien  connu  du 
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moindre  de  nos  étudiants.  Ce  déterminant  se  forme  de  la  ma- 
nière la  plus  simple  ;  il  est  très  facile  de  l'écrire,  mais  il  est  très  dif- 
ficile de  le  développer  dès  que  les  nombres  m  et /i  ne  sontpastoos 
les  deux  égaux  à  2.  Cela  tient  à  ce  que  son  développement  conduit 
à  un  grand  nombre  de  termes  qui  se  réduisent  et  disparaissent  dans 
le  résultat  final.  Pour  obtenir  ce  développement  sous  la  forme  la 
plus  simple,  Tauteur  a  dû  faire  appel  aux  propriétés  essentielles 
et  évidentes  de  la  résultante  de  deux  équations.    Sa  mélliode, 
essentiellement  différente  de  celle  que  Cayley  a  donnée  en  iSS^ 
dans  le  Vol.  CXLVII  des  Transactions  philosophiques^  repose 
sur  l'emploi  de  formes  particulières  auxquelles  il  donne  le  nom  de    j 
formes  normales  et  de  formes  réductibles,  La  forme  normak, 
par  exemple,  est  formée  par  Tensemble  des  termes  de  la  résullanie 
qui  contiennent  en  facteurs  les  coefficients  extrêmes  des  deux 
formes  données. 

Comme  application  de  la  puissante  méthode  qu'il  donne  da^** 
son  Ouvrage,  il  fait  connaître  le  développement  complet  delà  ï^ 
sultante  lorsque,  une  des  équations  étant  du  second  degré,  l'aiil^ 
est  d'un  degré  quelconque  et  aussi   lorsque   les  deux  équalio»^ 
sont  respectivement  du  quatrième  et  du  cinquième  degré. 

Dans  sa  Préface,  M.  Drake  Roe  rappelle  avec  enipressem^^ 
qu'il  a  suivi  renseignement  de  M.  Gordan,  qu'il  a  entendu  à  &•" 
langen  un  cours  du  savant  professeur  sur  le  déterminant  de  S;;^ 
vesler,  que  c'est  sur  son  invitation  même  qu'il  a  entrepris  la  ^'^ 
cherche  dont  nous  venons  d'indiquer  le  but  et  les  résultats. 


LAGUEKRE.  —  Œuvres  de  Laulerre,  publiées  sous  les  auspices  de  IX 
demie  des  Sciences,  par  MM.  Ch.  Hermitc,  H.  Poincaré  et  E,  Roue* 
Membres  de  l'Inslilul.  Tome  I  :  Jl^èhre.  Calcul  i/itégral.  i  vol.  Gr.  in-   ^ 
wi-Syi  p.  Paris,  Gaulhier-Villars  et  fils,  i8y8. 

L'édilion  dos  Œuvres  de  Laguerre  sera  complète  en  deux  V^ 
lûmes;  le  second  est  réservé  aux  Mémoires  de  Géométrie;  no  "^ 
n'avons  à  nous  occuper  que  du  premier,  qui  contient  toutes  I  ^ 
autres  publications  de  Laguerre.  Il  renferme  en  oulre  l'intéressan  ^ 
et  substantielle  iNolico  do  M.  Poincaré  sur  Laguerre,  qui  lui  se 
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réface;  une  Note  importante  de  M.  Hermite  sur  une  question 
gèbre  et,  au  bas  des  pages,  quelques  notes  de  M.  Rouché  qui 
nissent  d^ililes  renseignements  sur  Texécution  de  cette  édition. 
;s  Mémoires  de  Laguerre  sont  classés  sous  deux  rubriques 
notes  :  Algèbre,  Calcul  intégral;  et,  dans  celte  classifica- 
,  on  est  tout  d'abord  étonné  de  voir  les  recherches  de  Laguerre 
les  transcendantes  entières,  et  d'autres  encore,  figurer  parmi 
lémoires  d'Algèbre.  Cet  étonnemcnt  disparaît  lorsque,  au  lieu 
ire  seulement  la  Table  des  matières,  on  étudie  le  texte  même; 
r'oit  alors  que  l'un  des  traits  caractéristiques  de  Laguerre  est 
ance  avec  laquelle  il  résout  bien  des  questions  d'Analjse  par 
nélhodes  de  l'Algèbre  la  plus  élémentaire,  et  l'on  s'aperçoit  à 
le  de  la  transition  entre  l'Algèbre  des  polynômes  et  V Algèbre 
fonctions  transcendantes,  si  l'on  peut  ainsi  s'exprimer, 
aguerre  a  touché  à  des  sujets  très  variés;  dans  des  Notes  sou- 
t  1res  courtes,  il  leur  apporte  une  contribution  intéressante; 
t  ainsi  que  le  Volume  dont  nous  rendons  compte  renferme  plus 
soixante  Notes  ou  Mémoires.  Pour  les  analyser  en  détail,  il 
it  nécessaire  de  dépasser  beaucoup  les  limites  habituelles  que 
iposent  les  rédacteurs  du  Bulletin.  Aussi  nous  bornerons- 
5  aux  sujets  sur  lesquels  Laguerre  est  revenu  à  de  nombreuses 
'ises,  laissant  de  côté,  quelque  intéressants  qu'ils  soient,  les 
loircs  isolés  (  *). 

ous  serons  ainsi  amenés  à  parler  successivement  de  trois  ordres 
renls  de  recherches,   d'ailleurs    souvent  connexes  et    ayant 
aux  équations  algébriques,   aux  transcendantes  entières  et 
fractions  continues. 

La  détermination  exacte  du  nombre  des  racines  réelles  d'une 
ïlion  algébrique  et  la  séparation  de  ces  racines  ont  longtemps 


Nous  nicnlionncrons  cependant  le  Mémoire  Sur  te  calcul  des  systèmes 
ires,  à  cause  de  son  iniportance  exceptionnelle.  Pour  donner  une  idée  de  la 
l<i  du  génie  de  l^aguerre,  cilons,  parmi  les  sujets  traités  dans  ces  Mémoires 

•  '-  les  covariants  des  formes  binaires,  la  partition  des  nombres,  la  mullipli- 
^  et  la  transformation  des  fonctions  elliptiques,  le  potentiel  des  ellipsoïdes; 
l<î  de  certaines  é<|uations  différentielles  du  premier,  du  second  et  du  troisième 

la  méthode  de  Monge  pour  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 

*  ^u  second  ordre,  les  coupures  des  fonctions  analytiques,  etc. 


•  » 
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été  au  nombre  des  plus  importantes  préoccupations  des  géomèlr 
La  beauté  de  la  solution  de  Sturm,  perfectionnée  par  M.  Henni 
et  aussi  la  multitude  d'autres  sujets  nouveaux  qui  sollicitai 
Fatlcntion  ont,  des  le  milieu  de  ce  siècle,  diminué  beaucoup  V'i 
portance  relative  de  ces  questions.  La  complication  rapidem 
inextricable  <|u'allei^nent  les  calculs  dans  les  applications  n'é 
d'ailleurs  pas  faite  {)our  on  encourager  l'élude. 

La<;uerre  pensa  ce])eiidant  qu'entre  les  méthodes  imparfait 
mais  simples,  dont  la  rè<^le  de  Descartes  fut  Je  premier  exemp 
et  les  mélliodcs  parfaites,  mais  pratiquement  compliquées,  de 
Sturm  a  donné  le  (y|)e,  il  y  avait  place  pour  d'autres  métliod 
moins  imparfaites  que  les  premières  et  plus  aisément  utilisab 
que  les  secondes. 

Ces  nouvelles  méthodes  devaient  permettre,  au  prix  de  cale 
assez  simples,  de  résoudre,   dans  ta  plupart  des  cas,  le  pr 
blême  pratique  de  la  séparation  des  racines.  Un  problème  énon 
sous  une  forme  aussi  vague  n'aurait  probablement  pas  conduit - 
beaucou|>  de  résultats  un  esprit  moins  net  et  moins  précis  qu 
celui  de  Laguorrc.  Eu  fait,  non  seulement  il  a  donné,  pour  ai 
dire,  tous  les  intermédiaires  enlre  la  règle  de  Descartes  et  cel 
de  Sturm,   c'est-à-dire  une  série  de  méthodes  dont  les   chanc 
de  succès  augmentent  à  mesure  que  les  calculs  exigés  par  elles 
compliquent,  mais  encore,  chemin  faisant,  il  a   trouvé    un  gran 
nombre  de  propositions  im|)ortantcs  et  nouvelles  dont  plusieu 
ont   trait   aux    é([nalions    transcendantes. 

Dès  lors,  une  c([nation  numéri(|ue  étant  donnée,  la  séparatio 
de  SCS  racines  est,  en  j^cncral,  obtenue  par  un  calcul  très  simple 
Sans  donlc,  ^i  les  coefficients  sont  indèterniincs,  on  doit  craindre 
(i  priorly  des  calculs  aussi  longs  que  ceux  de  Sturm;  mais  c'es 
là   une  diflicullé  lhcori(|ue  sans  doute   inévitable;    elle    impor 
d'ailleurs  assez  peu,  si,  en  fait,  on  est  pres(|ue  toujours  dispensé^ 
de  ces  calculs. 

A  la  .séparation  des  racines  d'une  c([uation  numcri(]ue  se  rattache 
la  question  de  leur  approximation.  Là  encore  le  sujet  pouvait 
paraître  c|>uis<''.  Lagucrre  h?  renouvelle  en  montrant  que  si  réciua- 
lion  a  toutes  ses  racintîs  réelh's,  ce  <|ue  l'on  sait  ^ouvent  a  priori, 
on  |)cut  obtenir  une  approximation  plus  graude  par  des  procéd«*s 
plus  simple^.  Il  obtient   ainsi,  outre  la  règle  qui  |)orte  son  nom. 


s. 
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d'intéressants  résultats  sur  rapproximation  des  fonctions  circu- 
laires. 

L'étude  des  travaux  de  Laguerre  sur  la  théorie  des  équations 
met  déjà  en  évidence  une  qualité  qu^il  possédait  au  plus  haut  de- 
gré et  que  Ton  retrouve  dans  le  reste  de  son  œuvre  :  je  veux 
parler  de  sa  faculté  de  généralisalion,  à  la  fois  prudente  et  hardie. 

Généraliser  une  proposition  est  souvent' très  facile,  si  l'on  entend 
par  là  donner  un  énoncé  assujetti  à  la  seule  condition  de  contenir 
le  premier  comme  cas  particulier.  Mais  la  généralisation  ainsi 
comprise  sera  rarement  intéressante,  rarement  féconde. 

Presque  toujours  généraliser  une  propriété  d'une  certaine 
classe  d'êtres  algébriques  (ou  géométriques,  etc.),  c'est  étendre 
cette  propriété  à  une  classe  plus  large.  Cette  extension  ne  sera 
le  plus  souvent  possible  que  si  l'on  modifie  la  forme  de  la  pro- 
position, si  on  la  réduit  à  ce  qu'elle  a  (X* essentiel,  et  voilà  un 
premier  point  où  la  sagacité  de  l'analyste  devra  s'exercer.  Mais 
ce  n'est  pas  tout;  il  est  clair  que,  plus  on  élargit  la  classe  d'êtres 
auxquels  on  veut  étendre  la  proposition,  plus  celte  proposition 
devra  elle-même  être  restreinte  dans  son  énoncé.  H  y  a  donc  à 
garder  une  mesure  et  c'est  là  que  la  lecture  de  Laguerre  peut 
nous  fournir  des  mod«''les  incomparables. 

On  voit  comment  il  s'atlache  à  dégager  les  raisons  essentiel/es 
d*une  proposition,  ainsi  que  ce  qu'il  y  a  de  vraiment  important 
dans  son  énoncé,  de  manière  à  l'étendre  autant  que  possible  en 
surface,  tout  en  la  réduisant  le  moins  possible  en  profondeur.  On 
en  trouverait  de  nombreux  exemples  dans  les  recherches  dont 
nous  venons  de  parler;  mais  c'est  surtout  dans  l'élude  de  ses 
Mémoires  sur  les  fonctions  entières  que  nous  saisirons  sur  le  vif 
sa  méthode. 

11.  La  mémorable  découverte  des  facteurs  primaires  avait  établi 
une  analogie  de  plus  entre  les  transcendantes  entières  et  les  po- 
lynômes; mais,  en  même  temps,  elle  avait  mis  en  évidence  le  carac- 
tère propre  de  ces  transcendantes  et  faisait  pressentir  la  vraie  na- 
ture des  difficultés  de  leur  étude.  Aussi,  malgré  sa  beauté,  la 
découverte  de  Weierstrass  resta  d'abord  presque  dépourvue  d'ap- 
P'icatîons  :  on  se  contenta  de  l'admirer. 

"  t3iaii  réservé  à  Laguerre  de  faire  voir  comment  on  en  pouvait 
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déduire  une  classideation  naturelle  des  fonctions  entières  el com- 
bien cette  classification  |)Ouvait  faciliter  Tétude  de  ces  fonctions: 
il  introduisit  la   notion    de  genre,    dont  Timportance  sWroU 
chaque  jour,  et  étendit  plusieurs  propriétés  des  polynômes  à  des 
classes  déterminées  de   fonctions  entières   (fonctions  de  genre 
zéro,  de  genre  un,  de  genre  fini). 

Par  exemple,   si  un  polynôme  a  toutes  ses  racines  réelles,  u 
résulte  immédiatement  du  théorème  de  Rolle  : 

i*^  Que  le  polynôme  dérivé  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles; 
2**  Que,  dans  Tintcrvalle  formé  par  deux  racines  consécutives  d» 
polynôme  proposé,  il  y  a  une  seule  racine  du  polynôme  dérivé- 
Ces  conséquences  ne  s^étendent  évidemment  pas  à  toutes  les 
équations  transcendantes;  Laguerre  fait  voir  qu'elles  subsistent, 
avec  de  très  légères  modifications,  pour  les  fonctions  de  genc^ 
fini('). 

Un  autre  exemple  est  fourni  par  le  théorème  des  lacunes,  coï»" 
séquence  immédiate  du  théorème  de  Descartes  pour  les  pol^'' 
nomes  :  Laguerre  Tétend  aux  fonctions  entières  de  genre  lé**"^ 
ou  un. 

Il  est  inutile  de  multiplier  les  exemples;  on  voit  combien l^* 
résultats  obtenus  par  Laguerre  ont  un  caractère  précis  el,  si  l'o'* 
peut  ainsi  dire,  algébrique;   aussi   ses  travaux  sur  les  fondions 
entières  forment-ils  une  base   extrêmement  solide  pour  des  r^" 
cherches  ultérieures;  souvent,  d^ailleurs,  la  forme  qu'il  donne    a 
des  théorèmes  fort  parliculiers  fait  soupçonner  l'existence  de  pro- 
positions  plus  générales.   Aussi,   malgré  les  progrès  faits  depm^ 
par  celle  théorie,  notamment  sous  riniluence  de  MM.  Poincare 
et   Hadamard,   la  lecture  des  quel(|ues  pages  qu'y   a  consacrée» 
Laguerre  reste  éminemment  suggestive,   et  indispensable  à  qui- 
conque en  veut  faire  une  étude  personnelle. 

III.  La  ihèorie  des  fractions  continues  algébriques  est  Tune  de* 
plus  diflicilos  de  l'AnaUse;  elle  est  encore  dans  la  période  ^^ 
l'étude    détaillée    de    cas   particuliers  peut    seule    indiquer    d^^^ 


(')  Il   poui  y  avoir  des  racines  irrcgulières  dans  la  dérivée,  en  nombr*^ 
plus  égal  au  genre  de  la  fonclion. 
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quelle  direction  on  trouvera  peut-être  des  résultats  intcressanls  et 


crérK^^raux. 


Un    tel    sujet  de  recherches  était  très  approprié   au  génie  de 
Lagwerre;   d'ailleurs,   par  plusieurs   côtés,   il  touchait  à  ses  tra- 
vaux sur  les  équations  algébriques  :   par  exemple,  c'est  surtout 
pour  démontrer  qu'ils  ont  au  plus  une  racine  réelle  que  Laguerre 
a  étudié  les  polynômes  numérateurs  et  dénominateurs  des  ré- 
duites d'ordre  quelconque  (m,  n)  de  la  fonction  e^.  Mais  nous  ne 
pouvons  tout  citer  :   indiquons  seulement  un  résultat  qui  ])araît 
devoir  être  parmi  les  plus  féconds. 
L'élude  de  l'intégrale 

J  ^ 

conduit  Laguerre  à  une  série  divergente^  à  laquelle  correspond 
un  développement  en  fraction  continue  convergent.  On  sait  à 
quels  beaux  résultats  a  été  conduit  Stieltjes  par  cette  remarque  (*). 

IV.  En   terminant,    disons    quelques    mots  de  celui   des  Mé- 

moî  ncs  isolés  de  Laguerre  qui  est  le   plus  important,  autant  par 

son    étendue  que  par  l'originalité  et  la  beauté  de  sa  matière  :  nous 

voulons  parler  de  la  Lettre  à  M.  Hermite  Sur  le  calcul  des  sys- 

iènic^s  linéaires. 

Lé* idée  fondamentale  de  Laguerre  consiste  dans  le  fait  de  con- 
sidérer un  système  linéaire,  c'est-à-dire  le  tableau  des  coefficients 
QC  n  équations  linéaires  à  n  inconnues,  comme  une  véritable 
quantité f  soumise  à  toutes  les  opérations  algébriques  (^).  La 
pnncipale  difficulté  du  calcul  de  ces  nouvelles  quantités  provient 
"^  ce  que  leur  multiplication  n'est  généralement  pas  commuta- 
^*ve;  ce  calcul  permet  néanmoins  d'obtenir  très  simplement  d'im- 
poriants  résultats;  nous  ne  pouvons  énumércr  ici  ceux  que  donne 


'  )  Mémoire  sur  les  fractions  continues  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
^ 'oalousc,  189^.  Voir  aussi  un  intéressant  Mémoire  de  iM.  Padé  {Actamathe- 
'^^'ca,  t.  XVIIÎ  ). 

)  Celte  généralisation  de  la  notion  de  quantité  comprend  comme  cas  parli- 
'^•^  toutes  celles  qui  avaient  été  données  auparavant  :  itiiaginaircs  de  Galois, 
*  ^'c  Caucliy,  nombres  complexes  de  Weierslrass,  etc. 

"•'•  des  Sciences  mathém.,  5'  série,  t.  WII.  (  Déremhrc  if^fjf^.)  m 
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La^uerre,  encore  moins  ceux  qui  onl.  été  oblenus  après  lui    |>ar 
divers  géomètres,  notamment  par  S}  Ivcsler. 

Indicpions  cependant  que,  pour  n  =  2,  le  calcul  des  syslèim^  es 
linéaires  est  identique  à  celui  des  quaternions;  si  Ton  rempl£M  ce 
les  deux  variables  liomo<^énes  par  une  seule,  on  trouve  la  relatif.»  d. 
anjourdMiui  bien  connue,  entre  les  rotations  dans  Tespace  ct^  la 
composition  des  substitutions  honiographiques  de  la  forme 

■M    —   ; — -v  • 

On  sait  (|uelle  importance  ont  acquise  ces  remarques  di»  «i^ 
TAnalvse  moderne  (*);  mais  le  rôle  joué  par  I^ap^uerrc  dans  co  *  t<* 
théorie  est  souvent  ignoré. 

Les  paj;es  (|ui  précèdent  ne  donnent  qu*une  idée  très  impi*'"- 
faite  et  très  inconq)lète  tiu  Livre  dont  elles  devraient  être  le  coin  |^***^ 
rendu:  elles  ne  seront  cependant  pas  inutiles,  si  elles  inspircii  •-  ^ 
(]uel(|ues-uns  le  ilésir  de  lire  Laguerre.   Peu  de  lectures  sont   î*      ^^ 
fois  aussi  atlravantes  et  aussi  profitables;  on  y  trouve  de  toi*  ** 
des  remarques  ingénieuses  et  îles  démonstrations  élégantes  J  c:^  "^ 
un  professeur  peut  orner  son  Cours,  des  méthodes  de  reclier«^ 
(pii  parai 'ise ni  pouvoir  être  utilement  imitées,  des  aperçus  p>  m~^^' 
liMuls  on  ihaeun   Irouve  à  réiléehir  et  d'où  se  dégageront  p«^    ^* 
éln*  eneiMv  d'iin|uïrUiiUes  iléoouxerles. 

Il  ne   nous  re>le  qu'à  exprimer  le  xivu  île  voir   le  second  ^^ 
Inme.  qui  iIvmI  renlernier  les  Mém*»ires  de  (iéométrie,   suivre 
pris  le  pn'inier:  o\\  v>\  eerl.uii  d'axanee  que  lordonnance  et  TcT" 
rulivMi    m. lU  ri  l'Ile  en   >en»nl    an^^i   pait*aite>:  peut-être  même 
1  tiile^  d'im|^re^-*i.Mi  p*Mirronl-el!e^  êhe  moins  nond>reuses.    L" 
cellent  idileur  de  l.amierre  irouxera  peut-être  <pie  celle  demi 
remarqu»    e>t   ir.'p  stxi'ie:  niai>  n  i-l-ee  pas  lui  qui.  parla  p 
t«eli.Mi  tx  po^r.r^lii.pii'    hal-ilueile  do   ses  pullioation^,   a    le  p 
^  «MitrdMii'  à  lUMiN  11  iJ.lii'  evi^eanlN  k  \\  cc\W  matière? 

KxiILK    Bon  EL. 


i  .  \.  •'...'..■-.'     \\    Kîtin  >ur  rico<aôiJrc. 

XJ     v.      •  »■     .  -  *    X     ^"    -  ^ 
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KLEIN  (F.)  und  SOMMERFIELD  (A.)-  —  Ueber  die  Théorie  des  Krelsels. 
flefl  II  :  Durchfûhrung  der  Théorie  im  Falle  des  Scluvecren  symmetrischcft 
Krelsels,  i  vol.  in-8*;  197-512  p.  Leipzig.  Teubner,  1898. 

ISous  avons  essajé,   à  propos  du    premier  fascicule  de  celte 
Théorie  de  la  toupie^  de  caractériser  le  but  des  auteurs  :  faire 
Téttide  complète  d*un  problème  particulier,  et  grouper  autour  de 
celte  étude,   sans  craindre  de  remonter  aux  principes,   les  con- 
naissances de  Géométrie,  de  Mécanique  et  d'Anal jse  qu'elle  im- 
plique. Ainsi  le  premier  fascicule  contenait  la  théorie  cinématique 
du  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  en  parti- 
culier tout  ce  qui  concerne  l'introduction  des  quatre  variables 
complexes  a,  P,  y,  5,  dépendant  de  quatre  variables  réelles  A,  B, 
C,  D  et  liées  par  la  relation  ao  —  Py  =  *  qii*  permettent  de  repré- 
senter, de  la  façon  la  plus  simple,  une  rotation  autour  d'un  point, 
et,  à  ce  propos,  une  théorie  élémentaire  des  quaternions,  puis  un 
exposé  lumineux  de  la  mise  en  équation  des  problèmes  de  la  Mé- 
canique, l'application  au  problème  de  la  toupie  (mouvement  d'un 
corps  solide  de  révolution  pesant  autour  d'un  point  fixe  situé  sur 
Vaxe),  et  l'étude  approfondie  du  cas  de  la  précession  régulière.  Le 
second  fascicule,  outre  l'élude  détaillée  du  problème  de  la  toupie, 
des  divers  cas  possibles  du  mouvement,  mis  en  pleine  lumiiTe  par 
U^e  double  discussion  géométrique  et  analytique,  avec  des  figures 
e^des  formules  qui  permettent  de  se  représenter  le  mouvement  et 
d'en  déterminer  numériquement  les  éléments,  contient  une  belle 
et  philosophique  étude  de  la  question  de  la  stabilité  du  mouve- 
/nent  et  une  instructive  introduction  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.   Comme  dans   le  premier  fascicule,    le   lecteur  ren- 
contrera çà  et  là,  parfois  sans  s'y  attendre,  des  vues  ingénieuses 
ou  profondes. 

Le  fascicule  s'ouvre  par  une  étude  géométrique  ou  plutôt  intui- 
tive du  mouvement  de  la  toupie,  faite  sans  s'attacher  à  la  rigueur, 
fondée  sur  le  sentiment  de  la  continuité,  et  destinée  à  orienter  le 
lecteur  dans  la  distinction  des  divers  cas  possibles.  On  établit  en- 
suite les  formules  classiques  qui  donnent,  sous  forme  d'intégrales 
elliptiques,  en  prenant  pour  variable  u  =  cos  0,  d'une  part  le  temps, 
d'autre  part  les  deux  autres  angles  d'Euler  cp  et  à.  Ces  formules, 
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oblonncs  en  p<irlant  des  propriétés  géométriques  du  veclenrdW 
pulsion  (axe  du  couple  des  quantités  de  mouvement)  qu^eipriment 
les  inléf^rales  premières  du  problème,  permettent  d^établir  le  ca- 
ractère périodique  du  mouvement  et  conduisent  à  des  expressions 
simples  et  symétri(|ucs  des  quantités  loga,  log^,  ^^ST^  logo  qui 
seront,  à  la  (in  du  \^>iumc,  transformées  en  formules  dëGnitives, 
d'une  parfaite  élèj^ance.  Les  expressions  de  /,  ç,  ^  en  fonction 
de  u  permettent  d'établir  la  possibilité  d'un  même  mouvement 
pour  des  toupies  différentes,  et,  en  particulier,  le  droit  que  Ton  a 
de  se  borner,  sans  diminuer  la  généralité,  à  l'étude  d'un  corps 
dont  les  trois  moments  d'inertie  sont  égaux,  ou,  si  l'on  veut,  d'une 
toupie  sphcri(/nt\  C'est  là  un  des  nombreux  résultats  obtenus  par 
M.  Darboux  dans  la  tliéorie  qu'on  lui  doit  des  mouvements  à  1^ 
Poinsot;  ^IM.  Klein  et  Sommerfeldt  établissent  en  outre  quclqu^^ 
propriétés  essentielles  de  la  polhodie  et  de  l'herpolhodic.  I-csdi»^ 
férents  cas  possibles  du  mouvement  de  la  toupie  sphérîquc  so^ 
ensuite  distingués  analvtiquement.  Le  polynôme  (en  //)du  troisiè 
degré  U  dont  la  racine  carrée  figure  dans  les  intégrales  elliptiqu 
contient,  en  fait  de  conslanles,  le  moment  d'inertie  A,  la  distance 
du  centre  de  gravité  au  point  fixe,  les  composantes  N  et  /i 
vecteur  (riinpulsion  suivant  Taxe  du  corps  et  la  verticale,  enfin  ^ 
constantt»  des  forces  vives,  que  l'on  élimine  en  mettant  en  éviden 
une  racine  r  de  ce  polynôme,  comprise  entre  —  i  et  -h  i ,  et  tp 
Ton  su|)pose  v\vi\  la  valeur  {\c  tt  à   l'orij^ine  des  temps.  Le  pol^ 
nome  l    a<lmel  nue  srer)n(le  racine  rrelJe  e'  comprise   aus»ii  entn 
—  I  t'i  -f-  i;  la  h'oisième  racine  r"  e>t  en  deliors  de  cet  intervali* 
La  (listîiiclion  des  cas  se  fait  en  rr<;ar(lant  les  constantes  ^,  :' 
l\    N   comme   iixt^s   cl    la   constant**    //   comme    pouvant    prenJ" 
loulcs  les  valeurs  po^^sibles  :  on  es!  amem»  à  distinguer  la  loup 
fo/'fr  (  slarivcr  Krcisel  )  cl  la  totipic  ftiihlc  (scbwaclier  Kreisd 
dans  le  premier  cas,  la  secoM<le  racine  c  pi'iit  prendre  (pour  de* 
\aleurs  de  // )  toutes  les  valeurs  conq)rises  tînlre  —  i  et   i;  dan:* 

rsCi'ond  caN  la  racine /'' doit  resler  comprise  cuire  i  et  — v 

Les  auhMM's  monlreut  au«i>i  comment  on  peut,  au  inoven  d' 
Tables  tir  Lei;<n(lre,  ellcchier  les  caltMils  numéri(|ues  :  ce  sont  I' 
liolaliuus  mème»i  <le  Lcticndre,  bien  appropriées  à  ro  problèf' 
parliculier,   ipiiU  nul   ailopii-es,  l  n  iutén'^sant   para^raplie  eo 
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tient  en  outre  diverses  formules  approchées  qui,  dans  les  cas  les 
plus  importants  dans  la  pratique,  peuvent  remplacer  les  formules 
exactes.  La  question  du  calcul  numérique  sera  d^ailleurs  reprise 
à  la  fin  du  Volume  et  résolue  de  la  façon  la  plus  satisfaisante 
(jusqu'à  Tévaluation  de  Terreur),  au  moyen  des  séries  3. 

Les  auteurs  vont  maintenant  s'occuper  de  cas  particuliers  im- 
portants, qu'ils  traiteront  avec  tous  les  détails  nécessaires,  pour 
parvenir  à  élucider  la  difficile  question  de  la  stabilité  du  mouve- 
ment. C'est,  tout  d'abord,  le  cas  de  la  précession  régulière  (e  =  e^) 
et  la  perturbation  qu'apporte  alors  dans  le  mouvement  une  petite 
percussion;  ce  cas  leur  donne  l'occasion  de  donner  en  passant,  au 
lecteur,  quelques  indications  essentielles  sur  les  solutions  singu- 
lières des  équations  différentielles;  mais  la  conclusion  la  plus  im- 
portante de  cette  étude  est  celle-ci  :  suivant  la  définition  que  l'on 
donne  de  la  stabilité  du  mouvement,  le  mouvement  de  précession 
régulière  doit  être  regardé  comme  stable  ou  instable,  et  comme 
ayant,  suivant  les  cas,  un  plus  ou  moins  haut  degré  de  stabilité. 
Les  idées  qu'ils  développeront  plus  tard,  en   toute  généralité,  se 
trouvent  nettement  élucidées  sur  ce  cas  particulier.  Ils  traitent 
ensuite  du  mouvement  de  précession  pseudo-régulière,  obtenu  en 
imprimant  à  la  toupie  une  rotation   rapide  autour  d'un  axe  qui 
difTère  peu  de  l'axe  de  figure  de  la  toupie.  L'élude  est  faite  de 
rnanière   à   bien  éclaircir   le  caractère  paradoxal   de  ce  mouve- 
ruent  et  à  bien  montrer  pourquoi  l'expérience  seule  ne  permet  pas 
de  le  distinguer  de  la  précession  régulière.  Enfin  ils  s'occupent  du 
rtiouvement  de  la  toupie  droite  (aufrechter  Kreisel),  c'est-à-dire 
du  mouvement  de  rotation  de  la  toupie  autour  de  la  verticale  avec 
laquelle  l'axe  de  figure  est  supposé  coïncider.  Ici  encore  l'étude 
est  faite  en  vue  de  la  question  de  stabilité  :  le  mouvement  de  la 
loupie  droite  est  stable,  s'il  s'agit  d'une  toupie  forte,  instable  s'il 
s'agit  d'une  toupie  faible.  Les  auteurs  vont  maintenant  discuter  en 
général  la  notion  de  stabilité  du  mouvement. 

D'après  E.-J.  Roulh  {On  the  stability  oj  a  given  stale  of 
mo//o/i;  London,  187-),  le  mouvement  d'un  système  est  Ah  stable 
si,  par  suite  d'une  percussion  arbitraire  mais  petite,  la  différence, 
à  chaque  instant,  entre  les  coordonnées  du  système  dans  le  mou- 
vement altéré  et  dans  le  mouvement  non  altéré  reste  petite.  Pour 
préciser,  il  convient  d'abord  de  dire  que  la  différence  doit  être 
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aussi   petite  qu'on  le  veut,   pourvu  que  la  percussion  soit  aussi 
petite  qu'on  le  veul.  Au  moins  c'est  de  cette  façon  que  Ton  doii 
entendre  la  définition  précédente  si  l'on  veut  parler  de  la  stabilise 
théorique;  s'il  s'agit  d'une  stabilité  pratique,  on  devra  définir  ce 
que  l'on  entend  par  petit  dans  le  problème  réel  dont  on  s'occupe 
Il  convient  de  remarquer  encore  que  le  mot  coordonnées  du  sys- 
tème est  vague,  et  que  pour  tel  système  de  coordonnées,  la  diffé- 
rence   des    coordonnées   pourra    rester   petite,   et   ne  pas  l'éirc 
pour  d'autres  :  on   peut  préciser  en  convenant  de  dire  que    la 
distance  de  deux  positions  d'un  même  point  dans  les  deux  mouve- 
ments doit  rester  petite,   si   le   mouvement  est    stable.    Si    l  on 
adoptait  la  définition  de  Routh,  ainsi  précisée,  tous  les  mouve- 
ments de  la  toupie  devraient  être  regardés  comme  instables;  il  en 
serait  de  même,  évidemment,  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme 
d'un  point  matériel  qui  n'est  soumis  à  aucune  force,  La  définition 
est  trop  étroite. 

On  peut  être  tenlé  de  la  modifier  ainsi  :  dans  un  intervalle   de 
temps  donné  /<lT,  les  distances  entre  les  positions  d'un  même 
point  dans  le  mouvement  troublé  et  dans  le  mouvement  non  troiil^l* 
doivent  rester  inférieures  à  une  certaine  limite.  Alors  la  définition 
devient  trop  large,  car  le  mouvement  de  la  toupie  droite,  dan^   ** 
cas  de  la  toupie  faible,  devrait  être  regardé  comme  stable.  Fine»  *^* 
ment  les  auteurs  s'arrêtent  à  la  définition  suivante  :  le  mouvem  ^^ 
est  dit  stable j  quand  le  mouvement  altéré  tend  vers  une  cerla  ^  ** 
limite  Jorscjuo  la  percussion  tend   vers  zéro,   d'une  façon  qii  ^ 


conque,  et  (|ue  cette  limite  coïncide  avec  le  mouvement  non  alté 
Il  sera  dit  ahsidtinicnt  stablcy  pour  une  percussion  qui  ne  modi  ^^ 
pas  la  force  vive  du   SNSlème,  si   les  conditions  de' la  définiti^^ 
doiinc'c  en  premier  lieu  sont  vériliées.   En  outre  la  stabilité  se/*^ 
dite  totale  si  elle  a  lieu  pour  n'importe  quelles  percussions,  o^ 
partielle  si  elle  n'a  lieu  que  pour  certaines  percussions.  Deux  pa- 
ragraphes sont  consacrés  Tun  à  l'extension  au  cas  du  mouvement 
au    critérium    de   Lagrange   et  Dirichlet  relatif  à  la  stabilité  de 
l'iMluilibre,  l'autre  à  la  mélbode  des  petites  oscillations. 

On  trouvera  ensuite  des  vues  intéressantes  sur  le  problème  du 
niouvement  d'un  corps  solide  pesant  autour  d'un  point  fixe,  dans 
le  cas  géin'ral.  (^esl  pour  M.  Klein  l'occasion  de  dire  que,  dans 
l'élude    niatli<''mati(|ue    d'un    problème    de    Mécanique,    on    doit 
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cr  hercher  une  représentation  géométrique  claire  du  mouvement  du 
^  YStc^^me  considéré  et  la  détermination  des  propriétés  essentielles 
€-le  ce  mouvement,  plutôt  que  l'expression  analytique  des  coor- 
données au  moyen  de  fonctions  connues.  Pour  ce  qui  est  du 
x^nouxement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  les  ré- 
s=»  Il  liais  obtenus  par  M'"'  Kowalevski,  MM.  Liou  ville,  Lcvi-Cività, 
H^iebmann  sont  analysés  ou  cités.  Les  cas  particuliers  étudiés 
f  ^ar  M.  liesse  et  par  M.  Staude  sont  traités  avec  quelques 
<Jélails. 

Le  dernier  Chapitre  du  fascicule  est  consacré  à  l'étude  du  pro- 

l^lème  de  la   toupie  au    moyen  des  fonctions  elliptiques  :  on  y 

t.  rouvera  d'abord  une  véritable  introduction  à  la  théorie  de  ces  fonc- 

Cions,  faite  d^ailleurs  sur  les  intégrales  même  auxquelles  on  a  été 

aiinené  parle  problème  de  la  toupie.  C'est  le  radical  y/U  qui  entre 
cians  ces  intégrales  dont  les  auteurs  expliqueront  la  représentation 
sur  la  surface  de  Riemann;  ils  expliquent  comment,  sur  cette 
surface  de  Riemann,  les  angles  o  et  6  deviennent  infinis  (comme 
«des  logarithmes),  en  quatre  points;  comment  les  logarithmes  des 
{.>aramètres  a,  ^3,  y,  5  sont  des  intégrales  de  troisième  espèce; 
c^omment  ces  paramètres  eux-mêmes  sont  des  fonctions  uni- 
formes. 

Ils  feront  ensuite  la  représentation  conforme  de  la  surface  de 
¥\iemann  sur  le  plan  de  la  variable  /,  qui,  lorsqu'elle  est  réelle,  re- 
présente le  temps,  détermineront  les  zéros  et  les  infinis  des  para- 
mètres a,  ^,  v,  0,  et  parviendront  ainsi  finalement  à  l'expression 
explicite  de  ces  paramétres,  sous  forme  de  quotients  de  fonctions  3 
multipliés  par  une  exponentielle,  avec  la  détermination  précise  de 
toutes  les  constantes;  il  leur  sera  dès  lors  facile  d'obtenir  tout  ce 
qui  concerne  la  détermination  de  la  trajectoire  d*un  point  de  l'axe, 
de  la  polhodie  et  de  l'herpolhodie,  des  courbes  d'impulsion  (lieux 
dans  Tespace  et  dans  le  corps  de  Textrémité  de  l'axe  des  quan- 
tités de  mouvement).  Une  application  numérique  est  traitée  avec 
tous  les  détails  désirables. 

I^s  auteurs  traitent  ensuite,  d'une  façon  analogue,  le  problème 
du  mouvement  d'un  corps  solide  quelconque,  ayant  un  point  li\e^ 
et  sans  forces  extérieures.  Citons  les  expressions  en  fonction  du 
temps  /  auxquelles  ils  parviennent  pour  les  paramètres  a,  ,3,  y,  3; 


3i6  PREMIÈRE  PARTIE, 

on  a 

v/e(r  — ta)')e(«-htV) 


v/e(r  — ta)')e(/-+-  icu') 


v/e(/  — tV)e(r-K«o>') 


/Ï7       //*  6(/-h  24(1)'—  «>) 

v/e(r  — t(o')e(/-hia)') 

la  constante  M  est  déterminée  par  la  formule 

e(it»}'—is)e(iui'-his) 


M  = 


L'axe  des  z  est  supposé  coïncider  avec  l'axe  G  du  couple  des 
quantités  de  mouvement;  en  désignant  par  A,  B,  G  les  moments 
d'inertie,  par  a  A  la  force  vive  et  en  posant  pour  abréger 

t _  (2/iA-G«)G  ,, __  (2/tB  — G«)G 

^  ~     (A-G)G»    '         ^    ~     (B  — G)G«    ' 

en  sorte  que  l'on  ait  /  =  /  —=.9  les  constantes  (o,  w',  5,  qui  figurent 
dans  les  expressions  de  a,  j3,  y,  3,  sont  données  par  les  formules 


iu  = 


r'—      •  '-  r*  ^^-    r^  —     15=  r*— • 


la  fonction   0(^)=r2i(^,  2to,  4^^')  est  définie  par  le  développe- 
ment trigonométrique 

e(0=e~  *<*^sin^^ he      *^    sin— ^^ — h...: 

enfin  la  constante  /  est  donnée  par  la  formule 

.,     iG      e'(oA.>')      I  re'(tco'-w)      e'(i'a>'-f-ts)i 

//  =    7    -h .  -■, —  -+-   —   I   -— — : — ; r—  — —     .^  ;■  . — ; 1 I  • 
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Les  expressions  de  a,  P,  y,  8  conduisent  immédiatement  aux 
expressions  des  neuf  cosinus  en  fonction  uniforme  de  /. 

Ces  diverses  formules  permettent  de  faire  d'une  façon  très 
simple  Télude  de  deux  mouvements  à  la  Poinsot  conjugués,  c'est- 
à-dire  des  mouvements  de  deux  corps  solides  (sans  force  exté- 
rieure) dont  les  vitesses  angulaires  de  rotation  sont  à  chaque  instant 
égales  et  opposées,  comme  aussi  d'établir  le  théorème  de  Jacobi 
sur  la  représentation  du  mouvement  d'un  corps  de  révolution 
pesant  autour  d'un  point  fixe,  par  la  composition  de  mouvements 
de  corps  solides  sans  forces  extérieures,  théorème  dont  M.  Darboux 
a  donné  une  démonstration  très  élégante. 

Dans  un  dernier  paragraphe,  le  problème  de  la  toupie  est  repris 
à  un  autre  point  de  vue.  Les  équations  de  Lagrange  sont  formées 
pour  les  paramètres  a,  P,  y,  5.  Ces  équations  peuvent  s'écrire 

où  M  est  la  masse  du  corps,  et  où  u(t)  est  une  fonction  double- 
ment périodique  de  t  définie  par  les  relations 

e  est  une  racine  de  l'équation  U  =  o  ;  les  autres  racines  sont  e',  e". 
Les  équations  de  Lagrange  pour  les  paramètres  a,  p,  y,  S  appar- 
tiennent ainsi  à  cette  classe  d'équations  de  Lamé,  approfondies 
par  M.  Hermite,  qui  admettent  des  intégrales  uniformes;  elles 
s'intègrent  au  moyen  de  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce  et  du  premier  degré.  On  obtient,  de  celte  façon, 
une  seconde  solution,  très  rapide  et  élégante,  du  problème  de  la 
toupie,  et  cette  solution  même  met  en  évidence  cette  intéressante 
propriété  du  mouvement  de  la  toupie  de  pouvoir  être  identifié 
avec  le  mouvement  du  pendule  sphérique  dans  l'espace  à  quatre 
dimensions.  J.  T. 
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SUR  LES  COURBES  INTÉGRALES; 
Par  m.  Etienne  DELASSUS. 

La  délerminalion  des  courbes  intégrales  d'une  équation  du 
premier  ordre  qui  sont  situées  sur  une  surface  donnée  conduit 
évidemment  à  Tintégration  d^une  équation  difTérentielle  ordinaire 
du  premier  ordre. 

Si  Ton  cherche  à  traiter  le  problème  en  partant  de  l'intégrale 
complète,  on  ne  retrouve  pas  immédiatement  ce  résultat  et  l'on  est 
conduit,  en  interprétant  convenablement  les  calculs,  à  une  pro- 
priété des  courbes  intégrales. 

Soit 

(i)  y{x,y,  z,  a,  b)=  o, 

Tintégrale  complète.  A  chaque  surface  intégrale  S  correspond  une 
relation  entre  a  et  b  ou,  si  l'on  veut,  une  courbe  s  située  dans  le 
plan  des  ab  ou  sur  une  surface  fixe  pour  laquelle  a,  b  seraient  des 
coordonnées  curvilignes. 

Désignons  par  S^  l'intégrale  formée  par  les  caractéristiques 
issues  d'un  point  M  et  par  s^  la  courbe  correspondante. 

Ceci  posé,  soit  une  surface  o*  donnée  par 

et  désignons  par 

(3)  \\{u,v,a,b) 

ce  que  devient  V  quand  on  y  remplace  x,  y^  z  au  moyen  des 
formules  (2). 

Une  courbe  intégrale  est  donnée  par 

V  =  o,        oV  =  o,        o2V  =  o. 
En  exprimant  qu'elle  est  sur  7  on  voit  que  Ton  est  conduit  à 
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dire  que  les  trois  équations 

(4)  \V=o,        8\V  =  o,        8«\V=o 

ont  une  solution  commune  en  u  et  v.  L'élimination  de  a  et  p  con- 
duira à  une  équation 

t?f     u    db     d^b\ 

qui  est  du  second  ordre. 

Ce  résultat  paradoxal  s^explique  immédiatement;  en  effet,  l'équa- 
tion (5)  s'obtient  en  éliminant  u  eX,  v  entre  l'équation 

(6)  W  =  o 

et  ses  deux  premières  dérivées  prises  comme  si  a  et  i'  étaient  des 
constantes.  Elle  admet  donc  comme  solutions  toutes  les  fonc- 
tions b  définies  par  celte  équation  (6),  dans  laquelle  on  considère 
u  eVv  comme  des  constantes  arbitraires.  L'équation  (6)  est  donc 
l'intégrale  générale  de  (5). 

Pour  une  telle  intégrale,  les  valeurs  de  m  et  p  qui  constituent  la 
solution  commune  aux  équations  (4)  sont  des  constantes  :  donc  la 
courbe  intégrale  se  réduit  à  un  point  M  de  la  surface  o*.  La  fonc- 
tion b  définit  les  caractéristiques  issues  d'un  même  point  de  0-. 
Nous  pouvons  donc  dire  ;  U  intégrale  générale  de  (0)  est  donnée 
par  les  courbes  5^  relatives  aux  différents  points  de  o*. 

Puisque  les  intégrales  générales  de  (5)  ne  nous  fournissent  que 
des  courbes  intégrales  réduites  à  des  points,  les  véritables  courbes 
intégrales  situées  sur  c  ne  pourront  être  données  que  par  des  inté- 
grales singulières  de  (5). 

Comme  tout  élément  du  second  ordre  fa,  6,  -t-j  -7-^  j  appar- 
tenant à  (5)  appartient  à  une  de  ses  intégrales  générales,  on  peut 
dire  que  toute  intégrale  singulière  de  (5)  a,  en  chacun  de  ses 
points,  un  contact  du  second  ordre  avec  une  intégrale  générale  de 
cette  équation. 

Soit  s  une  telle  courbe,  elle  définit  une  courbe  intégrale  située 
sur  (T  et  chaque  valeur  de  a  en  donne  un  point  M|  dont  les  coor- 
données w,  V  sont  fournies  par  les  équations  (4).  L'intégrale  5|| 
qui  a  un  contact  du  second  ordre  avec  s  au  point  a  est  relative  à 
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un  poÎDl  M  dont  les  coordonnées  u,  9  sont  fournies  ainsi  parles 
équations  (4)- Dans  les  deux  cas  les  équations  (4)  sont  les  mêmes, 

car  les  valeurs  de  a,  6,  ^y  -j^  sont  les  mêmes  pour  set  S|:  donc 

M|  et  M  sont  confondus. 

En  outre,  ces  résultats  sont  indépendants  de  la  surface  v;  ils 
s'appliquent  par  conséquente  toute  courbe  intégralCf  de  sorte  qae  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu* une  courbe  soit 
une  courbe  intégrale  est  que,  le  point  M  décrivant  cette  courbe^ 
la  courbe  s^  ait  constamment  un  contact  du  second  ordre  avec 

son  enveloppe. 

Si  Ton  se  sert  des  propriétés  bien  connues  des  surfaces  inté- 
grales, on  peut  énoncer  le  résultat  précédent  sous  cette  nouvelle 
forme  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu^une  courbe  soit 
une  courbe  intégrale  est  que,  le  pointait  décrivant  cette  courbe, 
la  sur/ace  Su  ait  constamment  un  contact  du  second  ordre  avec 
son  enveloppe. 
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Stoiiff{A.),  —  Sur  les  rapporls  entre  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  et  la  théorie  des  surfaces. 
(9-40). 

L'auteur  se  propose  de  généraliser  les  recherches  de  M.  Schwarz  relatives 
aux  surfaces  infiniment  voisines  des  surfaces  niinima.  Mais,  tandis  que 
M.  Schwarz  a  surtout  en  vue  l'étude  de  la  variation  du  second  ordre  quand 
on  compare  une  partie  de  surface  minima  aux  sprfaces  voisines,  soit  en 
laissant  invariable  la  limite  de  cette  partie,  soit  en  la  déformant  d'une  manière 
arbitraire,  les  considérations  exposées  par  M.  Stouff  se  rapprochent  davantage 
de  la  théorie  des  caractéristiques  des  équations  du  second  ordre,  telle  qu'elle 
a  été  présentée  par  M.  Darboux. 

La  question  traitée  par  M.  Stouiï  constitue  l'extension  du  problême  de 
Plateau  aux  équations  du  second  ordre  les  plus  générales. 

Soient  x,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  S  satisfaisant  à 
l'équation  aux  dérivées  partielles 

(I)  F(^,  JS  -,  /',  q>  r,  Sy  t)=  o, 


(')  Voir  BuUetin,  \\U,  p.  \^-. 
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et  soit  une  courbe  dépendant  d'un  paramétre  X, 

(2)  x=f{z,\),        y-g{z,'k). 

On  considère  deux  positions  C  et  C  de  la  courbe  correspondant  aux  valeurs 
^  et  X  +  AX  du  paramétre,  et  un  point  M  sur  la  courbe  C.  Il  s'agit  de  déve- 
lopper en  série,  suivant  les  puissances  croissantes  de  1\  les  valeurs  des  dérivées 
partielles  de  z  par  rapport  à  a?  et  ^  au  point  M  de  façon  que  la  surface  S 
contienne  les  deux  courbes  voisines  C  et  C.  La  première  partie  du  Mémoire 
est  consacrée  à  l'étude  de  ces  séries,  dont  les  premiers  termes  surtout  préscoteoi 
de  l'intérêt  et  sont  susceptibles  d'interprétations  géométriques. 

Des  calculs  analo{;ues  à  ceux  que  l'auteur  développe  dans  le  cas  d'une  courbe 
dépendant  d'un  seul  paramètre  pourraient  èlrc  appliqués  à  une  courbe  mobile 
dépendant  de  paramètres  en  nombre  quelconque.  Mais  il  est  préférable  d'envi- 
sager le   problème  d'un   autre  point  de  vue  et  de  se  donner  une  famille  de 
courbes  par  deux  équations  diiïérentieiles  d'ordre  quelconque.  Une  question 
dont  la  réponse  est  immédiate  lorsque  les  équations  de  la  courbe  mobile  se 
présentent  sous  la  forme  (i)  devient  au   contraire  assez  ardue  quand  elle  est 
représentée   par  des   équations   différenliclles.  A   quelle   conditi<»n    la   courbe 
engendrc-t-cllc  une  surface  satisfaisant  à  la  relation  (i)?  M.  StoufT  s'applique 
à  chercher  un  critérium   permettant  de  décider  si  une  équation  aux  dérivées 
partielles  admet  comme  solution   des  surfaces  susceptibles  d'être  engendrées 
par  des  courbes  véridunt  deux  équations  diiïérentieiles  ordinaires  el  combien 
d'infinités  de  surfaces  répondent  à  la  question. 

Le  problème  peut  enfin  être  posé  d'une  troisième  manière.  Si  l'on  sait  intégrer 
l'équation  (i),onen  tirera  une  valeur  de  2  contenant  deux  fonctions  arbitraires; 
il  s'agit  de  déterminer  ces  deux  fonctions  arbitraires  de  telle  sorte  que  la  sur- 
face passe  par  deux  courbes  données  sous  la  forme  (a).  Cette  question  se 
rattache  à  la  recherche  des  conditions  pour  qu'une  équation  F(x,  y)=  o  en- 
traîne une  autre  é(iuation  G  —  o,  recherche  que  permet  d'effectuer  la  série 
de  Hurmann,  étendue  par  Luplace  au  cas  de  deux  variables,  et  servant  à  déve- 
lopper une  fonction  suivant  les  puissances  d'une  autre  fonction.  En  suivant 
celle  voie.  M.  Stouff  parvient  à  une  formule  d'élimination  qui  lui  fournit  le 
moyen  de  résoudre  le  problème  proposé  dans  le  cas  des  surfaces  niinima,  en 
partant  des  cxpressit)ns  intégrales  bien  connues  des  coordonnées  d'un  point  de 
la  surface 


-  ;-+- 


}'   .-;    T.  -t- 


-  r 

«  —   S 


-    I  {i  —  U-)  ^ {u)  du -h  -    /  (»  —  w?)  <"^i(Wi)  rfw,, 

I  u  rj {u)  du  -h    /  M,  J,  ( w,  )  du^ . 


On  obtient  des  formules  |)arliculièreinenl  élégantes  pour  la  détermination 
(les  fonctions  r?  et  rî,  en  supposant  que  les  deux  courbes  limites  C  et  C  sont 
planes  et  se  coupent  à  angle  droit. 

MinkoKVs/xi.  —  (iénéralisalion   de  la   théorie  des   fractions  con- 
linues.  (4i-^><»). 
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Diins  la  première  Partie  de  son  travail,  Tauleur  s'occupe  de  rapproxîmation 

.«avec  laquelle  on  peut  évaluer  une  grandeur  réelle  unique  à  l'aide  de  fractions 

M^tionnelles.  Il  expose  diverses  généralisations  de  la  théorie  des  fractions  con- 

minues,  dont  l'idée  lui  a  été  suggérée  par  les  recherches  de  M.  Hermite  sur  le 

TOÔrae  sujet  {Journal  de  Crelle^  t.  '*0,  41  et  47). 

Il  passe  ensuite  à  l'étude  des  corps  de  nombres  réels  algébriques  du  troisième 
degré  dont  le  discriminant  est  positif.  Les  principes  qu'il  établit  dans  la  se- 
conde Partie  de  son  Mémoire  lui  fournissent  un  procédé  pour  obtenir  toutes 
les  unités  d*un  pareil  corps.  L'algorithme  qu'il  expose,  appliqué  à  la  recherche 
d*un  corps  cubique  à  discriminant  positif,  est  analogue  à  la  résolution  de  Té- 
quation  de  Pell,  à  l'aide  de  la  formation  d'une  période  de  formes  quadratiques 
binaires  indéfinies  réduites  d'après  la  méthode  de  Gauss. 

\Jangoldl  (von).   —   Sur  le  Mémoire   de    Uiemann   relatif   au 
nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  une  grandeur  donnée. 

(61-78). 

Uiemann  a  énoncé  et,  dans  une  certaine  mesure,  démontré  ces  deux  propo- 
si  lions  : 

/  T  T  T  \ 

Entre  o  et  T,  il   existe  environ  (  —  log )   racines  réelles  de 

\2r      ^  "et:        7t./ 

l'équation  ^(a)  =  o; 
»  a*  La  série 

Î[Li(x^")  +  Li(xî-"')j, 

lorsque  ses  termes  sont  rangés  suivant  les  grandeurs  croissantes  de  a,  converge 
vers  la  même  valeur  limite  que 


«  1* 


iTzi  log  X 


lorsque  b  croit  indéfiniment.  » 

Mais  il  convient  lui-même  que  ces  propositions  ont  besoin  d'une  démonstra- 
tion plus  rigoureuse. 

S'appu^-ant  sur  les  résultats  obtenus  par  M.  Fladamard  [Étude  sur  les  pro- 
priétés des  /onctions  entières,  elc  {Journal  de  Mathématiques,  4*  série, 
t.  IX;  1893)],  M.  von  MangoUlt  fait  voir  comment  on  peut  démontrer  complète- 
uient  le  deuxième  des  résultats  de  Riemann  et  justifier  le  premier,  au  moins 
^n  admettant  que  le  nombre  des  racines  dont  les  parties  réelles  sont  comprises 
entre  o  et  T  est  représenté,  aux  grandeurs  d'ordre  inférieur  prés,  par  Tcx- 
|>ression  ci-dessus. 

L'analyse  de  M.  von  Mangoldt  conduit  encore  à  (Pautres  résultats.  Si  l'on 
parvenait  4  démontrer  que  les  racines  de  l'équation  ^(/)  =  o  sont  toutes 
réelles,  ou   même  seulement  quo  les  parties  imaginaires  de  ces  racines  sont 

comprises  entre  des  limites  plus  étroites  que 1  et  h —  1,  les  développements 

ciposés  par  Pauteur  fourniraient  à  la  théorie  des  nombres  une  série  de  lois 
asjmptotiques.  Ainsi  la  somme  des  logarithmes  de  tous  les  nombres  premiers 


s  SKCONDH  PAUTIK. 

(io  I  il  ./■  srniit  «'^iili'  il  X  liii-iiii^iiic  pour  de  très  grandes  valeurs»  de  x,  prop<t- 
>ilinn  <l«'jii  riioiirco  par  ,M.  II.  Calicii. 

Ihncl.  —  Sur  les  fondions  de  deux  variables  réelles.  (79-g1)- 

M.  Horol  éioiui  aux  fonrtioiis  de  deux  variables  réelles  un  ihéorème  qu'il  a 
(hWiiiMiin'r  dans  su  tiièsu  au  sujel  des  fonctions  d'une  seule  variable  réelle.  Kn 

\oiri  l'ôiioiiré  : 

«I  TiMito  foiiciion  de  doux  variables  réelles  x  tl  y  ayant  des  dérivées  par- 
tielles i\c  ion>  les  orilrcb  à  riiiléricur  el  sur  le  périmètre  d*un  carré  défini  par 


les  inrijuliics 


-  I     j:  1  -H  1 ,        —  I  :   >'  S  -M , 


peu!  rlrr  mi^e  sous  la  lorme 

/.  .r.  ,1)    :  V  V(  V.^jrosr;i,r-+- n„jSiiîr?,»'-'-<:,j,.v')-r* 

■f\,'    vt\<T.'iy       IV  . '»iu;:'i  V  —  C'    i'-' I  riK-a./- 
'.  V.  .  «•"•iri  V  -.-  \\" .  «^in  z'i  y  -:-  (.'."■.  »•'  )  >i«  r.n.r , 

*    f  ■*  Vy  i«  ##• 

les  eoiiNi.inles   X^^,     .    ,  <; '_  fi;iiil  lelles  «|ue  l'un  ait  pour  lnulcs  les  \alcur*  di* 

^v^.;    '",., »''?^«-:.'  ^:.  "',.,' 

If'»  iiiiiiil'ieN  /;*    ^  ne  (Irpriiil.nil  pas  <le  a  ni  de  Jî.   •■ 

\x  tii'xeltippeinent    pré>ento   eel    inlrrrt    «|ue   l«Miles   le»»  tléri\iVs    parlielle^ 
d*-  la  I.Mirtiiiii  <«*iil»lii'nnenl  p.tr  la  dèri\alion  terme  a  terme  de  la  «iérii*. 

././///f7.         >iir  une  t(|Malion  aux  ilrrixi'oN  |iarlirllo.>.  i;r'>-in«»,. 

Il  >".ui!  .If   l'e  |inii'h  diuli'ret   1*  nx^.in 


.  f  I 


f. 


./  _  ». 


■  »i 


•  •*■ 


U^      .  I  11)       ;,'      ; 


•i      i.^    ■.  .'n.il'K".    in-l..|'<.ndjiili  V,   a,  b   deux    Oi>nstaii(i% 


^'        «  =        -.    :  ;  'i'    -  ■'>    ■;  mîn.i-  nm*  luli  ::rale  «jui.  p.iur  n  — -  ^/  ,  dexu-nin* 

'  ■    '  ■■    .    •  ■         \      !.     ,       i     :-.ii:    «   —  \    .  .1  uii"'  t'Mi.  h<<ii  di-ntic-f    1 

^'  '■  ■  •  ■       -^         '/''■:      "      .•/'■/■/.<.      i       -.11.',     l.     \   I  in 

^^  •  •  :i:-''    '!>   'MJ\   Juiivce?  parlKlIc^  \\v  |i 


Ji     ••» 


■V      -t*   >'•    ::•: 'Tii   in.«|  .mi  lalrnl    pra 
'•    :     ■:..    •   V    :    w."    w  ■  l»i..lt    -pi-,  |.||,■ 
l     "    '*    •!   ^'I-Mp.!!.!-    I  I» 
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et  que,  dans  le  cercle  (C)  de  centre  v^i  ^  ^^it  de  môme  développable  en  série 

On  aura,  d'après  M.  Jamet,  une  solution  du  problème  en  prenant 

à  condition  que 

•  a        a{a  —  i)^^  ^'      a(a-i)(a  —  'i)^^  * 

et  que  «{'(li)  soit  déterminé  par  une  série  analogue.  Toutefois  ces  développe- 
ments ne  sont  valables  que  si  a  et  6  ne  sont  ni  l'un  ni  l'autre  des  entiers  po- 
sitifs. 

M.  Janiet  fait  voir  comment  la  solution  doit  être  modifiée  dans  ces  cas 
exceptionnels. 

La  fin  du  travail  est  consacrée  à  une  application  géométrique. 

L'auteur  remarque  que,  si  Ç,  ir\,  2^  sont  trois  solutions  d'une  même  équation 
aux  dérivées  partielles 

fsS  =  ''<"•'''• 

OD  pourra  déterminer  trois  fonctions  x^  y,  z  par  les  conditions 

Ox  __     Ot^  0^^ 

Ov        ^  Ov       ^  Ov' 

Oz  _      d;  _  g  eh^ 
Ov  ~^  Ov~  ^  Ov' 

On  reconnaît  alors  que,  si  x^  y^  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  mobile  sur 
une  surface,  celle-ci  admet  les  paramétres  li,  v  comme  paramètres  de  ses  lignes 
Hsyniptotiques. 
Si  l'un  prend 

et  qu'on  fasse  le  changement  de  fonction 

on  aboutit  à  1  équation 

{u  —  v)  - — p  -f-  m m  .-  =  0, 

Ou  Ov  Ou  Oif 

qui  est  un  cas  particulier  de  celle  d'Kulcr  et  Poisson.  On  a  donc,  dans  ce  qui 
précède,  le  moyen  de  former  en  nombre  illimité  des  intégrales  de  cette  équa- 
tion. Un  cas  particulier  est  à  signaler;  c'est  <!clui  où  m  est  un  entier  positif  : 
on  trouve  alors  des  surfaces  alf;ébriques.  On  a  donc  ainsi  une  catégorie  de 
surfaces  algébriques  dont  les  lignes  as>niptoli(|ues  sont  contiues  sans  aucune 
intégration. 


Ou  ~  '''  Ou 

-^Ou' 

-^Ou' 

du  ~  ^  0Û~ 

-^'àu' 

lo  SECONDE   PAKTIE. 

Fahvy.  —  Sur  les  courbes  unicursales.  (107-1 14)- 

L'auteur  retrouve  par  des  calculs  beaucoup  plus  simples  les  résallats  obtenus 
par  Clebsch  {Journal  de  Crel/e,  t.  61)  sur  les  points  d'intersection  d*ane 
courbe  unicursale  d'ordre  n  avec  une  courbe  d'ordre  n  —  3.  Appliqués  an  pro- 
blème des  courbes  tangentes,  les  calculs  de  M.  Fabry  montrent  facilement  ce 
que  deviennent  les  solutions  qui  disparaissent  lorsqu*un  ou  plasieurs  points 
doubles  deviennent  des  points  de  rebroussement. 

Haure,  —  Recherches  sur  les  points  de  Weierstrass  d^une  courbe 
plane  algébrique,  (i  iS-igô). 

Si  l'on  considère  un  point  P  d'une  courbe  algébrique  plane  et  l'ensemble  des 
fonctions  rationnelles  de  j:  et  ^  attachées  à  celte  courbe,  qui  deviennent 
infinies  en  ce  seul  point,  leurs  ortlre<i  rangés  par-ordre  de  grandeur  croissante 
reproduisent  la  série  des  nombres  naturels,  sauf  un  certain  nombre  de  lacunes. 
Le  nombre  de  ces  lacunes  est  indépendant  du  point  P  et  égal  au  genre />  de  la 
courbe.  Telle  est  la  propriété  que  Weierstrass  prend  pour  définition  du  genre. 

Les  nombres  dont  Tabscnce  donne  lieu  aux  lacunes  sont  les  ordres  man- 
quants. Si  le  point  P  est  quelconque,  ces  ordres  seront  les  nombres  1,2,  3, ./?: 

mais  en  certains  points  purliculiers  A  ils  pourront  être  diiïérents.  Ces  points  A 
sont  les  points  de  Weierstrass. 

M.  Haure,  poursuivant  l'élude  dont  ces  points  ont  été  l'objet  de  la  part  de 
MM.  Schottky,  Nœther  et  Hurwilz,  s'applique  à  déterminer  les  divei*s  systèmes 
d'ordres  manquants  qui  peuvent  se  rencontrer  dans  les  courbes  d'un  genre 
déterminé,  et  aussi  à  définir  des  classes  de  courbes  possédant  un  point  de 
Weierstrass  correspondant  à  un  système  donné  d'ordres  manquants.  A  ces  re- 
cherches se  rattache  celle  des  fonctions  rationnelles  infinies  en  ce  seul  point  et 
aussi  des  familles  rie  ;>:roupes  spéciaux  que  l'on  peut  en  faire  dériver. 

Le  Mcinoire  de  M.  llaurc  comprend  cinq  Chapitres. 

Le  premier  est  rcmj)li  par  l'exposition  des  théorèmes  de  M.  Nœther. 

Le  deuxième  est  con-^acré  à  la  dèniiition  précise  des  points  de  Weierstrass  et 
des  familles  des  groupes  qui  en  dérivent,  li  se  termine  par  la  démonstration 
d'une  proposition  de  Weierstrass  qui  est  fondamentale  pour  cette  théorie  : 

On  peut  trouver  une  infinité  de  systèmes  de  p  intégrales  de  première  espèce 
linéairement  indépendantes  y  infiniment  petites  en  A,  et  dont  les  ordres  infi- 
nitésimaux p,,  p^ 0   forment  une  suite  toujours  croissante.  Les  ordres 

manquants  en  un  point  quelconque  A  de  C  sont  précisément  les  nombres 
p,.  p_,,  ....  p    relatifs  à  ce  point.  La  suite  des  ordres  manquants  est  unique. 

Au  début  du  troisième  Chapitre,  l'auteur  développe  une  méthode  indiquée 
sommairement  par  M.  Hurwilz  pour  former  des  tableaux  d'ordres  manquants: 
il  établit  cnsuitr,  d'après  M.  Schottky,  la  relation  qui  existe  entre  deux  fonc- 
tions convenablement  ohoisies  parmi  toutes  relies  qui  deviennent  infinies  en  A. 

L'ètudc  de  celte  relation,  ou  plutùt  de  la  courbe  qu'elle  représente,  est  pour- 
suivie dans  le  quatrième  Chapitre,  qui  se  continue  par  la  recherche  des  condi- 
tions que  doit  remplir  celte  courbe  pour  pouvoir  servir  à  la  définition  d'une 
classe  de  courbes  possédant  un  point  de  Weierstrass  d'espèce  déterminée.  A  ce 
Chapitre  est  joint  le  tableau  des  systèmes  d'ordres  manquants  pour />  =  3,  4,5,6,7. 
L'auteur  donne  <Ians  chaque  ras  la  courbe   qu'il    prend  pour  définir   la   classe? 
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avec  les  condilioDS  qui  la  caractériseni  et  qui   toutes  portent  sur  ses  points 
multiples. 

Enfin  le  dernier  Chapitre  contient  une  application  des  théories  qui  précèdent 
à  la  définition  des  courbes  gauches  comme  transformées  point  par  point  des 
courbes  planes,  avec  quelques  remarques  préliminaires  sur  les  courbes  gauches 
déduites  de  groupes  spéciaux  quelconques. 

Dupuy  {Paul),  —  La  vie  d'Évarisle  Galois.  (197-266). 
Zantschewsky ,  —  Le  problème  de  Pfafr.  (267-294). 

Etant  données  an  fonctions  X,,  .. .,  Xj^  de  2/1  variables  a:,,  .. .,  x^^y  il  s'agit 
de  trouver  des  fonctions/,,  '»',fij  F,,  ...,  P\,  en  nombre  k  le  plus  petit 
possible  et  satisfaisant  à  la  relation 

X,  dx, -t- . . . -f-  \^^dXi^=  F,  <(/", -H..  .4-  F^d/^. 

La  solution  de  ce  problème,  telle  que  la  donne  M.  Zantschewsky,  exige 
remploi  de  certaines  notations  symboliques. 
L'expression 


a 


'iii    '"ifj 


•   ««.7v^ 


où  A^**'*'^**^  ^   désigne  un  mineur  d'un  déterminant  quelconque  1  d'ordre  /i, 
ra  désignée  abréviutivcment 
Formant  ensuite  la  matrice 


sera  désignée  abréviutivcment  par  {a,,,^)^!^^'"/*''. 


'        OXi        ÔX^ 


X. 


Sj:,„     dx^ 


CD  représentera  par  A'*+')p, ...  p^  un  déterminant  formé  avec  les  p'*"*,  . . .,  pi*"* 
ligne  et  avec  les  k  premières  colonnes  de  cette  matrice,  et  l'on  écrira  pour 
abréger 


au  lieu  de 


et 


au  lieu  de 


en  indiquant  ainsi  non  les  numéros  r,  «,  ...  des  lignes  du  déterminant 
A(^'*''>p, . .  •  Pfc  qui  doivent  être  supprimées,  mais  les  indices  correspondant  à  ces 
lignes  liés  aux  variables  X  et  x. 

Avec  ces  notations,  voici,  d'après  l'auteur,  la  marche  à  suivre  pour  résoudre 
le  problème  de  PfafT. 
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On   commence  par   calculer  les  fonctions  de   Pfaff  Gomposéei  à  Tùde     ^^ 
quantités 

^-^=7)^'-dï:        <'"^^  =  '»^-  Mtm) 

d'ordre  i,  3,  3,  ...  jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  un  ordre  /-f-t  pOMr  t 
toutes  les  fonctions  de  cette  espèce  sont  nulles.  Si  l'une  quelconque  des  f< 
tions  de  PfafT  d'ordre  /  est  différente  de  zéro,  une  des  expressions 

le  sera  aussi.  On  aura  donc  /  fonctions/,,  ..  .,/f  si  l'expression 

est  différente  de  zéro  pour  Tune  quelconque  des  combinaisons  de  il  -^\  indii 
pris  parmi   les  nombres  i,  2,  . . .,  j/i,  et  /  —  i  fonctions  dans  le  ras  conirai. 
Apres  avoir  ainsi  trouvé  le   nombre  k  des  fonctions  fy  on  choisit  une  » 
pression 

qui  ne  soit  pas  nulle,  et  Ton  cherche  une  intégrale  /,  commune  au  systc* 
jacobien  d'équations 


onc- 


e\- 


ii-** 


-^  «...)!"'  -^^'^  ,1  , 1  ...(aA— i)/  =  o        (/  =  aA',  2A-*-i, 
intégrale  qui  satisfasse  à  l'inégalité 

f)our  l'un  «|uclcoiiquc  des  indices  x  égaux  à   i,    ?,   . .    ,  ik  —  \.  S«»il 

-(''.»,)!  '•^;:;,;}  :....(  ^a-.);o: 

la  fonction  /.  sera  alors  rinlêj;r;«le  eoninuinc  des  équations 


...  .1/0» 


.1   •-• 


^     '"7    '  ."••/  . 


. .  (  :î  A  -  -  »  )  ^  ~  «>         (/-•-{  A  —  1 3  /i  ) 


salisfaisiint  à  Tune  <iueIcon<|ae  des  inép;alilés 


a    -■  4  i; 


lu)  cunlinuant  ainsi,  on  détortninera  de  prorlie  rn  proche  toutes  le>  fonction» 
.A'   •    •' A  diiiil  l<i  di:rnière  ser.i  «ne  iht(!;;r;<le  du  s\stënie  Jacobien 

A  ^   -   I  . .  .  A  /  —  ..         (  /  _^  ^  -1-  1 .  ,1  , 

siilisl.tisiitil  il  l'inégal ih*  A  *  ' -•' i  .  . ,  A      o. 

L'.iiilciir    a|)|i|ii|(i«'    ««'Me    nii-tiiiicle    fifiH-raie   a   de»    r\cniple>   on    lr-   caltiil'* 
|)t!iiM.'ni  ('lie  iiK'iio  |u»i|ir.(U  Itoiil 
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Grévy.  —  Kliide  sur  les  cqualions  fonclionnelles.  (295-338). 

Dans  un  précédent  Mémoire  i^Ànn.  de  VÉcole  Normale^  »%1)»  M.  A.  Grévy 
avait  étudié  les  solutions  des  équations  fonctionnelles  dans  le  voisinage  d'un 
point  limite  à  convergence  régulière  :il  étend  cette  étude  au  cas  de  la  conver- 
gence périodique. 

Si  Ton  répète  k  fois  la  substitution  |2,  9(2)|,  on  aboutit  à  une  équation 
qu'on  peut  représenter  par  z  —  ?»(^)  =  o.  Si  x^  est  racine  de  eetlc  équation. 
<ans  l'être  d'aucune  équation  d'indice  inférieur,  on  dit  que  x^  appartient  à 
Tindice  A'  Les  quantités  a?„  jr,,  ...,  j:j_p  où  j?,=  «p(a:;_,  ),  appartiennenl  toutes 
à  Tindire  A*,  et  elles  sont  permutées  circulairement  par  la  substitution  |  z^  ?(w)|; 
leur  ensemble  constitue  un  groupe  circulaire  de  k  racines. 

Ce  groupe  est  un  groupe  circulaire  limite,  si  le  module  du  produit 

a  =  a^^a^  ...  a^,,, 

où  a,  =  ?'(-c,),  est  plus  petit  que  i.  Tout  point  x.  du  groupe  est  un  point 
limite  à  convergence  régulière  pour  la  substitution  |^i  74(^)1.  Si  l'on  entoure 
chaque  point  d'un  cercle  (C,),  la  substitution  |z,9(5)|  mène  d'un  cercle  au 
suivant,  et  dans  chaque  cercle,  on  a  une  suite  de  points  qui  convergent  vers 
le  centre. 
Ces  résultats  sont  dus  à  M.  Kœnigs,  qui  en  a  déduit  la  solution  de  l'équation 

fonctionnelle 

f{z,)  =  cf{z), 

dans  le  cas  où  a  est  difTérent  de  zéro. 

Après  avoir  traité  la  question  dans  le  cas  exceptionnel  négligé  par  M.  Kœ- 
nigs, M.  Grévy,  généralisant  le  problème,  envisage  l'équation  fonctionnelle 

relative  à  la  substitution  |^,  9(^)|,  qui  admet  le  groupe  circulaire  limite  ^7^, 

11  montre  que  cette  équation  a  /i  solutions;  chacune  d'elles  coïncide  dans 
1rs  domaines  respectifs  de  x^,  a?,,  ..  .,^]^_i  avec  une  solution  des  équations 

P.(5)/(z)-4-    P,(iï)/(s,)    -f-.-.-f-    ^Az)f{z,^)     =0, 

P.(5,)/,(S,)-+-P,(2.)/,(54^,)-f-...4-P„(5,)/,(5„4^,)=0, 

• » 

Po(  ^i-l  )/ik-l  (  -k-l  )-+-••  --^   Pn(n-1  )/l-l  ( -Hk+l-,  )=  0, 

les  fonctions  dont  l'ensemble  forme  une  solution  devant  correspondre  à  une 
même  racine  de  l'équation  caractéristique  commune  à  ces  k  relations. 

Ko  somme,  tous  les  résultais  que  l'auteur  avait  trouvés  pour  la  solution 
i:énérale  et  pour  les  relations  entre  différentes  solutions  dans  le  cas  de  la  con- 
vergence régulière  subsistent  pour  la  convergence  périodique. 

Los  applications  géométriques  développées  par  M.  Grévy  sont  de  deux  sortes  : 
les  premières  se  rapportent  à  la  détermination  d'une  courbe  définie  par  une 
équation  fonctionnelle  entre  les  abscisses  et  les  ordonnées;  c'est  le  problème 
«inalogueà  celui  de  l'étude  d'une  courbe  définie  par  une  équation  différentielle. 

La  seconde  série  d'applications  a  pour  but  la  recherche  des  propriétés  qui 
résultent,  pour  une  courbe  donnée,  de  la  considération  de  la  correspondance 
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2"  Dans  la  région  ^>"  il  "'y  ^  que  des  caractérUUqaet  imagistim, les  ^^"^^  ^ 
larilés  mobiles  sonl  toujours  non  caractéristiques  et  te  prête ■t—t  le  " 
lignes  absolument  arbitraires; 

3*  Dans  la  région  où  les  caractéristiques  réelles  et  isK^Mtret 
langées,  les  singularités  peuvent  être  non  caractérisUqueti  le  lottf  des 
arbitraires,  mais  peuvent  aussi  être  caractéristiques. 

Fabry,  —  Sur  les  points  singuliers  d'une  fonction  donnée 
son  développemeni  en  série  et  Pi  m  possibilité  du  prolongensp 
analytique  dans  des  cas  1res  généraux.  (367*399). 

Si  l'on  développe  suivant  les  puissances  entières  de  m — a  «tte  léselimi  ^v     — ^ 
lytique  donnée  de  la  variable  complexe  z,  le  cercle  de  coavergenee  pÊUi^^m 
général,  par  un  seul  point  singulier,  le  plus  Yoisia  dv  point  €ir. 

Si,  au  contraire,  on  se  donne  arbitrairement  la  série  Sa.s*,  de  façoii  to»-^^^" 
fois  que  le  cercle  de  convergence  ne  soit  ni  nul  ni  infini,  Il  fooetioa  xepréee^^n^  ^ 
par  cette  série  a  au  moins  un  point  singulier  snr  le  cercle  de  converfe^v^  -^^ 
mais,  en  général,  elle  en  a  plusieurs,  comme  l'a  montré  M.  Hidamaid  {JouM  ^'^fl 
de  Mathématiques,  4*  série,  t.  VIII). 

M.  Fabry  généralise  quelques-uns  des  résultats  obtenus  par  M.  Hadamarcf,  ^' 
il  en  déduit  de  nouvelles  méthodes  particulières  pour  rechercher  si  un  jh^^  "^ 
du  cercle  de  convergence  est  un  point  singulier. 

Parmi  les  propositions  auxquelles  il  parvient,  il  convient  de  signaler  les  dci 
suivantes  : 

1*  A  l'aide  des  coefficients  de  la  série 

/(  5  )  =  a,  4-  a,  5  -4- ...  -h  a,  5*  -h ... , 

dont  le  cercle  de  convergence  a  pour  rayon  1,  on  forme  l'expression 
/,v  ,  m  4- 1  ^  (m -T-i).  ..(/w -i- V) 


(/>-4-l)...(/?-r-v) 
1      p{p  —  l)...{p  ~  '4  -^i) 


t    m  '~-  •  r  m  (  m  —  I  ) .  .  .  (  wi  —  V  -+-  I  ) 

où  p  est  un  nombre  entier  variant  avec  //i,  de  façon   que  —  tende  \ers  1    ei 

mt 

v>Xm,  o<X</<i.   Si«=i  n'est  pas  un  point  singulier  de  /(  z),  la  limilr 

dm  '  .  , 

.  ,     ^   VM  ?•.(')  I  <^5l  plus  petite  que  I  ;  et  SI  relie  liniitf 

supérieure  est  1,  le  point  z  =1  est  singulier. 

Héciproquemcnl  si,  t  restant  fixe,/»  varie  de  façon  que  m—p  prenne  loute« 
les  valeurs  cnlières,  par  exemple  si  p  est  compris  entre  mt  ~  \   et   mt,  ei  » 


w 


z  —  I  est  un  point  singulier,    v  1  -•,(')!  a  pour  limite  supérieure  i:  si  celle  li 
mile  supérieure  est  plus  petite  que  i,  le  point  z  =  i  n'esl  pas  singulier. 

a*  ^^  étant  un   arc  variable,  soit  q  le  nombre  des  changements  de  signe 
U  parlie  réelle  a„  de  a^c^m'  lorsque  n  varie  de  m  —  \m  à  m-^\m.  Si.  p» 

une  suite  illiinilec  de  valeurs  de  m,  les  quantités  -     Llrt'    I  cl    -  tendent  v 

m      '    -»  '        ni 

zén>.  le  point  z  =  i  est  singulier. 

Dans  bien  des  eas.  les  méthodes  données  par  M.  Fabry  montrent  que  ton 
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qui  sont  conipalibleSf  donnenl  naissance  à  un  système  de  première  espèce, 
»nt  les  lignes  singulières  fixes  ne  peuvent  être  que  :  i*  les  lignes  singulières 
ss  coefficients  de  ces  équations;  2*  les  lignes  le  long  desquelles  toutes  les 
(uations  caractéristiques  ont  une  solution  commune,  et,  comme  cas  parti- 
ilier,  les  caractéristiques  isolées  communes  à  toutes  les  équations  données. 
Passant  ensuite  aux  systèmes  linéaires  complètement  inlégrables  de  seconde 
ipèce,  Tauteur  montre  qu'ils  jouissent  des  propriétés  qu'il  a  établies  anté- 
ieurement  pour  les  équations  linéaires.  Toutes  les  équations  qui  appar- 
ennent  à  un  système  linéaire  complètement  intégrable  de  seconde  espèce  ont 
a  commun  des  systèmes  de  caractéristiques  :  ce  sont  les  caractéristiques  du 
ystème. 

Dans  une  région  où  toutes  ses  caractéristiques  sont  imaginaires,  un  système 
e  seconde  espèce  ne  peut  avoir  que  des  intégrales  analytiques. 

Dans  une  région  où  toutes  les  caractéristiques  d'un  système  de  seconde 
spèce  sont  réelles,  les  intégrales  analytiques  ne  peuvent  avoir  comme  lignes 
ingulières  mobiles  que  ces  caractéristiques. 
Dans  la  région  où  le  système  a  toutes  ses  caractéristiques  réelles,  les  inté- 
rales  analytiques  ne  peuvent  avoir  comme  lignes  singulières  que  :  i*  les  lignes 
ingulières  des  coefficients  des  équations  donnnées;  a*  les  lignes  singulières 
elatives  à  Téquatitm  qui  fournit  les  caractéristiques  du  système;  3*  les  lignes 
e  long  desquelles  toutes  les  équations  caractéristiques  ont  une  racine  com- 
nune. 

Dans  la  même  région,  les  intégrales  analytiques  ne  peuvent  présenter  que 

les  points  singuliers  isolés  fixes  ou  des  points  singuliers   isolés  mobiles  sur 

les  lignes  singulières  fixes    Une  ligne  singulière  mobile  ne  peut  brusquement 

cesser  d'être  ligne  singulière  pour  une  intégrale,  suns  être  continuée  par  une 

autre   ligne    singulière,  qu'en    passant   par   un    point   singulier  isolé  fixe.  Le 

rontour  du   domaine   à    l'intérieur  duquel    une   intégrale    est   analytique    ne 

)eut  présenter  de  points  anguleux   dirigés   vers  l'intérieur  à   moins  que  ces 

oints  ne  se  trouvent  sur  les  lignes  singulières  fixes  ou   coïncident  avec  des 

>ints  singuliers  isolés  fixes. 

La  considération  des  lignes  singulières  fixes  d'une  équation  linéaire  conduit 

-urellement  l'auteur  à  se  poser  la  question  suivante  :  L  étant  une  ligne  sin- 

'ère  fixe  d'une  équation  linéaire  F  =  0,  peut-il  exister  des  intégrales  de  cette 

ition  analytiques  en  tous  les  points  d'un  domaine  traversé  par  L? 

solution  complète  de  cette  question  parait  extrêmement  difficile;  mais 

elassus  en  indique  une  transformation  qui  semble  devoir  y  apporter  une 

ification  considérable. 

ts  la  dernière  partie  de  son  travail,  l'auteur  indique,  sur  divers  exemples, 

igularités  d'une  nature  telle  qu'elles  ne  peuvent  se  rencontrer,  en  dehors 

nés  singulières  fixes,  que  le   long  des  caractéristiques;  puis,  recourant 

sultats  obtenus  dans  les  premières  parties,  il  arrive  à  une  proposition 

iiérale  qui  lui  permet  de  découvrir  une  infinité  de  singularités  de  cette 

rminant,  il  montre  comment  la  seule  considération  des  intégrales  ana- 
.  permet  de  séparer  nettement  les  trois  régions  que  conduit  à  distinguer 
ipprofondie  des  équations  linéaires  : 

is  la  région  où  toutes  les  caractéristiques  sont  réelles,  les  intégrales 
ies  ne  peuvent  avoir  comme  singularités  mobiles  que  des  singularités 
stiqucs; 


iS 
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;in- 


|Mi  (jL')  vl  par  (y)  des  sutfucos  dont  les  lif^ncs  <lc  courbure  admclteai  p^^^ 
lepri'scnlîilidii  si»lu''ri(nic  les  irscaux  A  cl  B,  par  (Ç),  (t.)  des  surfaces  adme^' 
laiil  des  réseaux  conjugues  parallèles  à  celui  des  surfaces  (C)  et  (D),  l'anlcB^ 
arrive  aux  propositions  suivantes  : 

1**  Apn's  deux  transformations  de  Laplacc  dans  un  sens  ou  dans  rautrCt  ^ 
surface  {a:)  se  lran>ft»rnie  en  une  surface  (^).  Inversement  une  surface   i.-^  ' 
se  transforme  en  une  surface  (x)\  par  conséquent,  dans  l'un  et  Tautre  c»*9 
lignes  de  courbure  se  tran>formt'nl  en  lignes  de  courbure; 

a"  Dans  les  mêmes  conditions,  une  surface  (^)  se  transforme  en  une    ^*^' 
face  (tj,  et  invtrrsement  ; 

30  Après  quatre  transformations  de  Laplacc,  dans  un  sens  oo  dans  Ta**  *" 
les  surfaces  (jt),  (  v),  i;),  (tj  se  transforment  en  surfaces  inalogoes. 

Des  réseaux  de  lignes  de  courbure  qui  se  transforment  en  réseaux  de  ff> 
nature,  fauteur  passe  ensuite  aux  con^ruenccs  de  normales  qui  se  cbangeo 
congrucnces  de  normales  uiirès  deux  transformations  de  Laplace. 

Lacour.  —  Décomposition  en  facteurs  de  la  fonction  6[<i'(2) — C5^  M* 

(4i5-4:>.o). 

Appli([iiant  à  cette  fonctiim  la  méthode  générale  qu'il  a  indiquée  précéiJ 
ment  {Ann.  tic  l'École  Aormnle,  i^oS)  pour  les  fonctions  à  multiplicat* 
constants,  M.  Lacour  parvient  à  la  formule  de  décomposition  : 

Lo.^  -^ "_1^ "" ^ILU'IS ''' ) - ""  ( -^ )-..-!/' (^^)-k:j 
,.  ii[«>  (c)-mV.(«)i+1v,„.    /-)_n.  (rt)], 

où  z\,  z', z'f,  dé>ignent  des  valeurs  de  z  <|ui  se  tléduiscnt  dlgébriquenv 

de  z^,  z,,  .    .,  c  ,  «l'une  part,  et  <ie  u  et  de  c,  d'autre  part,  d'après  une  règle  d  ^ 
l'énonré  géométrique  est  très  simple. 

Pclassiis.  —  lixleiision  dit  llicorèinc  de  Cauchv  aux  sjstùmes  f 
plus  «;<''n(''raiix  drcpia lions  aux  <Icrivccs  pai^lielles.  (^.\'X\'/\(S-^), 

Dans  un  Mi-inoirc  pn'«»riiic  eu  iS</|  ft  rVcadémie  <ies  Sciences  (  »Sai"cir^ 
vtraiiiivrs,  t.  \\\H),  M.  Ui.pii«r  a  èlaldi  par  d<-  solides  déductions,  dans  iB 
rireotïsiiiiKM'»;  ^niérah-s  cl  à  rrxi'lu>i«in  de  tout  cas  exceptionnel,  rcxi>tcnco  iM 
inlè^ralrs  li'iin  syshine  dilli'rrntiel  (]U(dcon(|uc. 

(hirli|ui'  riuoun*UM'  que  soit  cette  di'iiionsiration,   M.  Delu^sus  lui   reprocf 
d'être  très  compliquée  et  trè'i  artifiririit',  et  même  tie  ne  pas  ré'ioudre  la  que 
tion    aussi    complèlemeiii    i|u'il    est    piks>ilde    <lc    le    faire  :   les    intégrales   t   ' 
M.  Ui(]uier  suul,  vw  ellrt,  d<'>  séries  dont  une  infinité  de  ettcflicienls  sont  ail>    ^ 
lraire<,  et  il  serait  a  peu  près  impti>sii)le  de  grouper  des  cocfticicnts de  maniée 
.1  former  de>   {'«iiirtions  arbitraires   avant   des  relations  simples  a\ec  1rs  inl« 
;;rales  eliercln't's.  Orée  (|ui  fait  Titirèrêt  du  tliéttrème  de  (laucli\  sous  la  forii* 
rlas-»i(jue  que  lui  a  d«iniiée  M"-   Kowalevski,  c'est  «{ue  ce  tlH'orènie  ne  dénii»nti  '  * 
pas  'seulement    l'existi-nre  de^    intégrales,   mais    indii{ue  en   iiièni<*   temps   d*  " 
ffinetioiis  arbitraires  en  nombre   fini  (]ui  déterminent  ces  intégrales  d'une  mm 
nière  à  la  f«M>»  Nuiiple  et  i-«;mplète. 


rs 


lis 
e*» 
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points  du  cercle  de  convergence  sont  singuliers,  ce  (fui  permet  de  former  des 
séries,  beaucoup  plus  générales  que  celles  aciucliement  connues,  qui  ne  peuvent 
pas  se  prolonger  analytiquement  au  delà  du  cercle  de  convergence.  Il  semble 
d'après  cela  que  le  prolongement  d'une  série  donnée  a  priori  soit  en  général 
impossible,  tandis  qu'il  sera  généralement  possible  d'étendre  au  delà  de  son 
cercle  de  convergence  une  série  provenant  du  développement  d'une  fonction 
analytique  donnée. 

Giiichard,  —  Sur  les  surfaces  minima  non  euclidiennes.  (4oi-4i4)« 

On  sait  qu'on  appelle  surfaces  minima  non  euclidiennes  les  surfaces  qui 
admettent  un  réseau  conjugué  dont  les  tangentes  touchent  une  quadrique  fixe 
a  ppelée  quadrique  fondamentale. 

Rapportant  à  un  tétraèdre  conjugué  la  quadrique  fondamentale 

x]  -\- x\ -{-  xl -\-  XI  —  o, 

M.  Guichard  cherche  à  exprimer  les  coordonnées  homogènes  Ç,,  Çj,  Ç„  \^  d'un 
point  C  d'une  surface  minima  de  Cayley  en  fonction  des  paramètres  u,  v  qui 
restent  fixes  quand  on  se  déplace  sur  les  lignes  conjuguées  en  question. 

Soient  A(J7„  x^,  x.^^  x^)  et  B(^,,>'j,  y„  y<^)  les  points  où  les  tangentes  con- 
juguées en  C  touchent  la  quadrique  fondamentale,  D(Tj,,  t,j,  t,„  t^)  le  pôle  du 
plan  CAB;  le  point  D  décrit  la  surface  polaire  réciproque  de  C,  et  cette  surface 
est  aussi  une  surface  minima. 

Pour  représenter  les  diverses  coordonnées  or,  y^  Ç,  t„  l'auteur  donne  les  for- 
mules très  simples 

ôx  d?        ^^  ôv  (h 

ou  Ou  ou      "^  f)u 

ôx  f)o  ày  tH  ^ 

(h  ôv  i)ç       -^  ()\^ 


Ou  -^  Ou 

avec  la  condition 

ou  ds> 

«i'où  Ton  déduit  par  différentiation  les  deux  équations  que  vérifient  ^,,  l^,  ^;„  l^ 


f)u  fh' 


=  -c=î^ 


d»    f)\  _  f)-%  d9  f)\  _ 


f)u-       '  Ou  Ou       Ov'  Ov  Oi' 


Si  Ton  suppose  que  la  quadrique  fondamentale  soit  la  sphère 

J.2  -+-   V  -f-  C-    —  —   I, 

le»    réseaux   conjugués   dèc^rits   par    V    ot   U  sont   orthogonaux.   Kn   désignant 
Buii.  des  Sciences  mathéni.,  a*  série,  t.  XXIl.  (Jan\i(>r  iHyS.)  [{.•? 
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I>iii  {jL')  vl  |»«ir  (y)  (1rs  surfaces  doiiL  les  lignes  de  courbure  admeltenl  pott# 
roprt'MMiiaiioii  sitl)(''i'it]iio  les  réseaux  A  cl  B,  par  (^),  (r,)  des  surfaces  adnd^^ 
tant  (les  réseaux  roiiju^ués  parallèles  à  relui  des  surfaces  (G)  et  (U),  Paulrar^^ 
arrive  aux  propositions  suivantes  : 

i"  Après  deux  transformations  de  Laplacc  dans  un  sens  ou  dans  l'anlret  vm 
surfaec  (ur)  se  tran!:f«)rnie  en  une  surface  (y).  Inversement  une  surface  {y) 
se  transforme  en  une  surface  (x);  par  consctjuentt  dans  Tun  el  Tautre  caS|  les 
lip:ncs  de  courbure  se  transforment  en  lignes  de  courbure; 

a*  Dans  les  mêmes  conditions,  une  surface  (^)  se  transforme  eo  une  sur- 
face (t,),  et  inversement; 

3<*  Après  quatre  transformations  de  Laplacc,  dans  un  sens  oo  dans  l'aalre, 
les  surfaces  ( x),  (y),  (  ;),  (rj  se  transforment  en  surfaces  analogues. 

Des  réseaux  de  ligntvs  de  courbure  qui  se  transforment  en  réseaux  de  même 
nature,  l'auteur  passe  ensuite  aux  con^ruenccs  de  normales  qui  se  changent  en 
congruences  de  normales  après  deux  transformations  de  Laplacc. 

Lacour.  —  Décomposition  cufaclcursde  la  fonction  0[i/'(^)  —  (i/]. 
(iiTH-io). 

Appliquant  à  cette  fonction    la  méthode  générale  qu'il  a  indiquée  précédcni 
ment  {Ann.  de  l'Ècoie  \onnale,  i^^o'))  pour  les  fonctions  à  mulliplii'at«-ur> 
confiants,  M.  Lacour  parvient  à  la  formule  de  décomposition  : 

Lo"  ^J-1  ^ ^ ^~--  ''A V ^"  'l^- ^ ~ •♦  -^<"  (>)-^-<-J 

■---^^[u'  (c)-M^.(«)H-i2:fii,.,^(-)-ii..,^(rt)], 

où  z\,  z'. z'f,  désignent  des  \aleurs  de  z  (|ui  se  déduisent  algcbriquement 

de  z^,  z.,  .    .,  ^,,  «Tuiic  pari,  el  de  ti  cl  tie  z,  d'autr<'  part,  d'aprè*»  une  rèj;lc  dottl 
l'énoncé  f;ènmèlriqiie  e>l  trr>  >inipli'. 

I^elassus.  —  l^xtcnsion  (lu  llioorrmc  do  (laiicliy  aux  s^slrnics  les 
|)lii.s  ^(''ik'tiuix  (rr(|iiali()ns  aux  dcrivcos  parliflles.  (4.>  i-4^>"  ^• 

haiis  uti  Mènïoire  pn'-'irnlé  rti  iSjjj  li  rA<\t(lèmie  des  Sciencc>  (Sn^'ants 
clnini^crs,  l.  XWll),  M.  Kiniii«r  a  rial>li  par  d»'  solide<«  dè(iuctiiin>,  daii>  di-^ 
rircon''l,inres  j;«nèrah-^  et  à  i'exi'lusion  de  t«»ut  cas  exceptionnel,  l'existence  df» 
intégrale?»  «l'un  s>>t«'iiie  dilIiTentiel  ijuelcoiuju<*. 

(>uel«|ue  ri^<»nr<'u>e  que  s»»il  celle  deiiioii«.(ration,  .M.  Delassus  lui  reproche 
d'èlre  très  e(»n)plitinèe  et  lrè«s  artilieirlle,  v.\  mènit;  de  ne  pas  rè*outlre  la  que-»- 
tioti  au»i  complèieuH'iil  qu'il  est  pi»**sil»le  de  le  faire  :  les  intégrales  de 
M.  lli<]uier  sui»i,  en  eilei,  de>  délies  dmit  une  infinité  de  c<ieflicienl>  sont  aihi- 
IrairC"*,  et  il  seiail  à  peu  près  impo>sihle  de  grouper  des  coeftieicntsde  manière 
a  former  des  tonetioiis  arltilraires  axant  des  relations  simples  avec  les  iiitè- 
j:rH|es  •herehèc'*.  Orrr*  (pii  fait  rinrèr«M  <iu  théorème  de  Caucliy  sous  la  f»nnie 
ila>^iqint  «|ue  lui  a  donnée  M'  Ko\vaIev>ki,  e*e«»l  que  ce  théorème  ne  démontp* 
pas  srnieineiit  rexi^teiici-  (W-^  inlè^ralo,  mais  indique  en  même  temps  de» 
fiiix  tjniis  ai'itilrairr^  <>M  nomlire  Uni  (jui  déleiminent  ces  intègrtdes  d'une  ma- 
nii-re  à  Ki  foi-*  -simple  il  ('ouiplèti*. 
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('*est  à  ce  point  de  vue  que  M.  Dclassus  se  plîue  pour  reprendre  le  problème 
général  trailc  par  M.  Hiquicr.  Le  fondement  de  la  scdution  qu'il  en  donne 
est  le  classement  systématique  des  dérivées  partielles  d^un  même  ordre  d'une 
fonction  de  plusieurs  variables  et  remploi  d'un  cliungement  de  variables 
dans  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles.  Jusqu'à  présont,  on 
s'était  peu  servi  de  ce  dernier  procédé,  qui  semblait  condamné  à  de  fré<iuents 
insuccès.  En  efTct,  dans  le  cas  où  le  problème  avait  été  traité  par  M*"*  Kowa- 
levski,  on  supposait  les  équations  résolues  par  rapport  à  certaines  dérivées 
bien  déterminées.  On  a  dés  lors  été  conduit  à  chercher  si  Ion  ne  pourrait 
pas  toujours  arriver  à  ce  résultat  au  moyen  d'un  changement  de  Viiriables. 
Mais  M.  Bourlet  a  montré,  par  un  exemple  simple,  que  cet  artifice  ne  permettait 
pas  toujours  d'éviter  des  cas  exceptionnels. 

On  en  a  légitimement  conclu  que  la  forme  donnée  aux  équations  dans  le 
théorème  de  M"*  Kowalcvski  était  trop  particulière;  mais  on  n'a  pas  cherché 
s'il  existait  des  formes  réduites  un  peu  plus  générales  auxquelles  le  change- 
meot  de  variables  pourrait  conduire  sans  danger  d'amener  à  des  cas  d'excep- 
tion. Or,  et  c'est  là  le  point  capital  du  travail  de  M.  Dclassus,  de  telles  formes 
existent,  et  l'emploi  de  ces  formes  dans  la  transformation  du  système  permet 
de  retrouver  un  remarquable  théorème  de  M.  Tresse,  qui  a  fait  faire  un  grand 
pas  à  la  théorie  en  montrant  que  l'étude  d'une  infinité  d'é(}uations  diiïé- 
rentielles  simultanées  peut  être  ramenée  à  l'étude  d'un  nombre  fini  de  ces 
équations. 

Par  une  suite  régulière  d'opérations,  le  changement  de  variables  aboutit  ou 
bien  à  mettre  en  évidence  l'incompatibililé  des  équations  du  système  ou  bien 
à  obtenir  une  forme  canonique  complètement  intégrable  d  après  le  théorème  de 
M.  Tresse,  dont  voici  l'énoncé  précis  :  «  Un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  étant  défini  d'une  façon  quelconque,  ce  système  est  forcément  limité, 
c'est-à-dire  qu'il  existe  un  ordre  Gni  s  tel  que  toutes  équations  d'ordre  supérieur 
à  s  que  comprend  le  système  se  déduisent  par  de  simples  diirérentiations  des 
équations  d'ordre  égal  ou  inférieur  à  «.  » 

Cette  forme  canonique  de  .M.  Delassus,  plus  simple  que  celle  de  .M.  Hiquier 
et  absolument  générale,  sert  de  base  à  tous  les  raisonnements  que  l'auteur 
développe  relativement  à  Texistencc  des  intégrales.  Il  ne  rherche  pas  à  dé- 
montrer directement  la  convergence  des  séries,  ce  qui  serait  assurément  pos- 
sible, mais  non  sans  de  très  pénibles  calculs.  Il  se  sert  de  cette  propriété 
remarquable  de  sa  forme  canonique  :  l'intégration  d'un  système  canonique 
de  m  variables  se  ramène  à  l'intégration  successive  de  m  systèmes  de  M"*  Kowa- 
levski,  contenant  respectivement  i,  3,  ...,  m  —  i  variables. 

C'est  en  partant  de  cette  propriété  et  par  l'application  successive  du  théorème 
de  Cauchy  que  l'auteur  par\ieiit  à  un  théorème  analogue  à  celui  de  Cauchy, 
qui  s'applique  à  tous  les  systèmes  complètement  intégrables,  c'est-à-dire  ayant 
des  solutions,  démontre  rexistencc  des  intégrales  analytiques  et  détermine  les 
fonctions  et  constantes  initiales,  en  nombre  tini,  dont  dépendent  ces  intégrales. 

Voici  l'énoncé  du  tlié(»rème  de  M.  Delassus  <|ui  implique  la  notion  de  cer- 
tains nombres  /ondamen (aux  y<^,  y, yj„  dont  la  définition  est  trop  com- 
pliquée pour  trouver  place  ici,  mais  dont  la  signification  résulte  clairement 
de  cet  énoncé  même  : 

*c  Soit  £"  un  système  canonique  c<»niplètement  inlégrable  d'équations  aux 
dérivées  partielles.   Soient   C*  les  dérivées  d'onire  inférieur  ou  égal  à  /i  qui 
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irriilrcnl  |iiis  dans  les  premiers  nieiiibrc!^,  cl 

r«.  Vr    •••»   ri,.,      ('  =  i,a ç) 

les  nombres  fonduiiKMitaux  de  £". 

honnons-noiis  arbitrairement  les  fonctions  de  X|,  d?),  ...,  x,  analytiques  rn 
jT^,  07°,  ...,  Xmf  aiixi|u('llcs  se  réduisent  les  fooctioDs  z.  pour  lesquelles  on  a 

Puis  les  fonctions  de  x^.  x^  ...,  x^  analytiques  en  x\j  ...,  4rl  auxquelles 

se  réduisent 

-       .-    ,     ...,     

pour  j,  —  x*\\ 

Puis  les  fondions  de  ^.,  ...,  â:^  analytiques  en  j;*,  ...,xSi  auxquelles  se 
réduisent 

pour  j*,  r=  xj,  J*;.  —  j:*,  ...  : 
Knfin  les  fonctions  de  x„,  analytiques  en  x*n  auxquelles  se  réduisent 


pour  .r,  -  j',',  X,    ■  x'[ J*,,,.  ,  -.  Xm  t. 

dos  roiirtioiis  initiales  détermineront  immédiatement  les  valeurs  initi.ilrs 
;pimr  x^  —  x%  X.  x'\  . .,  .r,„  -  x*^)  d'un  certain  nombre  de  dérivée^  C.  i  >n 
>e  diiniu"  arbitrairement,  en  dernier  lieu.  1rs  ccuistantes  auxquelles  >e  n''-dui<riit 
toutes  les  autres  derixées  ()'  pour  x^--.  x'I *r^  —  Xm. 

Si.au  vojsiiiaue  di*  x^,  j!] Xm  et  des  valcur>  initiales  de  C,  les  scrimds 

membres  des  équalioiiN  de  1"  sont  des  fonctions  analytiques  de  «r,.  x, j-^, 

et  des  (V,  il  e\i<li'  un  et  un  seul  système  d'intésrales  z^,  z..  ....  c_,  anal\lii|ues 

eu  x'I J'!'.,  \eriliant    loute>  les  équation^  du  >\'»téme  l**   et  satisfaisant  à 

t»»ules  b'"»  e«>iidition«<>  inili.ile>  ei-ilessus.  h 

r.e  tlié«»rème  donne  une  Ni^|liti4-alion  très  simple  aux  ni»mbres  fniidaiiieii- 
t.iux  ^-  :  eha.iue  ineonnue  z  inlrtiiluit  dans  rintè::rale  générale  f'  fum  ti<in<» 
arbitrairi'>  ib*  nt        ;i  x.iri.ddes. 

>i  l'on  eoiixieut  ib*  d»Hi;;ner  par  arltitrttirvs  tiv  grnre  \x  les  fonctions  arlu- 
lr.Mre<>  di>  ;a  \  an. ilib-».  on  xnit  i|ne  l'intésirale  générale  d'un  système  d'équatiuns 
.1  /;/  \aM.ibie«>  «ontiiiit  de^  arbitraires  qui  ne  sont  pas  toutes  du  mènic^enrc: 
II-  i:«'ure  p»iit  x.nnr  de  .•  \  loii^t.inte"  arbitraires"»  à  m.  (Vesl  dans  ce  résultat 
i|Ui'  doii  lire  (  lu-u  brr  la  \entabie  laisnii  de  <*e  fait  i|ne  tout  système 
de  ./  f.|nalioi)H  à  i/  ineoiiiiuf^  ne  peut  p.ts  iiidjiinrs  ètrr  ramené  par  un  elian- 
:;.'iiivnr  «Ir  xan.iblt-.  a  l.i  |.«rnir   de  M"     Kow.ilexski;  en   ellet.  tout  s\ni,'.hh.  de 
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M"**  Kowalevskif  à  m  variablcsi  ne  conlicnt  dans  son  inlcgralc  générale  que  des 
arbitraires  de  genre  m  —  i. 


Kontené.  —   Expression  de  la  quanlilé  p{u\-\- Ui-\- - . '-\- u-m) 
au  moyen  d'un  pfaffien.  (4^9-487). 


Posant 


(<»  3)  =  4p(m,-+- WjXp,  — Pj),      r,  =  rw„      r>2  =  pw2, 


et  désignant  par  A  le  déterminant  de  Vandcrmondc  (]ui  esl  le  produit  des  quan- 
tités Pt—p,,  l'auteur  établit  la  formule  d'addition  suivante  : 


A  X 


p(M,-+-M2 


«2-)  =  7 
4 


O  (I,    2) 

(2,    I  )  C) 

(3,  I)       (3,  a) 


(•,3) 
(3.  3) 


o 


(3/1,    l)       (2/î,   2)       (3/1,   2) 


(l,    2/1) 
(2,   2/1) 

(3,  2/1) 
o 


[p?-'-Pi.  •••»  Pi;  P7'  "M  'V 


où  la  quantité  placée  entre  crochets  au  dénominateur  désigne  un  déterminant 
d'ordre  2/t  représenté  seulement  par  sa  première  ligne  horizontale,  et  dont  les 
diverses  lignes  se  rapportent  aux  indices  i,  2,  ...,  2/1. 

Le  déterminant  dont  la  racine  carrée  figure  au  numérateur  est  un  détermi- 
nant symétrique  gauche  d'ordre  pair  et  par  suite  un  carré  parfait,  sa  racine 
carrée  est  un  pfaffien  et  l'on  peut  écrire  en  précisant  le  signe 


p(w,-h£/2-4-...-4- W3J  =  7 


I    A  X  2(i.  2  )(3,  4)-' •(  2/1  —  1,2/1) 


^      LJ^?--p«'  •••»  r',;  P7»  •••»  ']- 


On  peut  remplacer  le  second  membre  de  cette  formule  par  un  covariant 
relatif  à  une  fonction  elliptique  du  second  ordre,  à  pôles  distincts,  avec«  pour 
somme  des  pôles,  et  qui  a  les  mêmes  périodes  que  pu. 

Celte  fonction  elliptique  xl  — h  v ]  étant  délinie  par  l'équation  différentielle 


si  Ton  pose 


cix 


—  ^\„x^-^  \  A,J7'-|-  (iAjX--!-  4  AjJ7-h  A,, 


I',3  =  S-^x]  j:]  -4-  2  V ,  j-, x^ ( x, -H  J7^ )  -h  A;j ( x\  ->f  x\-\-  ix^x.^) 
-f- 2  A.,  (J7, -H  Xj) -T- Ap 


et 


1 ,    ?  ] ^= ! 


A  —  (JT,  —  Xj). 


on  aura  la  formule  qui  est  l'objet  principal  du  travail  de  M.  Kontené 


p(Wi4-*/.  r-...-r-  //.„  -  ns)    -   , 


I    A  X  ![!,    >1|3.  '|]...[.?/i  — I,  'in\ 
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Supplément. 

Beudon.  —  Sur  les  syslèmcs  d'équatioQS  aux  dérivées  parUelli 
dont  les  caractéristiques  dépendent  d*an  nombre  fini  de 

mètres.  (3-5 1). 

Dans  le  cas  des  équaiions  aux  dériféet  parUellet  da  pnnier  ordre  à  ■■»■ 
foficiion  inconnue,  la  réiluctiou  à  ua  iyitéme  d'éqvatioat  diféreali«ll«  otdi^ 
unircs  est  un  prublâroe  résolu  aujourd'hui  avec  one  alMolne  perCectioa. 

Dans  le  cas  des  équations  d'ordre  supérieur,  la  recherche  dei  caa  oh 
réduciion  est  possible  n*a  pas  fait  de  progrès  aoMl  eoasîdérablea.  S'iaspinai 
d*un  travail  fondamental  de  M.  Darbous  sur  la  qaeatîoa,  H.  Beadoa  s* 
trouvé  conduit  à  se  poser  le  problème  suivant  :  «  Déienniner  ci  étadier  les 
systèmes  dilTérenticIs  dont  les  caractéristiques  dépendent  d'an  nombre  fini  de 
constantes  arbitraires  ».  Le  cas  où  il  y  a  plusieurs  fonctions  se  ramène  à  celui 
où  il  n*y  en  a  qu'une  seule,  grâce  à  un  tbéorème  de  M.  Riquier. 

Dans  la  première  Partie  de  son  travail,  M.  Beudon  généralise,  d'après 
Sopbus  Lie,  la  notion  d'élément  et  de  multiplicité  d'éléments  dans  l'espace  à 
#1  +  1  dimensions,  et  il  indique  leur  principale  propriété.  Il  rappelle  ensuite 
les  résultats  auxquels  est  parvenu  M.  Riquier  sur  l'existence  des  intégrales  dans 
les  systèmes  ditréi-entiels,  et  il  ap|>lique  ces  résultats  aux  systèmes  qu'il  se  pro- 
pose d'étudier. 

La  deuxième  Partie  est  consacrée  aux  systèmes  dont  la  solution  ne  renferme 
qu'une  fonction  arbitraiixs  l'auteur  ramène  l'intégration  de  ces  systèmes  k  celles 
d'équations  diiïérenticlles  ordinaires. 

La  troisième  Partie  est  réservée  au  cas  général;  M.  Bcndon  y  met  en  évi- 
dence les  analogies  des  systèmes  étudiés  avec  les  systèmes  d'équations  du 
premier  ordre  en  involutiun. 
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Tome  WIV:  iScju  (»). 

Uajf'y,  —  Sur  «Iriix  classes  de  surfaces  analogues  aux  surfaces 
létraédralcs.  (■>,-i()). 

On    sait    qu'iMi    upprllc  surfaces  tt'tni .'Jtd/i's  les  surfaces  rcpréitciitces  en 
coorilunnccs  l'arloii'iiiiCH  par  lo<«  furiiinli's 

w    ■■   \.\  u  —  (i)"*{\r  -    a )"\ 
y       \\{u  —  b  I  •vv  —  0)^, 

z    -  r.  (M  —  <•!■"{  V-  —  r  )••. 


\'  I  \mii-  /iul/ctin.  \\I..  p    l'i' 
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et  il  est  bien  connu  que  les  courbes  u  =  const.  cl  v  —  const.  tracent  sur  ces 
surfaces  un  réseau  conjugué. 

M.  RafTy  se  propose  de  déterminer  toutes  les  surfaces  définies  par  les  équa- 
tions plus  générales  : 

x  =  U,(ii)V,(i>), 

.v  =  U,(u)V,(v), 

et  telles  que  les  courbes  m  =  const.  et  v  =  const.  forment  un  réseau  conjugué. 
Il  trouve  comme  solutions  de  ce  problème  trois  classes  de  surfaces  : 
1*  Les  surfaces  bien  connues  que  représente  Téquation 


=n=Mg)> 


1*  Une  classe  de  surfaces  déjà  rencontrées  par  M.  Sopbus  Lii*  et  représenlécs 

par  les  formules 

r  U  du         r  V  dv 
logx  —  / h  /  » 


r  U  du         r  \  dK- 

^•^     J    u  -!-  b     J   ^  -h  0 

r  \j  du      r  V  f/i' 

log  z-  \ '-  /  ; 

°  J     u  -r-  C        J     V  -i-  C 


3*'  Une  classe  nouvelle  de  surfaco,  uin>i  (léliiiic 

I 


7     .  r\dv 

b,^v''=  b.gM-  /     — -^• 

1     -     1  r\dv 

lOilZ*    —  lofi«-+-  /    » 

^  /      4.'  -h  c 


et  dépendant  d'une  fonctiou  arbitraire  V(v')  et  de  trois  constantes  r?,  b,  c. 
Pour  ces  trois  classes  de  surfaces,  ré(|uation  des  lignes  asyinptotiques  est  de 

la  forme 

V{u)du-=*P{v)dv-. 

On  obtient  donc  ces  asymptotiques  par  deux  quadratures. 

A  la  rechercbe  de  ces  surfaces  s'en  rattache  immédiatement  une  autre  :  celle 
des  surfaces  que  leurs  cylindres  circonscrits  parallèlement  à  un  plan  ii\o 
touchent  ^uivant  des  courbes  planes,  dont  les  plans  passent  par  une  dmite  fixe. 
Ces  dernières  sont  toutes,  comme  le  montre  M.  HalTy,  les  enveloppes  des 
cylindres  ayant  pour  é<iuation 

z  -r-  a  y  — /(  J7,  a), 

uù  la  fonction  /  admet  Tune  des  deux  formes  suivantes  : 

/(.r,  a)    z  A(a)\(x), 
f(x.  fi)  -   (  mu  i-  n)\( t)  -'.-  ( px  <   f/)  \(  r). 


24  SECONDE  PÂliTlE. 

les  tk'ux  fonctions  A  cl  \  clani  arbitraires,  ainsi  que  les  quatre  constantes  m, 
/i,  /?,  7. 
Les  asymptoliqucs  de  chucune  de  ces  surfaces  sont  encore  déterminées  par 

deux  ({iiadratures. 

Zaremha.  —  Contri billion  à  la  théorie  de  la  fonclion  de  Green. 

(i()-ii4). 

Soit  G{x^y,  z\  x\  y' y  z')  la  fonction  de  Green  relative  1  un  domaine  I>, 
limité  par  une  surface  convexe  S  admettant  en  chacun  de  ses  points  des 
rayons  de  courbure  déterminés.  Si  Ton  désigne  par  d  la  plus  grande  distance 
de  deux  |)oiiiis  pris  sur  la  surface  S  et  para  la  limite  infôrieare  des  rayons 
de  courbure  de  la  surface  S  en  un  point  variable,  l'intégrale 


///"lëi ---■-■ 


étendue  à  tout  le  rbunaine  l>,  est  inférieure  ù  un  nombre  N,  qui  dépend   uni- 
quement de  la  surface  S  et  (]ui  tend  vers  zéro  lorsque  S  varie  de  façon  que  d 

tende  vers  /.éro,.  le  rapport  —  ne  dépassant  jamais  un  nombre  fixe  M. 

Michel.  —  Courbe  d'ombre  sur  une  surface  particulière  du  qua- 
Iriùine  ordre.  (i>()-28). 

Soient  une  surface  S,  un  point  O  et  la  normale  ON  en  ce  point.  Si  Tim  ima- 
gine toutes  les  s<'ctions  planes  de  la  surface  ({ui  passent  en  O^  et  si  l'im  prenil 
en  ce  point  les  centres  de  courbure  de  ces  sections,  le  lieu  des  puint>  ain>i 
obtenus  est  une  surface  X  du  (|uatriémc  ordre. 

M.  Micliel  fait  voir  que  le  lieu  des  courbes  d'ombre  déterminées  sur  loufr> 
le>  snifiK'e-i  X  pa-isaiil  vu  (),  cl  ayant  OM  pour  droite  double,  par  un  p<iinl 
himineu\  de  l'ctlc  droiti!,  est  une  surface  de  réxolulion  autour  de  ON,  dunt  la 
méridienne  ot  une  slrophoùie  di»»ile. 

Aditni  (P.).  —  Siii'  mi  probli'ino  de  déforrnalion.  ^  y.S-oj  ). 

M.  Gour<al  a  lé^nlu  li-  prohléiiie  suivant  :  u  Trouver  la  surface  iii  plus  ut'Oé- 
r.dt:  (S)  •*u•^(■«•J)lll^l^■  de  >e  déformer,  dr  laçini  qu'une  scrie  de  st-clions  pLinr^, 
di»nl  \r>  pLui-^  <i)iil  p,ir.il!r:le>,  se  eharj;;e  en  une  M'rie  de  sections  planes,  dunt 
b-«i  pI.Mi'»  soii'iil  p,uallrlr«:.  »> 

l'.n  mriiii-  l.'Mi|>s  qiir  h  >  éiju.iliMus  de>»  ^urfarC'.  (S)  il  a  donné  «elles  di's 
siirl.iccs  (S)  ajipiii'abics  mm"  (S),  de  manière   à    sati>l'aire  à  l'énonci*  du    pro- 

l»lrm«". 

La  <N'f«»rmalinii  qur  >nliit  la  sm-farr  (S),  j^oiir  piisM-r  aux  surfaces  (  S' ),  pn-- 
sciiti"  un  «•.iratliTi'  iiili'r«'s-anl ,  que  M.  1*.   Vdaiii  met  en  évidrnce  : 

«  l'an^  l«;  pa>>ai:«*  dr  la  surlitii'  (S)  à  <('s  a  "•.o»' »»'«••;  (S),  ii>  direelricc'» 
|ii  «'iiiiciil  l.i   m."riK-  MiiM  ^-■^illH  de  formo  quand  on  i'Iiaiijje  le>  piiili!>  di-  (S;   ... 

hc  nirrin',  •■  iliii-  h'  pa'-^.iu»"  dr  (S)  à  •«(•<  a^xM'ii-rs  (S*;,  Irs  pr.dîU  pr«'nni.Mil 
la   ini"iii.    -lier. --|., Il   .|.-  Ii.nipx  i|iiaii>i  "ii  tiiaiiut    le-  «limlricr-  ijr  (S)    ■. 
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Appliquées  aux  surfaces  moulures  de  Mongc  el  aux  surfaces  de  translation, 
celle  proposition  générale  donne  les  théorèmes  suivants  : 

I*  Pour  toutes  les  surfaces  moulures  ayant  le  même  profil  qui  se  déforment 
en  restant  des  moulures,  le  profil  passe  par  la  même  succession  de  formes  que 
s*îl  était  le  méridien  d'une  surface  de  révolution  d'axe  perpendiculaire  aux 
plans  des  directrices  des  moulures  qui  se  déformât  en  restant  de  révolution; 

2*  Si  une  surface  de  translation  à  génératrices  planes  se  déforme  en  gardant 
sa  définition,  les  génératrices  de  l'un  quelconque  des  deux  systèmes  passent 
par  la  même  série  de  formes  quand  on  change  celles  de  Tautre  système. 

Celte  propriété  appartient  d'ailleurs  à  une  surface  de  translation  quel- 
conque. 

Lindelôf,  —  Sur  les  équations  homogènes.  ('^j-Sp). 

L*inlégralion  du  système 

•^  =  Y.--r.V„^i        ('  =  »»  2,  ...,  n) 
revient  à  la  recherche  des  intégrales  homogènes  du  degré  zéro  de  l'équation 


où  l'on  a  posé 


^HA\  "^n-tX  '^nil 


Cl 

X,(x, ^«^.,)  -  x';;^,\,{y, yj. 

Ce  résultat  est  la  généralisation  d'un  théorème  de  M.  Darboux  sur  les  équa- 
tions différentielles  à  deux  variables. 

Touche.  —  Calcul  de  la  résistance  des  tluides  à  un  disque  mince. 
(39-42). 

(Jo  disque  mince,  se  mouvant  dans  un  (luidc  indéfini,  ne  transmet  pas  son 
impulsion  à  toute  la  masse  (liiide;  dans  l'intérieur  du  cône  dont  l'arète  est 
inclinée  de  34  degrés  sur  l'axe  du  disque,  il  reste  une  portion  de  celle  masse 
qui  n'est  pas  influencée  par  le  mouvement  du  solide. 

La  pression  sur  l'unité  de  surface  à  Tavunl  du  dis(iue,  lorsque  celui-ci  se 
déplace  dans  l'air  avec  la  vitesse  de  i*",  est 

^  (1  —  siirH'i»)  =  o''»f^o'|53of)i, 

p   élanl  la  densité  di\isée  par  la  valeur  ^  de  la  pesanteur. 

A  l'arricrc  du  disque  mince  on  a  une  poupe  (luidc  forinco  des  tourbillons. 
Si  i'i  est  la  vitesse  à  l'extrémité  du  rayon  d'un  tourbillon,  V  la  pression  à 
l'extérieur  du  lourbillon,  P,  la  pression  au  centre  la  dépression  à  l'arrière  du 


2G 
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disque  c»\ 


P-P,=  P,i.;; 


clic  est  indcpcmiantc  du  rayon  du  tourbillon. 

Kn  appliquant  au  eus  do  l'air,  on  trouve  pour  la  dépression  o^*,o3o6 
cette  dépression  à  l'arrirrc  du  disque  s'ajoute  i  la  pression  de  Tavant 
former  la  résistance,  qui  cM  ésalc  à  o''»,o(>59i86. 

Coursât.  —  Sur  les  lignes  asjniploli(|iies.  (43-5i). 

M.  Lclicuvre  a  montré  {lUilL  des  Sciences  mathématiques,  1888,  p.  1 
(|ue  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  rapportée  k  ses  asymptotiqu< 
^  sont  données  par  les  formules 


jft^ 


=-A'.£--'.S)"-(''S-'-S)* 


OÙ  Op  0;,,  0,  sont  trois  intégrales  particulières  d*unc  équation  linéaire  à  inv 
riants  égaux 


(0 


--  aO. 


On  peut  déduire  d<î  ces  formules  une  infinité  de  surfaces  iM>ur  lcs<pK-llt  s  1.» 
c<innail  les  cxpre«»>ions  des  coordonnées  x*  v.  z  en  fonction  des  piiraméln's  ;> 
^^  des  lignes  as\mptoii(|iics  >ans  aucun  signe  de  quadratun'.  Il  suflii  pourcel.»^ 
comme  le  fait   voir  .M.  (joiirsat,  <le  partir  d'une  é(|uation  (i)  iiitègralde  p;ir  I  ^ 
iiiélhiMle  de  Laplare. 

Jiifjly-   —  Siirluccs  rapporlcM's  à  tiii    rt'seaii   <*(uijii;;iié    iiziiniilai 

(r)i-j(r). 

L'auteur  étudie  quelques  applications  d'im   Msirine  <le  cnnidoiiofcs  ciirxi-- 
liune^i  qui  iléi-ive  de  cette  |)rc>|»n.silioii  tlin*  à  M.  K(i'iiig>  :  «   Le»  sectimis  f.iitc--^ 
dans    une  Mirlaci'   p.ir  dos  jdaiis   conirnant  une  dri)ile   fixe   el   le*.   conrln''»  d--* - 
contact   «les  c«tnrs  circou>«'rils  qui  ont  leur^  >umniet>  sur  celle  droite  fornuiit  ^ 
un  rr>e.iu  cunjiig-ué.  » 

\|)ré*«  aNoir  rlaldi  l«"^  roriiiuics  ::én('-ral<-s  permrllant  de  r^qq^orter  luic  *>iii 
f.ici'  .m\  riiurlM--i  d'un  t(^l  i-é^»MU,  (|u'il  appelle  rvscau  runjui;ut'  uzitunhil . 
M.  K.iH'v  .i|q>lii|ii<'  «  >-^  fiiriiniii's  à  la  di.-tci'iiiin.ilioii  d  -h  stiitai  e«  ilt-  J<ia<  liiin>lli.d, 
dont  il  rxpriiMt'  Ir^  i-«Mi|-di)nii('(-s  <-\]iliril«-iiiriit  rt  >*an»  quadrature,  cl  «i  la  di- 
tri'niinalii>n  d«'<;  Nii|-|'i<(-(.'^  qui  ]ir('-'>eiit(-nt  un  ré>eau  conjugué  a/imulal  à  in\d- 
riaiils  é^.iux  :  {'«'qualion  do  ces  dmiii-ic:»  e^-l 


y 


.r  /•(  •     )    ■    I- 


)■  .. 


i-  •!•  I        I 


"Il   /     r.  q»  I  l'pi  •  ^nifriii    \vn\s  ImiiiI  iiiii>  ai'i)ih  .lii'i  o. 
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PetroK'ilch,  —  Remarques  algébriques  sur  les  fonctions  définies 
par  les  équations  diflerentielles  du  premier  ordre.  (58-8o). 

L'auleur  présente  une  suite  de  remarques  concernant  les  valeurs  réelles  de 
la  variable  indépendante  x^  pour  lesquelles  les  intégrales  d'une  équation  difTé- 
rcnticlle  algébrique  du  premier  ordre  peuvent  prendre  des  valeurs  données  à 
l'avance  et  qu'on  peut  toujours  supposer  égales  à  zéro  ou  à  l'infini. 

Dans  un  Travail  antérieur,  M.  Petrovitcb  a  donné,  sous  une  forme  pratique, 
les  conditions  nécessaires  et  sufiisantes  pour  que  les  zéros  ou  les  infinis  de 
l'intégrale  ne  varient  pas  avec  la  constante  d'intégration,  et  un  procédé  simple 
pour  calculer  les  ordres  des  zéros  et  des  infinis  .mobiles.  Soit 

1=.* 


F(j^.  y.  r')  =^  ?/(^)r'"'r"*» 


1=1 

un  polynôme  en  y  et  ^',  où  les  9,(x)  sont  des  fonctions  quelconques  de  J7.  On 
formera  le  tableau  de  2j  nombres  entiers  et  positifs 

et  l'on  tracera  dans  le  plan  deux  axes  :  sur  l'un  on  comptera  les  M„  sur  l'autre 
les  N,,  et  l'on  marquera  les  *  points  (M-,  N-).  Par  le  point  le  plus  rapproché 
et  par  le  point  le  plus  éloigné  de  ON,  on  tracera  une  ligne  polygonale  brisée 
dont  les  sommets  sont  les  points  (M,,  N-)  et  telle  qu'aucun  point  (M^.,  N-)  ne  soit 
au-dessus  d'elle.  Cela  étant  : 

!•  Pour  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  diiïérentielle  F(j7,  y^  y')  =0 
ait  des  zéros  mobiles  d'ordre  \  il  faut  et  il  suffit  que  la  ligne  polygonale  de  F 
ait  un  côté  de  coefncient  angulaire  \\ 

2*  Pour  qu'elle  ait  des  infinis  mobiles  d'ordre  ^,  il  faut  et  il  suffit  que  le  poly- 
gone ait  un  côté  de  coefficient  angulaire  —  \. 

IVaprès  ces  théorèmes,  si  le  polygone  de  F  n'a  pas  de  côté  à  coefficient  angu- 
laire positif,  les  zéros  de  l'intégrale  ne  varient  pas  avec  la  constante  d'inté- 
gration. Mais  s'il  y  a  de  tels  côtés,  ces  zéros  varient  avec  la  constante,  et 
Fctude  en  est  impossible  dans  le  cas  général.  C'est  dans  ce  cas  que  les  remarques 
présentées  par  M.  Petrovitch  peuvent  présenter  quehjue  utilité. 

£}^ Ocagne.  —  Sur  la  représentation  nomographique  des  équalions 
du  second  degré  à  trois  variables.  (81-84). 

Soit  l'équation  du  second  degré  à  trois  variables  la  plus  générale 

(  -f-  a  Cj  a,  -h  2  c,  a,  +  3  c ,  a  j  -^  d  —  o. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cette  équation  soit  re|>résen- 
table  par  un  abaque  formé  d'un  système  d<*  cercles  et  de  deux  systèmes  de 
droites  parallèles  est  que  l'équalion  (i),  où  les  variables  a,,  a^,  a,  sont  prises 
pour  coordonnées  courantes,  définisse  une  surfare  coupée  par  l'un  au  nioin> 
des  plans  coordonnés  suivant   une  ellipse,  réelle  ou  imaginaire. 
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Maillet,  —  Note  sur  les  groupes  de  substitulions.  (85-96). 

M.  Maillet  donne  d'abord  quelques  indications  sur  les  sotis-groapes  transitifs 
des  isomorphes  holoédriques  des  groupes  symétriques  ou  alternés. 

Il  indique  ensuite  une  relation  entre  le  degré,  la  classe  et  Tordre  de  certains 
groupes  primitifs  :  si  G  est  un  groupe  primitif,  une  seule  fois  transitif, 
d'ordre  g.  de  degré  n  et  de  classe  u,  on  a 

gu  ^  1  "  . 

L'auteur  énonce  en  terminant  quelques  propriétés  des  groupes  transitifs  de 
classe  c/,  e  et/  étant  premiers  et  impairs. 

D'Ocagne,  —  Théorème  relatif  aux  abaques.  (98). 

Toute  équation  représcntable  par  trois  systèmes  du  premier  degré  de  droites 
isoplèthcs  est  de  la  forme 

A  a,  a,  1.1  -h  A, 2  a,  a^  -h  A^;,  aj  a ,  -h  Aj,  Xj  a,  -h  A,  a,  -h  A,  «j  -+-  A3  «3  -H  Ap  =  o, 

mais  ce  n'est  pas  l'équation  la  plus  générale  de  ce  type.  Le  caractère  algé- 
brique de  ces  équations  est  le  suivant:  le  discriminant  de  la  forme  du  premier 
membre  rendue  homogène  est  positif. 

Dans  le  cas  où  A  =  o,  l'équation,  où  l'on  considère  a,,  04,  s,  comme  des  coor- 
données courantes,  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Mangeot,   —   Sur   une  manitTc   de   représenter  le  rapport   des 
deux  courbures  d'une  courbe  gauclie.  (g8-ioo). 

Lorsqu'un  point  se  déplace  sur  une  génératrice  G  d'un  cône  qu*elconque,  le 
raxon  de  courbure  principal  du  cône  en  ce  point  varie  proportionnellement  à 
sa  distance  au  souimel  du  cône,  et  le  coefficient  de  proportionnalité  est  égal 
au  rapport  de  la  prcinir-rc  à  la  second»;  courbure  d'une  courbe  quelconque  ayant 
dos  tanjxcMles  |)arallèles  aux  génératrices  du  cône,  ces  courbures  étant  rela- 
tives au  point  où  la  tangente  est  parallèle  à  G. 

L'auteur  indique  quebjucs  consé(juences  de  ce  théorème. 

Duport.  —  Mémoire  sur  la  constitution  des  atomes  et  sur  laclion 
de  la  nialièie  sur  la  maliorc.  (io:i-i3'2). 

Les  at«>me-i,  étant  (Ic^  parcelles  do  matière  continue,  peuvent  être  considères 
connue  fluides  ou  coninie  solides.  M.  Duport  discute  l'Iiypotlièsc  de  la  lluiiblè 
des  atonie^. 

Il  ol  nalurel  d'admettre  (jue  l'action  mutuelle  des  dilTèrenles  parties  d»-s 
atomes  s'ellVctue  pt»int  matériel  à  point  matériel,  et  dès  lors  l'action  d'un 
point  matériel  sur  un  autre  ne  peut  plus  dépendre  que  des  [K>si tiens  de  ces 
points  et  de  leurs  vitesses. 

L'hypoihèsc  de  la  (Mjutinuité  de  la  matière,  jointe  à  celle  de  rexisicnco  de  Ij 
loi  préiiïdente  (l  à  certaines  considèration>  de  symétrie,  fournit  aloi-^  de- 
èt|uat'.iuis  suflisanle-i  p«>ur  déterminer  rette  loi.  Malheureuseiiicut  on   n'est  con- 
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tluit  ainsi  qu'à  des  impossibilités,  el  les  calculs  n'aboutissent  qu'à  démontrer 
l'incompatibilité  de  la  fluidité  de  Tatome  et  de  Texistcncc  d'une  loi  d'attraction 
de  la  matière  sur  la  matière  s'exerçant  d'un  point  aux  autres. 

Lecornu,  —  Sur  le  pendule  de  longueur  brusquement  variable. 
(i33-i36). 

Un  pendule  simple  étant  en  mouvement,  on  raccourcit  brusquement  le  fil  au 
moment  du  passage  par  la  verticale  :  que  va  devenir  la  vitesse?  Si  l'on 
applique  le  théorème  des  quantités  de  mouvement,  on  est  tenté  de  répondre, 
comme  l'a  fait  M.  Delaunay  dans  sa  théorie  de  l'escarpolette,  que  la  vitesse 
linéaire  n'est  pas  modifiée,  car  les  deux  forces  agissantes,  pesanteur  et  tension, 
sont  toutes  deux  verticales  à  cet  instant.  Cependant,  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  conduit  à  une  tout  autre  conclusion  :  en  vertu  de 
ce  théorème,  comme  le  moment  de  la  tension  par  rapport  au  point  d'attache 
est  constamment  nul,  et  comme  celui  de  la  pesanteur  s'annule  aussi  pour  la 
position  verticale  du  pendule,  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement,  c'est- 
à-dire  le  produit  de  la  vitesse  linéaire  par  la  longueur  du  pendule,  doit  demeurer 
invariable.  En  d'autres  termes,  la  vitesse  linéaire  doit  varier  en  raison  inverse 
de  la  longueur. 

Pour  éclaircir  cette  contradiction,  M.  Lecornu  envisage  le  cas  d'un  pendule 
qui  se  raccourcit  dans  un  temps  très  court,  mais  fini,  et  fait  ensuite  tendre 
¥ers  zéro  cet  intervalle  de  temps. 

L'application  du  théorème  des  quantités  de  mouvement  conduit  alors  à  une 
conclusion  correcte,  et  l'analyse  met  en  évidence  la  cause  de  l'erreur  commise 
par  Delauoay. 

André  {D.),  —  Théorème  nouveau  de  réversibilité  algébrique, 
(i  36-1 39). 

Ia' Intermédiaire  des  Mathématiciens  a  publié  la  question  suivante  : 
«  Si  l'on  pose 


les  formules 


donnent 


f{x,y,  z)  _  /{y y  z,  œ)  _  /{z,  x,y) 
X  ~  Y  Z 

/(X,  Y,  Z)  ^  /(Y,  Z,  \)  _  /(Z,  X,  Y) 
X  y  ~  z 


V  a-t-il  d'autres  exemples  analogues?  » 

M.  D.  André  fait  connaître  un  théorème  général  qui  en  fournil  une  infinilé  : 
On  considère  les  deux  suites  de  n  nombres  chacune 

\  \  \  \ 

Avec  les  nombres  de  la   première  on  forme  le  rcclanjîlc  de  //  colonnes  et 
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n  —  1  lignes 

•«•■«        "^,i       ^k        •  •  •  *^a  *P|« 

M^l        ^^i  U        •  •  •  ^^1  ^^3t 

••> 

.T^        JT,        X;         ...         ^»-3        ^#»-l* 

Cl  un  rcrtanglc  pareil  avec  ceux  de  la  seconde. 

On  prend  les  (Irtcrininanls  qui  se  dtiduisenl  du  premier  de  ces  rectangles 
par  la  suppression  de  la  première,  de  la  deuiièmc,  ...,  de  la  a'***  colonne,  et 
après  les  avoir  adeeiés  alternalivemenl  des  signes  H-  et  — ,  on  les  désigne  par 
c,,  0.,  ...,  0^:  on  prend  enfin  les  dcterminanls qui  dérivent  du  second  rectangle 
et,  après  a\«)ir  alterne  leurs  signes,  on  les  désigne  par  A,,  A,,  ...,  A^. 

Cela  étant,  si  Ton  a 

5i   -  ^1  _       ^  L 

\-x; \/ 


on  a  aussi 


et  récipro<|ucn)cnl. 


Cfirtcin,  —  Le  principe  de  dualilc  cl  cerlaines  intégrales  iniil- 
liplcs  (le  ri^space  langentiel  et  <le  resjiace  ré«;;lé.  (i  îo-177  ». 

Certaines  intégrales  niulliplos,  relatives  à  des  ensembles  de  points,  no  elianf;rnl 
pas  (le  valeur  lors<iu'on  fait  subir  aux  points  un  même  déplaeenieiit  :  lolles 
sont  l'aire  d'une  portion  du  plan,  le  volume  d'une  portion  de  l'espace. 

N'y  a-l-il  pas,  en  vertu  du  [irinei]»e  <le  dualité,  des  intégrales  multiples, 
étendues  îi  des  ensembles  de  droites  dans  le  plan  ou  à  des  ensembloT^  de  plans 
dans  l'espace,  (|ui  jouiraient  d'une  propriété  analogue,  c'est-à-dire  qui  resteraient 
invariables  lorsqu'on  imprime  un  même  déplacement  à  toutes  ce>«  dmitos  ou  .1 
tous  ces  j»IaM>? 

La  question,  comme  le  moiilre  M.  Cartan,  doit  être  résolue  |iar  ral'tîrin.itiM'. 
Il  e\isle  dans  le  plan,  re^'jirtlé  comme  entendre  par  des  dntiles 

une  iiilé;:rule  double  invariante 

"  U  ffi'  ffiV  V  tfiV  (/il         iV  i/u  <f\' 


ff 


expriinaiil  une  pro|iriélé  métrique  (Tuii  nisfinble  (jnelconque  de  droiti-'»  di-pcn 
dant  lie  di  ii\  païamèl  re>i.  pourNU  qur  iiarmi  1rs  ili-«iites  ilc  cr\  cn>eml>lt-  i)<- 
figure  pas  l.<  droili'  dr  rinlini.  lilcndiic  à  tiiu(('>«  les  droites  (|ui  ien«*nnti-rnl  un 
sc::iii(M)t  l'i'i'l  iii::ni-  donné,  cr(lc  inti'm.ilr  rxprimc  b*  doubb*  de  la  lon::ui'iir  t\r 
ce  se::iiii'iil  :  (Imilur  a  (unies  li-s  dnotrs  ipii  couprnl  une  courbe  IririK  r 
C«»nn«\r.  tWr.  «■•'1  »i:.ili'  ;ni  pciimétrc  dr  relie  eombr. 

Il  \  .<  enciiit*  t\.iu^  \i'  |il.in  une  autre  itite^i.ile  xmipb'  éleniluc  à  drn  dri>i(c« 
d •'- peut bi lit  11*11  n  «eiil  pitr.MMrlrc  :  <  lli'  e\pi  imr  MUipleuieul  r,ni;;b'  de  deux  di<<i(e« 
liinili'S. 

h.itis  l'e^p-i'i'  l.ini:»'iiliel,  f"'«>l-€«-dir<'  (  onsidé-re  Coiiiuk'  l'iiuendn  pwr  d»*-  pl.in*. 
il  e\is(i'  (je  niènie  den\  ind'iir.ili'N  :  l'une,  ilonblr.  eiendui    à  des  en^eiiibb'»  <l« 
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pUns  dôpendaiit  de  deux  paramètres,  exprime  Taire  découpée  sur  une  splièrc 
de  rayon  égal  à  l'unité  par  les  normales  aux  plans  menés  par  le  centre  de 
rette  sphère;  la  deuxième  est  une  intégrale  triple,  embrassant  des  ensemhli's 
de  plans  quelconques,   pourvu  que  le  plan  de  l'infini  ne  soit  pas  Tun  d'eux. 

9 

Etendue  à  l'ensemble  des  plans  qui  coupent  un  arc  de  courbe,  cette  intégrale 
triple 


/// 


\':±L  A {udv  dw  dh  -^  v  dw  du  dh  ■+■  w  du  dv dh  —  h  du  dv  dw ) 


[où  9(fi»  V,  fv,  A)  =  0  est  l'équation  en  coordonnées  homogènes  d'une  qua- 
drique  (quadrique  fondamentale)  et  A  le  discriminant  de  la  forme  9]  est  égale 
au  produit  de  1:  par  la  longueur  de  cet  arc  de  courbe.  Mais  ce  qui  fait  surtout 
rintérét  de  cette  intégrale,  c'est  que,  si  on  Tétend  à  Tensemble  des  plans  qui 
coupent  une  surface  fermée  convexe,  on  a  une  nouvelle  quantité  qu'on  peut 
appeler  le  périmètre  de  cette  sur/ace,  de  la  même  dimension  qu'une  longueur 
(  le  périmètre  ainsi  délini  d'une  sphère  est  égal  au  quadruple  de  s(»n  diamètre). 
Le  périmètre  d'une  surface  fermée  peut  donc  être  considéré  comme  le  dualis- 
tiçue  du  volume  situé  à  l'intérieur  de  cette  surface. 

Enfin,  on  peut  aussi  regarder  l'espace  comme  engendré  par  des  droites,  ce 
qui  le  rend  son  propre  dualistique,  et  il  existe  aussi  dans  l'espace  réglé  des 
intégrales  multiples  métriques.  Une  de  ces  intégrales  est  une  intégrale  qua- 
druple et,  par  suite,  s'étend  à  des  ensembles  de  droites  quelconques;  étendue  à 
l'ensemble  des  droites  qui  coupent  une  porlitm  de  surface,  elle  est  égale  au 
produit  de  t:  par  l'aire  de  cette  portion  de  surface;  étendue  à  l'ensemble  des 

droites  qui  coupent  une  surface  fermée  convexe,  elle  est  égale  au  produit  de  - 

par  l'aire  de  cette  surface. 

Il  existe  deux  autres  intégrales  de  Tespace  réglé,  et  elles  sont  doubles,  par 
suite  s'étendent  à  des  droites  dépendant  de  deux  paramètres  ;  Tune  d'elles 
représente  l'aire  découpée,  sur  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité,  par  les 
parallèles  à  ces  droites  menées  par  le  centre  de  la  sphère.  Quant  à  l'autre,  elle 
jouit  de  la  propriété  de  se  reproduire  divisée  par  n  lorsque  les  droites  de  la 
congrucnce  se  réfractent  à  travers  une  surface  dans  un  milieu  d'indice  /i;  de 
plus,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites  d'une  congrnence 
soient  normales  à  une  même  surface  est  que  l'intégrale  relative  à  tout  pinceau 
de  la  congruence  soit  nulle,  d'où  résulte  que,  par  réfraction,  la  congruence  des 
droites  normales  à  une  surface  se  change  en  une  congruence  jouissant  de  la 
même  propriété,  ce  qui  est  un  théorème  bien  connu. 

Larose.  —  Déinonsiralion  du  ihéorcinc  de  M.  Vasclij  sur  une 
distribulion  quelconque  de  vecteur.  (1---180). 

Soit  h  uo  vecteur  défini  en  chaque  point  d'un  champ  L  limité  par  une  sur- 
face S;  si  7  est  une  fonction  de /i,  telle  (|ue  l'intégrale //5(v)  ^/»,  prise  sur  une 
sphère  infiniment  petite  1,  soit,  à  un  fadeur  numéritiue  près,  égale  à  la  valeur 
moyenne  de  h  sur  la  sphère,  on  aura 

vêtant  l'unité  de  normale  inlérieurr  et  V  ropératcur  de  llamilton. 
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Celle  relation,  que  M.  L»rosc  dcdiiit  cPune  f<irmulc  de  M.  Carvallu,  est  ana- 
logue (liiiis  IVspace  à  l'idcniilé  de  Caucliy  dans  le  plan  pour  le  calcul  ile^ 
résidus. 

L'autour  en  conclut  un(;  d«'inonstration  nouvelle  de  ce  théorème  de  M.  VaM'Iiv  : 
«  Le  ciianti)  d'un  vecteur  (|uelconque  h  peut  ôlre  considéré  comme  produit  par 
la  superposition  d'un  champ  de  masses  newtonienncs  et  d'un  rliamp  de  m<i»ses 
laplaciennes  réparties  dans  le  volume  U  et  sur  la  surface  limite  S  du  champ.  • 

Cari'(it/o.  —  GciKTiilisalion  et  cxlensioo  à  Fespace  du  ihcomnc 

(les  résidus  de  Caucliy.  (i 80-1 84)» 

Soit  /(x)  une  entité  quelconquei  géométrique  ou  non,  déterminée  en  chaque 
poini  X  (le  l'espace  i^,  compris  entre  une  sphère  9  et  une  surface  s  eiivelt>p- 
pant  sr.  Pour  ces  surfaces,  on  considère  les  normales  v  et  v,  égales  à  runilè  t*t 
diri^'ées  vers  l'intérieur  du  volume  v*.  Soient  r  la  distance  d*un   point   n  au 

point  x;  a  le  vecteur  unité  porté  du  point  n  vers  le  point  xi  1 '' t  ./ 1   ""'' 

fonction  des  trois  symboles  v,  -,  et/,  dont  la  signification  demeure  arbilr.iiri'. 

mais  (|ui  est  assujettie  ù  la  condilicm  d'être  linéaire  on  v;  enfin   T   le  vccieur 
sMiili«»li(|ue  de  Uaiiiilton 

\     —     1| -:-   1.   - —    --   1, 

^fX^  thr-,  t)T^ 

Cela  étant,  on  a  la  formule  de  réduction 

Kn  particnlari'oaiil  de  diverses  t'acons  le  sens  du  crncliet.  M.  C'!ar\allo  muntie 
la  tV-ci>n(iilé  «le  cette  loi  iiitiii*.  Il  retrome  entre  .lutres  iipplieiitiniis  le  t  In-iircnii- 
de  M.  V.i-ii'liy  et  dérnniiire  ei'lle  p!'ipii«>itii>n  :  «  Si  Ton  c«uisii|,re  uni»  iii«>ln|iii- 
tion  de  \eeteiir  f  qui  dérive  d'un  potentiel,  piii^  nue  ei>uclie  >upi'i  li«-ielii'  < 
dont  la  (l«'nsité  i"j»t  n*|H-ésenl«-e  par  le  \eeteur  /".  enliii  l'aetifin  de  «  cite  rniiriit* 
>*upertieielle  a^is«>ant  d'.iprè^  la  loi  de  I.,i|d.iee  >«ui-  un  ]ioint  intériiiir,  le  l)u\ 
«le  force  (|ni  Iriivci^e  la  •«urt'aci'  s  e««t  nul.  « 

liiijlv.     -  Sur  l<*  sio||,.  lie  |:i   torsion  th's  roiirhos  «^atirlir»;.  m«S.V 

iSfi). 

Si  l'un  «•inxinii  de  pi.iciT  l'ith^ei  \.iU-iir  «lu  c<'>|r  du  pl.m  le.Miliaiil  nu  \\\-.\ 
p.!*»  le  c«-nlie  dr  «oniinire.  qii'«.»n  donm*  ,iu  liiédie  \  M,a'\Z)  lorme  p.»r  i.i  i.in- 
::i-iite,  1.1  n>Min.ili>  priniip.iie  et  l.i  l>iiir>iiii,i|«',  l.i  diopi^'ition  lialutiielle.  i  t  «|ii'iiii 
I  lioi-iHsr  Ir  «.uiu'  ili-  1,1  li-r^iiMi  île  Ifljr  sorU'  «ju'on  .iit.  pniir  l»*'*  piniit*»  «le  l.i 
«  oiirlic  \oiMii>  de  rori::in<'  M. 


r       N    -  .  . . . 


lil 

■  •Il  .iriixi"  .1  iillr  i««Ii'  I  !»■•   •■'iiil-f   .1   1  ■is|i.ii   p-<»iii\f  i'*!   •Jexlftirviiin  :  mu 

•  "iirl"'  .»   l<'i"«i>'ii   iif«,i!iii'  i'*"!  *iiii*l  r<'i -mil 
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lladamard,  —  Sur  les  fonctions  enlirres.  (186-187). 

Dans  un  Travail  antérieur  {Journal  de  Mathématiques,  1^93),  M.  lladamard 
a  étudié  les  relations  qui  existent  entre  Tordre  de  grandeur  des  coefficients  du 
développement  d'une  fonction  entière  et  Tordre  de  grandeur  de  la  fonction 
pour  des  valeurs  infinies  de  la  variable.  Ayant  reconnu  depuis  que  ces  relations 
pouvaient  se  mettre  sous  uue  forme  plus  simple  et  en  même  temps  plus  exacte, 
Tauteur  expose  sommairement  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu. 

Mannheim,  —  Sur  le  rapport  des  deux  courbures  d'une  courbe 
gauche. (188). 

t^aisant.  —  Identités  relatives  à  des  polynômes  entiers.  (191- 
192). 

Si  Ton  représente  par  h  la  moyenne  arithmétique  des  racines  a,  b,  c^  ...,  / 
d'une  équatiou  f{x)  =  o  de  degré  m,  on  a  les  deux  identités 

y /;— 2)(a)  -r-  m{m  -  2)  f^^-'Hh)  -  o, 
1rs  sommations  s'étendant  à  toutes  les  racines  de  l'équation. 

Duporcq.  —  Sur  les  centres  de  gravité  des  courbes  parallèles. 
(19-2-194). 

Des  courbes  fermées,  géométriques  ou  non,  parallèles  entre  elles,  ont  le 
même  centre  de  gravité  des  courbures.  Les  centres  de  gravité  de  leurs  péri- 
mètres sont  sur  une  droite  passant  par  ce  point  fixe,  et  leurs  distances  à  ce 
point  sont  inversement  proportionnelles  aux  périmètres  correspondants. 

Après  avoir  donné  une  autre  forme  à  cette  propriété,  et  en  avoir  tiré  diverses 
conséquences,  M.  Duporcq  indique  quelques  résultats  applicables  à  des  courbes 
parallèles  non  fermées. 

Les  centres  de  gravité  des  courbures  w  d'une  famille  d'arcs,  ba  parallèles 
entre  eux,  sont  sur  une  droite  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  des  normales 
communes  extrêmes.  Si  9  désigne  cet  angle,  deux  courbes  distantes  de  p  ont 

'>.  ù        o 
des  centres  de  gravité  dont  la  distance  est  >-^sin  -• 

9  2 

Quant  aux  centres  de  gravité  g  des  périmètres  de  ces  arcs,  ils  sont  sur  une 
hyperbole  dont  une  des  asymptotes  est  parallèle  à  la  bissectrice  de  Tangle 
des  normales  extrêmes. 

Les  droites  gtù  enveloppent  une  parabole  qui  touche  également  les  perpendi- 
culaires abaissées  des  centres  de  gravité  g  sur  les  cordes  ab  correspondantes. 

D'Ocagne.  —  Sur  le  signe  de  la  torsion  des  courbes  gauches  et 
du  paramètre  de  distribution  des  surfaces  réglées.  (195-196). 
Bull,  des  Sciences  matkém.,  2*  série,  t.  XXII.  (Février  i8(^.  )  H. 3 
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SECONDE  PARTIE. 


M.  d*Ocagne  propose  une  conventioa  invcne  de  ecUe  de  M. 

ci-dessus.) 


Duport.  —  Sur  la  constitution  des  atomes  et  TacUoD  deli  m- 

tière  sur  la  matière.  (ig7)« 

Au  Mémoire  récent,  où  il  a  montré  qae  les  atones  doiteai  êtfe  eouMMi 
comme  de  petits  corps  solides,  Tautevr  ajoute  qielqaee  rét«liais  :  il  faidiqecv 
entre  autres  choses,  que  l'action  d'an  point  d'un  atone  mit  iui  point  danène 
atome  ne  saurait  dépendre  seulement  de  la  pétition  relaUfe  de  eesdeoa  peîntt 

et  de  leurs  vitesses. 

Laisani.  —  Propriétés  algébriques  des  coefficients  du 

Si  Ton  forme  le  Tableau  de  n  + 1  colonnes  et  de  n  lignes 


I 

I 

I 

•  •  • 

I 

I 

1 

2 

3 

■  ■  • 

n 

n-t-i 

1 

a' 

3« 

•  •  ■ 

n» 

(A-hi)» 

a»-«    3"-»    ...    n"-»    </i-+-i)»-» 


et  si  Ton  désigne  les  déterminants  qui  résultent  de  la  suppression  de  la  i".  d^ 
la  a%  . . . ,  de  la  (  /i  + 1  )**"•  colonne  par 

^•»    ^1»    ^»    •••?    Ai.-i»    A.» 


les  valeurs  des  termes  de  cette  suite  sont  proportionnelles  aux  coeflirients  du 
développement  de  la  puissance  n  du  hinome. 

Iladamard,  —  Sur  la  dislribulioii  des  zéros  de  la  fonction  X^is) 
et  SCS  consé(jiienccs  anthméliques.  (lyg-aao). 

La  fonction  ^{s)  de  Hiemann  est  dônniCy  lorsque  la  partie  réelle  dcsestplus 
grande  que  i,  par  Téquation 


iogi;(*)=-Viog^i--l^, 


où  p  désigne  siicressivement  les  différents  nombres  premiers.  Elle  est  ln»lo- 
morplie  dans  tout  le  plan,  sauf  au  point  s  —  i  qui  est  un  pôle  simple.  Elle  ne 
s'annule  pour  aucune  valeur  de  «dont  la  partie  réelle  soit  supérieure  à  i;  mais 
elle  admet  une  infinité  de  zéros  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est  compris 
entre  o  et  i.  Sticitjcs  avait  démontré,  conformément  aux  prévisions  de  Kiemann, 

que  ces  zéros  sont  tous  de  la  forme  -  +  tL  mais  sa  démonstration  n*a  jamais 

été  publiée. 

Reprenant  la  i|ucstion,  M.  Iladamard,  en  n'invoquant  que  les  propriétés  1rs 
plus  simples  de  i;(*).  fait  voir  que  cette  fonction  n  a  pas  de  zéros  sur  la  droite 
A{s)—\  (.'«1(5)  désignant  la  partie  réelle  do  *].  Il  élcml  ci-Ue  proposition 
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aux  séries  inlroduites  en  arithmétique  par  Diricblct  et  qui  appartiennent  à  la 
catégorie  des  séries  de  la  forme  /^  ~  périodiques,  c'est-à-dire  dont  les  cocffi- 

cients  a^  se  reproduisent  de  k  en  k. 

Bien  que  ce  résultat  soit  très  éloigné  de  la  précision  de  celui  qu'ont  annoncé 
Riemann  et  Stieltjcs,  il  suffit  néanmoins  pour  démontrer  les  principales  consé- 
quences arithmétiques  qu'on  a  jusqu'ici  essayé  de  tirer  des  propriétés  de  ^{s). 

Ainsi,  on  peut  en  conclure  la  démonstration  rigoureuse  de  ce  théorème 
énoncé  par  Halphen  :  «  La  somme  des  logarithmes  des  nombres  premiers  infé- 
rieurs à  X  est  asymptotique  à  x.  »  Ce  théorème  n'est  d'ailleurs,  comme  le 
montre    M.    Iladamard,    qu'un    cas    particulier   du    suivant   :    «    La    somme 

— —  y    ^^SP  log**"'  —  ♦  étendue  aux  nombres  premiers  inférieurs  à  x,  et  dans 

P 
laquelle  ji  désigne  un  nombre  positif  quelconque,  est  asymptotique  à  x.  » 

En  utilisant  la  propriété  des  séries  de  Dirichlet,  'M.  Hadamard  établit 
d'autres  propositions  analogues  sur  la  somme  des  logarithmes  des  nombres 
premiers  inférieurs  à  j?  et  compris  dans  une  progression  arithmétique  déter- 
minée. 

Il  signale,  en  terminant,  la  possibilité  d'appliquer  sa  méthode  aux  séries  de 
Weber  et  de  Meyer,  par  lesquelles  on  étend  le  théorème  de  Dirichlet  sur  la 
progression  arithmétique  aux  formes  quadratiques  :  ces  séries  ne  s'annulent 
pas  sur  la  droite  tii{s)  =  i. 

Jit'ndixson.  —  Déiiionslration  de  rexislence  de  Tinlégrale  d'une 
ér|iialion  aux  dérivées  partielles  linéaire,  (aao-aao). 


COMPTES  KENDUS  iikrdo&ivdvirrs  i>bs  sk.vnces  db  l'Académie  des  Sciences. 

Tome  CXXIII;  1896  («). 

/Joiissinesq.  —  Lois  générales  du  régime  uniforme  dans  les  lits 
à  grande  section.  (^-i3). 

Korkine,    —    Sur   les    équations    didérentielles    ordinaires    du 
premier  ordre.  (38-4o). 

Dans  une  récente  Communication,  M.  F^ainlevé  avait  avancé  que  les  expo- 
sants constants  qu'il  désigne  par  X,,^,,  •.•t)^„  devaient  être  tous  distinctsdnns 
la  méthode  de  M.  Korkine.  M.  Korkine  relève  Tinexactilude  de  cette  assertion. 
Il  adresse  diverses  critiques  aux  résultats  énoncés  par  M.  Painlevé  et  termine 
en  affirmant  que  la  question  par  lui-même  posée,  loin  d'avoir  reçu   une  solu- 


(  •)  Voir  fhiUctin,  t.  XXI,,  p.  217. 
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tiou  antérieure  quelroiiquc,  n*cn  a  jusqu'à  présent  d'autre  que  celle  qui 

contenue  dani>  sa  NDlt*. 

lioussinesfj,  —  Du  régime  uDiforme  dans  les  canaux  recUn|^^S^* 
laires  lurges  el  dans  les  liijaux  ou  canau&  à  section  circulaK-  ^^^ 
uu  demi-circulaire.  (-j-SS). 

Painlevé.  —  Sur  les  équations  différentielles  du  premier  ordr^    ïr^. 

Laissant  fie  côté  les  rapports  plus  ou  moins  étroits  qui  peuvent  exister  en  .^r~ntfv 
les  recherches  de  M.  Korkine  et  les  siennes.  M.  Painlevé  maintient  l'esac^^  ^''' 
tude  de  toutes  Ich  propositions  (|u'il  a  énoncées  comme  lui  appartenant  dk^^  *'*' 

sa  dernière  Communication. 

Miller,  —  Sur  les  groupes  de  substitutions,  (gi-ga). 


Kn    ce    (pli    «Miinei-nc  l'énumération    de   f^roupes   d'ordre  8/?,    l'auteur 
d'accord,  sauf  sur  un  point  unique,  avec  M.  Lcvavasseur  {Comptes  rende 
t.  CWII,  p.  hil]). 

M.  Miller  communique  une  formule  qui  donne  le  nombre  total  N  des  grou 
de  substitution  (transitifs  ou  intransttifs)  dont  l'ordre  est  le  produit 
deux  nombres  premiers  p^  q. 

Si  />  —  I  est  divisible  par  y, 

iN  -  -  (  A-  -h  I  )  (  A-  -4-  a  )  —  m  : 
si  ^  —  1  n'est  pas  divisible  par  q^ 

N    -  -  (A-M)(A  -^j)  — m,, 

A   étant   la    plus  ^r.intb'  >uleur  île   z   qui    satisfait    ù    Féquation    co    uoiiibrc 
entiers  positifs  ^  .r,  »  ,  z) 

"  —  P'/  ^  •     pjr  —  q\\ 

ou  /i  ilesi^iie  l«*  <le;jré  ilfS  j:ïou|>es. 

tu  v^l  t'U.il  «I  >•.  .*  on  o.  suiviiiit  que  n  est  «iivisible  par  pq,  par  p  ou  q  seu- 
leiiieiit,  ou  n'e^t  diMsilde  ni  par  p  ni  par  r/;  m,  est  égal  à  .>  si  /i  est  divisible* 
par  />  ou  par  7.  à  o  ^i  n  n'est  ili>i>ible  ni  par  p  ni  par  q. 

Iliitlamtiitl .    -  Sur  la  i'i)uolion  "^{s^,  ^<)3'>. 

l\ri*tnit\tlioii  poK.iiit  sur  un  [uunt  secondaire  d'une  ilémonstratioii   commu- 
niquée uriMiMiK'ul  par  l'iiud'ur. 

Foui'hc  \  l\tl .  v\  .l/.^.  -  Sur  le  déplaeouienl  de  Taxe  de  rotation 
duu  iorps  solidt'  diint  une  partie  rsl  rendue  momentanément 
mobile  par  rapport  au  re'^lt*  de  la  masse.  ^i».î-ij6i. 


;?*^ 
-d^' 
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Élant  donné  sn  système  matériel  sur  lequel  n'agit  aucune  force  extérieure 
et  mobile  autour  de  son  centre  de  gravité,  ce  mouvement  s'cITectuant  d'abord 
comme  si  le  système  était  solide,  on  peut,  par  un  cycle  d'opérations  fermé,  et 
en  ne  faisant  intervenir  que  des  forces  intérieures  au  système,  arriver  à  faire 
prendre  à  Taxe  de  rotation  une  position  relative  qu'il  n'aurait  jamais  pu  prendre 
si  le  système  était  demeuré  invariable. 

Un  cas  intéressant  est  celui  où  le  système  se  compose  de  deux  parties  solides 
dont  Tune,  celle  qu'on  déplace,  est  un  corps  de  révolution.  La  constante  des 
quantités  de  mouvement  restant  invariable  dans  tous  les  cas,  la  force  vive 
présente  un  minimum  qui  correspond  au  cas  où  le  solide  tourne  autour  du 
petit  axe  de  l'ellipsoïde  central.  Qans  ce  cas,  qui  est  celui  de  la  Terre,  il 
faudra  dépenser  du  travail  pour  déplacer  l'axe  de  rotation.  Pour  toute  autre 
position  initiale  de  Taxe  instantané,  on  disposera  d'une  certaine  quantité  de 
force  vive  susceptible  d'être  transformée  en  travail. 

Lecornu,  —  Sur  réquilibrc  d'élaslicîté    d'un   corps   tournanl. 

(96-98)- 

Lorsqu'un  solide  homogène  de  révolution  tourne  autour  de  son  axe,  le  dépla- 
cement de  chaque  élément  sous  l'action  de  la  force  centrifuge  est  dirige  dans 
le  plan  méridien  et  indépendant  de  l'orientation  de  ce  dernier.  Si  Ton  désigne 
par  j;  et^  les  distances  initiales  de  Télément  à  l'axe  de  rotation  et  à  un  plan 
fixe  perpendiculaire  à  cet  axe,  par  u  et  c  les  variations  de  x  et  ^,  par  4M  le 
produit  (i>'p  du  carré  de  la  vitesse  angulaire  par  la  densité,  par  0  la  dilatation 

..         u       du       dv         ^  I      j-rt"  ^^        <^"  .  I 

cubique  — é 1 »  enfin,    par  »  la   différence --»  on   trouve   les 

^       X       dx       dy  '   t-       .  dx       ôy 


deux  équations 
(I) 


---  O. 


Le  problème  de  l'équilibre  d'élasticité  d'un  pareil  solide  consiste  à  trouver 
des  valeurs  u  et  v^  satisfaisant  aux  équations  (1)  et  telles  que,  pour  tout  élément 
de  la  surface  libre,  la  tension  normale  et  la  tension  langentielle  soient  nulles. 

M.  Lecornu  obtient  une  solution  remarquable  en  prenant 

(X-+-  îJL)a=r  kx î^— "^-^x^—     —  xy, 

(A-t-a)ç'=— 2A  r y  H X'  Y  -»-  :; — tt 1'\ 

^  *^  '  X-h  2  tx  -^         2  ji       -  .^x  (  A  -h  2  ;x  )  -^ 

Ces  valeurs  satisfont  aux  équations  (i)  et,  de  plus,  elles  donnent  pour  les 
tensions  normales  et  tangenticllcs  qui  s'exercent  soit  dans  le  sens  du  rayon, 
soit  dans  le  sens  de  Taxe 

Mv  àu  I      [■    ,  îx(3X4-2îx)       .-7>^-»-^!A     ,      MX(;>A4-2îx)     , 

*  "^  f) j;         A  -t-  {1  L  A  -h  2  [i  4  A  H-  2  |1        * 

^*  àsf 

N   =  Xe  -h  2  ji  —  -  o, 

*  ày 


^  Idv        du\ 
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La  tension  normale  n  et  la  tension  ttngentiéUel«w  «■  éléaa^t  ■■ficricicl, 
perpendiculaire  au  méridien,  et  dont  la  normale  fnriM  «■  aagle  m  arec  Taxe» 
ont  pour  valeurs 

Il  =  N|  coê^otf       <  s:  N,  lina  flons. 

Donc,  la  surface  pour  laquelle  N,  =  o  peut  Jouer  le  lAle  de  evribee  libre. 
C*est  un  ellipsoïde  de  réTolutîon  allongé:  le  rapport  entre  lea  entrée  dn 
diamètre  équatorial  et  du  diamètre  polaire  est»  dent  HypotMae  X  s  m  égal 
à  jt  ou  sensiblement  j. 

Nj  et  T  étant  nuls,  si  Ton  décoape  l'ellipaolde  en  tnn^ea  pnnlMce  à 
Téquateur,  chacune  de  ces  tranchet  est  individaeHement  en  éqnillbre.  Ce  lait 
permet  &  Tauteur  de  donner  une  idée  dei  tenaiont  qnl  prannent  nninannee  par 
la  rotation  d'une  meule. 

Boussinesq.  —  Lois  de  deuxième  approximalion  du  régime  uni* 
forme  dans  les  tuyaux  circulaires  et  dans  les  canaux  demi- 
circulaires.  (i4i-i47)- 

De  Séguier,  —  Sur  les  sommes  de  Gauss.  (i66-i68). 

L*étude  des  sommes 


2(0 


e  "    , 


oh  n  est  quelconque  et  où  s  parcourt  un  système  de  restes  selon  le  module  /i, 
se  ramène  à  celle  des  sommes 

<KA,  D)  =V(-jeli>l  {h  entier  >  o,  <o  ou  =o), 


où  D  est  un  discriminant  et  où  s  parcourt  un  système  de  resles  positifs  sclun 
le  module  D. 

Kronccker  a  délcrininé  ces  sommes  dans  le  cas  où  1)  est  un  discriminant 
foiulanientai,  c'esl-à-dirc  un  nombre  de  l'une  des  formes  1*,  —4'*»  ~^I\ 
P  étant  lin  discriminant  impair  sans  facteur  carré. 

Le  \*.  de  Séguier  communique  une  formule  qui  donne  ^{h^  l>)  dans  les  cas 
où  1)  est  un  discriminant  quelconque,  carré  ou  non  carré. 

H  détermine  ensuite  les  sommes 

*  =  |D| 

n(a,l>)-=     >;    [^)s^ 


t* 


S-SZI 


selun  le  module  1>,  ou  du  moins  leur  grand  commun  diviseur  avec  D. 

Lœivy  (yl/fred),  —  Sur  les  formes  quadratiques  définies  à  indé 
lerniinécs  ronjup:uées  de  M.  Ilermite.  (168-171). 
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\  toulc  $ub»lilution  linéaire 


3î) 


k  =  n 


J^i~y^Piilk  (  «  =  1 ,   2,   .  .  .  ,  W  ), 


A  =  I 

on  prut  m  adjoindre  une  autre 

A  =  /i 


(l  =r  I,   2,    ...,   /I), 


tioni  les  roenîcicnls  et  les  variables  sont  imaginaires  conjugués  des  coefficients 
et  variables  de  lu  première. 

Une  forme  bilinéaire  \  a.jar.arj  à  indéterminées  conjuguées,  dont  le  déter- 
minant n'est  pas  nul,  peut-elle  être  transformée  en  elle-même  quand  on 
efTeciue  sur  les  variables  les  deux  substitutions  précédentes?  Il  faut  et  il  suffit 
pour  celti  que  les  deux  déterminants 


Pit-P 
P.x 


'm\ 


Pin 
Pin 

•     •     • 


i»  _ 


Pi,- 9 

y?, 


p:, 


PU 

•    •    • 

Pnn  -  P 


OÙ  p  est  un  paramètre  arbitraire,  aient  des  diviseurs  élémentaires  adjoints  Tun 
à  l'autre,  de  manière  qu'ils  soient  de  degré  égal  et  s*annulent  pour  des  valeurs 
réciproques. 
L'auteur   étudie   particulièrement  les  formes  quadratiques  de   M.  Ilermite 

>  c.jX.xJ,   caractérisées    par   le   fait    que    les   coefficients  c„  sont  réels   et 

les  coefficients  c-^,  C|,-  imaginaires  conjugués.  Le  cas  le  plus  important  est 
celui  où  les  diviseurs  élémentaires  sont  simples  et  où  toute  racine  de  1  •-  o 
e^t  adjointe  à  la  racine  imaginaire  conjuguée  de  A*=  o.  Alors,  les  deux  substi- 
tutions transforment  une  forme  quadratique  définie  (positive)  de  M.  Hermite 
en  elle-même. 

Inversement,  toute  forme  définie  de  M.  Hermite  n'est  transformée  en  elle- 
même  que  par  des  substitutions  dont  les  déterminants  ly  A^  ont  des  diviseurs 
élémentaires  simples  et  des  racines  dont  le  module  est  l'unité. 

Complétant  ensuite   les   résultats  obtenus  par    M.   Pirard,  l'auteur   montre 
qu'4  tout  groupe  linéaire  d'ordre  fini  à  n  \ariables  correspond  une  forme  qua-    ' 
dratique  définie  à  indéterminées  conjuguées,  qui  se  transformC'Cn  elle-même 
quand  on  elTeclue  les  substitutions  du  groupe  d'ordre  fini  sur  les  variables. 

L'auteur  termine  en  indiquant  la  substitution  f;éiiérale,  à  déterminant  non 

oui,  qui  transforme  en  elle-même  la  forme  quadratique  définie  \^.t-j:*  :  c'est 
la  généralisation  des  formules  de  Cayley  pour  la  transformation  orthogonale. 

Fuchs.  —  Remarqtics  sur  une  Noie  de  M.  Alfred  Lœwy  înliluléc  : 
Sur  les  formes  quadratiques  clrjtnics  à  indéterminées  con- 
juguées de  M,  Ilermite.  ('î89-?.()o). 


jo  StCONDt:  PAItTIU. 

Dant  la  Note  ni  qncslioD,  M,  Lwwj  ^nDiiri-  ff  lIii:ort'in(^  iju'i  loot  croupir 
fini  i  n  TBriiblcs  mirespand  une  rnrmii  quadiJitiqun  A  inij^IrroiiDéci  cunj»- 
guées  qui  est  transtorinée  en  eMe-nl#nic  i|u«iid  on  etirclue  li»  subttilulioat  iu 
groupe  d'ordre  lini  lur  les  variablci, 

M.  Fuchsfiijl  remarquer  que  ce  lliriurtiite  csl  un  a»  pvrLioulivr  iIca réiuiluit 
d'uo  Mémoire:  .Sur  une  citute  ct'èqtuitioii  dt^vitixtaltei  lin^airet  *i  Aonu- 
géne$,  qu'il  avait  |>iililli^  peu  de  leiups  aupsmiranl  iltm  I«  Silsw^titrirliU 
de  i'Xcadémie  dp  Kerliii, 

Von  Weber.  —  Sm-  l'înU^gratiun  des  ('qiiulioiis  fuis  ili'riv.'e»  [lar- 
tîelles  sîinult;itiL'CN.  (aga-ay/i)- 

Psrtaut  d'jn  sysirmi-  ilVigiisliim;  aui  di^rivt^eg  ]iBrli«ile9  non  tini^airct,  fout- 
plitement  intéf;riil)k,    l'u  me   infiniU  de  C»   "A   l'un    |iann3 

ramener  l'inUgi-^iiiiiii  ,\<-  t,  lu  dc^  plusieurs  s)i«lfnm  d'^'iuali'mi 

différentielles  ordinaires. 

Tkybaut.  —  Sur  une  classe  de  surfaces  isolhermiques  dëpendanl 
de  deux  fondions  arbitraires.  (295-297). 

L'auteur  rappelle  d'abord  un  théorème  qu'il  a  établi  précédemment  ; 
■  Si  l'on  connaît  p  solutions  de  l'équation  E 

vérifiant  la  relation  V  6^'  =  □  et  une  (/t-HO'*"  solution  quelconque  m; si  l'on 

'-/(•■î-"£)-('.S-"î)''' 

la  fonction  u'^V    l^fi.  est  une  nouvelle  folulinn  de  l'équation  K^.  » 

Cela  posé,  appelant  lolution  spéciale  une  sulution  u  telle  que  u'=miii, 
m  étant  constant,  M.  Tliybaut  montre  que,  si  l'on  .ipplique  i  une  équation  E 
la  transformation  de  M.  Moutard  relative  à  une  solution  spéciale  u,  on  obtient 
une  équation  E^^,. 

En  particulier,  toute  équation  harmonique  K,  a  des  solutions  spéciales  parmi 
lesquelles  se  trouvent  les  solutions  haruiuniqucs.  L'équation  transformée  est 
une  équation  K,,  Or,  les  cinq  solutions  dont  lj  somme  dci  rarrés  est  nulle  sont 
les  cnordonnées  pentaspliériqucs  d'une  surface  isotliermique  rapportée  â  ses 
lignes  de  courbure  (Darboux). 

La  méthode  précédente  permet  donc  de  déduire  des  équations  harmoniques 
une  classe  nouvelle  de  surfaces  isotliermiqucs. 

De  Jonquièies.  —  Au  siijel  d'une  j)réct5dfnte  Communicalion 
relative  à  quelques  propriétés  des  racines  priniiùves  et  des 
racines  secondaires  des  nombres  premiers.  {3-^), 
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L'auteur  jusLi fie  trois  propositions  qu'il  avait  énoncées  par  induction  clans  sa 
rffmièrc  Note  (aji  juin  1896). 

Painlevé.  —  Sur  la  Iransforinalion  des  équations  de  la  Dynamique. 
(39^^-395). 

ilf.  Painlevé  revient  sur  le  problème  de  la  transformation  des  équations  de 
^a^range. 
li     considère   exclusivement  les   systèmes   d'équations   de   l^agrange  où   les 

forces   Qi  ne  dépendent  que  des  paramétres  x, x^  et  où  la  force  vive  -7-^ 

fst  une  forme  quadratique  en  x\,  ...,  x'^^  indépendante  du  temps.  Soient 

{\)  =  [ds\q,i      (A,)r.[rf,;,  q;] 

dcu3K     C.«:?ls  systèmes.  Ces  systèmes  sont  dits  correspondants  s'ils  admettent  les 

oiénr»^9     trajectoires. 

Qti2in<i  les  forces  Q-  ne  sont  pas  toutes  nulles,  deux  cas  sont  à  distinguer, 
iuirskn  t,  que  les  gcodésiques  de  ds^  et  de  ds]  coïncident  ou  non;  (A)  et  (A,) 
sooL  cJ  i  Cs  correspondants  de  première  espèce  dans  le  premier  cas,  de  seconde 
^spé^T^  cdans  le  second.  Dans  le  premier  cas,  à  tout  système  de  force  Q,  on  peut 
associa ^a:-  des  forces  Qî  telles  que  (A)  et  (A,)  se  correspondent,  et  l'on  passe 
<^c  (  j^  ^     à  (A,)  par  un  changement  de  variables 

dt  =  'k{Xif  . . . ,  x^)  dt^. 

L^  F*  K^oblème  de  la  formation  de  tous  les  correspondants  de  première  espèce 
d'un  Sfr3rstéme  donné  (A)  a  été  résolu  récemment  par  M.  Lcvi-Civita  {Ann.  di 
Mat^^9-M.^jtica  1896).  M.  Painlevé  résout  le  même  problème  pour  les  corres- 
poncx^rm^s  de  deuxième  espèce.  Le  ealeul  de  tous  les  correspondanls  d'un 
systc  rx-fe  ^   (^j  donné  n'exige  jamais  que  Tintégration  d'équations  linéaires. 

Ar>(>l  i<]uéesau  cas  n  —  2,  les  propositions  établies  par  M.  Painlevé  permettent 
de  f^^WYftcr  explicitement  tous  les  correspondants  de  seconde  espèce.  I-e  résultat 
s'énoK^czics  ainsi  : 
S<>»1.     «xn  système  (ds^j  U)  et  soit  (A')  un  de  ses  correspondants  de  première 

e»p*^^<5»     i^K\)  un  correspondant  de  première  espèce  de 


[^V^h)ds',^-^]; 


\c*>  <**2Hx  systèmes  (A')  et  (A',)  sont  correspondants  de  deuxième  espèce,  et 
\*oO    ^ulient  par  ce  procédé  tous  les  correspondants  de  deuxième  espèce. 

V^    là    résulte   la  formation,  pour  n  —  a,  de  tous  les  systèmes  (A)  dont  les 

vr^S^^^oircs  admettent  une  transformation  infinitésimale,  et  plus  généralement 

^e  ^ous  les  systèmes  (ds'^t  Q.)>  (ds^^  Q,')  tels  que  les  trajectoires  du   premier 

^  Qcdtiisent  de  celles  du  second  par  un  cliangement  des  variables  j:,,  j?,, 

1  our  w  >  2,  les  correspondants  de  première  espèce  de  deux  systèmes  (T,  U), 
^^(^^-+-A)T,  U]  forment  encore  une  classe  remarquable  de  correspondants  de 
^c'ïiiènie  espèce. 

çj^ca.  —  Sur  une  proposition  de  Mécanique.  (395-396). 


U.  Siacci  aigiulfr  l'io.-iitciiiurJR  Je 
niqut  analyliqat  <  '|-  t  ilii.,  t.  I,  p.  - 


*  De  loDtet  lei  ïîiu.iii 
■  la  pins  grande  ci  l»  |< 
placer  d'abord  poor  '["'il 

C'eit  la  riciproqiiF  Je 


s  i|iic  preud  ïucccMJiFnient  k  «jil^Rie,  nllt  m 
i  (iFliie  force  vive  est  au«j  t'Hlc  ud  tl  Ir  lnuitri 
utât  pn  liiiuilibre.  • 
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Serret{P.).  —  Sur  imc  double  «(*rie  récm-reiilp  il<-  poini*  iDiijonrt  - 
bomoc^cliques  ci  lif.  t-e.rcUis  loitjoiirs  en  collitii'uttDn,  allacKé% 
aux  poljrgones  d'cii-iirc  i.  >\.  5,  ...,  rësullflitt  de  v  droilc*  indé^^ 

pendantes,  em|.tiiyi--'   ^wnif^nt  d,i»»   un    ordre  iloni^ 

(39(>.399). 

M.  P.  Serrel  retrouve,  comme  applicalion  de  H  Ikénrie  de*  ^nilalirc» 
d'ordre  quelconque,  mais  avec  des  propriétés  noavcllca  el  par  due  aaal;«e  ne 
portBDt  que  sur  des  réalités  concrètes,  la  même  t^rie  si  reatarquabte  de 
points  et  de  cercles  rapportés  par  Silmoo  el  ubteans  en  premier  lien  p«r 
Clifford,  grAce  à  la  considération  des  points  imaginaires  de  l'inlini. 

De  Jonquières.  —  Au  sujet  des  nomlires  premiers  donl  un 
nombre  quelconque  donné  ne  peut  être  racine.  (4o3-4o(>). 

Serret  (P.).  —  Sur  une  classe  de  propositions  analogues  an 
ihéorème  Miquel-Cliflbrd  el  sur  les  propriétés  qui  en  résultenl 
pour  les  polygones  de  5,  6,  7,  11,  is  cAlés  circonscrits  à  Vhy- 
pocjcluïde  de  module  i.  (4i5-4i8). 


I   prupositiuns 


l     Bolut 


Trouver  la  rondilicin  que  doit  remplir  le  pentagone  T,,  Tj,  . . .,  T 
le  cercle  de  Miqud  qui  lui  correspond  ilégcnére  en  droite. 

Cette  solution  est  que  le  pentagone  considéré  soit  cirrunscriptiblc  à  l'Iivpo- 
c}icloIde  de  module  J.  Or,  une  teik  hypocyclolde  i-sl  ilétcrriiinée  pur  quatre  de 
ses  tangentes  :  d'où  la  propriété  de  rinq  tangente»  i  la  courbe,  que  les  To^m 
de  trois  quelconques  des  paraboles  inscrites  i  quatre  d'entre  elles  forment  tou- 
jours trois  potats  en  ligne  droite.  Ceci  permet,  quatre  tangentes  It  l'hypoct- 
cloVdc  étant  données,  d'en  tracer  une  cinquième. 

Serret  (P.).  —  Sur  l'emploi  d'un  cercle  fixe,  dérivé  d'un  groupe 
quelconque  de  sept  tangentes  d'une  conique,  pour  définir 
a  priori  le  cercle  dérivé  de  sept  droites  quelconques.  (44a- 

4.i3). 


StouJ-.  ■ 


II- le^  lois  de  réciprocité.  (486-48â). 
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On   sait   qu'une  des  démonstrations  de  la  loi  de  réciprocilc  ducs  à  Gauss 
repose  sur  le  partage  en  deux   classes  des   restes  par  rapport   à  un  nombre 
donné. 

>!.  Stouflf  cherche  à  généraliser  celte  démonstration  pour  trouver  la  valeur 

«f  ftji    symbole  I  — 1*  où  m  est  un  entier  premier  non  complexe.  2  une  racine 

i  =  3p 
< J  *«  »rdre  m  de  l'unité, /(x)  =    7    rt,»'  un  entier  complexe  premier. 

i  -  I 

VI  démontre  que  ce  s^'mbole  ne  dépend  que  des  restes  des  a-  par  raftport  à 
*^^^  vlaines  puissances  de  m,  puissances  dont  les  exposants  ne  dépendent  aussi 
e  de  m. 

^assiis.  —  Sur  les  systèmes  al«;ébrif|nes  cl  leurs  relations  avec 
«rtains  svslèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles.  (546-548). 

Soit  Z  un  système  dilTérentiel  à  une  inconnue  z  ci  à  m  variables  j:,,  j:,,  ..., 

.,.^,  et  dont  chaque  équation   <[>  =^  o    a    pour   premier  membre  une   fonction 

H:iéaire,  homogène  et  à  coefficients  constants  des  dérivées  partielles  d'un  même 

■rdrc  jde  z. 

Soit  S  le  système  algébrique,  homogène  et  à  m  inconnues,  obtenu  en  reni- 
ez» - 
Maçant  dans  toutes  les  équations  4»  chaque  dérivée par  le  monôme 

*~irrc5pondant  j:*« . . .  x^. 

Il  y  a  entre  S  et  S  des  relations  très  étroites,  celle-ci  entre  autres  : 

Dès  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  connaît  les  degrés  des  diverses 
lultiplicités  qui  composent  la  solution  générale  de  S,  on  coniiiilt  par  là  même 
""  nombre  et  la  nature  des  fonctions  arbitraires  qui  figurent  dans  l'intégrale 
éoérale  de  £. 

Ou,  d'une  façon  plus  précise,  en  considérant  les  S  comme  des  surfaces  en 
oordonnées  homogènes  à  m  —  1  dimensions  : 

La   condition    nécessaire  et    suffisante   pour   que   riiitégrale  générale   de  £ 

ODtienae    p,,  pj,  ...,  ?^_;,   3^_,    fonctions  arbitraires  à  m  — i,  m  —  a,  ..., 

s,  I,  variables  respectivement,  est  que  rintersection  complète  <les  surfaces  S  se 

:ompo>e  de    multiplicités   ù    m  —  2,   m  —  li,  ...,   i,  o   dimensions  de  degrés 

•espcctifs  ?»,  ?j,  ...,  ?«_5,  ?^.,. 

^rel.  —  Sur  la  région  de  somma bili lé  d'un  développement  de 
Taylor.  (548-54y). 

L*autcur  poursuit  le  développement  de  sa  théorie  de  la  sommation  des  séries 
^ivergenies. 

«  ÉUot  donné  un  développement  de  Taylor,  ordonné  suivant  les  puissances 

^e  5,  il  est  sommable  dans  toute  région  intérieure  au  polygone  convexe  <]u'(m 

^»btient  en  joignant  à  l'origine  chaque  point  singulier,  en  menant  à  chaque 

miroite  ainsi  obtenue  une  perpendiculaire  par  le  point  singulier  correspondant 

et  en  supprimant  les  portions  du  plan  situées  au  delà  de  ces  perpendiculaires 

par  rapport  au  point  z  ^  o.  » 


SKCUNilK  l'AHIlK. 

[)r[>])i)9iliuii  pi'ur  rixlicrrbcr  <rt  piimt*  «ingulii 


On  p«ut  util 
foDEtioii. 

Ed  particulier,  pour  [|i 
gCDce  comine  coapurc,  il 
biliU  ne  dép*SM  nulk  pi 

Borel.  —  Surrextciisiun  aux  FoDCtions  e 
imporUDte  des  pul^nomes.  (356-55^). 

Si  Gt  <'  "(  *°^^  ''"  polynômes  lela  qii'iiuiuiir 
rédaJM  à  nae  cututanic.  l'idenlité 

G,<*)(r"''='-f-r  '-■  -"-'='  ■  ...-+.( 

n'est  possible  que  «i  lout  |[>j  <. 
Celte  propri^li  subsiste  si  les  fi  et  les  H  s< 


s  uirie  de  Tsjlur  «dtuellr  ann  cfrelr  d«  ci>a<n« 
n^cestiiire  et  sufGuinl  que  sa  r^glun  Ac  siMDa»- 


'   |>nipnclé 


.  II.-  Il,  «r  M- 


sammeot  grand,  o 


t  des  fonctioM  entières  telle« 
-,  le  module  de  Mj—  H,  dépawe  f  (r),  et  que,  pour  r  %at&- 


"<'g<p('-)>llof+(r)r. 
imam  An  module  de  tout  let  G  et  a  un  nombre  riel  pin* 


eto  éUQl  le 
grand  que  i. 

De  11,  M.  Borel  déduit  une  giniralisition  tris  étendne  da  théorème  de 
M.  Picard  dont  il  a  récemmeol  donné  une  démonstration  nonTelle. 

Craig.  —  Sur  une  suite  d'équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles provenant  de  la  théorie  des  surfaces.  (âS^-tiSâ). 

Désignant  par  u,  i>  les  paramètres  des  lignes  de  courbure  et  par  p,,  p,  les 
rayons  de  courbure  principaux  correspondant  auiL  lignes  u  =  const.  et 
V  ~  const.,  par  II,  cl  R.  les  rayons  de  courbure  géodésique  de  ces  lignes,  on  a 

dv     p,  It,      p, 

à_^  _^  VK 
du  p,    '"  Hj    Pi 


i-ii" 

„,lo,d.., 

:  suilM  <lc  Laplacc 

■.     lE-,,,). 

(E.,,),    <E,j).     . 

■■    (E,,), 

..    (E-,,,). 

lE.,,).    (E,.,),     . 

,.,     (E,,,). 
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on  reconnaît,  avec  M.  Craig,  que  les  équations  (  E,,)  et  (  E,._,  j)  des  deux  suites 
sont  équivalentes,  c'est-à-dire  admettent  les  mêmes  invariants. 
On  a  pour  les  invariants  les  relations 

i 


VE(;  fP     ,      G» 


/,  h  ^-^ —-  loc  — /i-»/i'-^       h 


< 


R,R,       f>i/(yv'''^R\    V^,5---^-V 


I 


I 


-  VK0_    _çil^         E.  ., 

~    R,Rj        Ouôv   ^  K-,    -V    -M    •    -'V 

L'étude  des  équations  (E^j)  ou  (E„)  est  ramenée  dès  lors  à  celle  des  inva- 
riants h.. 

Painlevé,  —  Sur  les  singularités  des  équations  de  la  Dynamique. 
(636-639). 

Une  singularité  assez  inattendue  des  équations  de  la  D^'namique  c'est  que,  le 
temps  t  tendant  vers  une  certaine  valeur  /,,  le  système  S  ne  tend  vers  aucune 
position  limite  ni  même  vers  l'infini. 

Exemple  :  Un  point  libre  de  masse  i,  mobile  dans  le  plan  des  xy^  est 
soumis  à  la  force 

X  =  (a:-t->')v^        M  —  {x--y)v^. 

Ce  système  comporte  les  mouvements 

a;  =  sin  log(/,—  t),        y  -  cos  iog(/,— /). 

En  appliquant  au  domaine  réel  les  résultats  qu'il  a  obtenus  pour  les  équa- 
tions différentielles  analytiques,  M.  Painlevé  arrive  à  la  proposition  suivante  : 

Admettons  qu'il  n'existe  pas  de  positions  singulières  de  S  à  distance  finie  et 
que  les  forces  dérivent  d'un  potentiel  U(j:,t  ...,  x^)  n'ayant  qu'une  valeur 
pour  une  position  S.  R  désignant  la  distance  niaxima  à  l'origine  des  points  de  S 

pour  une  certaine  position  du  système,  admettons  de  plus  que  tt^  reste  inférieur 

à  un  nombre  fini  A  pour  toute  position  de  S.  Quand  /  tend  \ers  t^  (quel  que 
soit  <,  ),  les  x-^  x'i  tendent  vers  des  valeurs  finies  déterminées;  les  Xi{t) 
peuvent  être  développées  en  séries  de  polynômes 


r  =  oo 


•^-(0  =  2]  Ki') 


r  =  0 


convergentes  pour  t  quelconque,  séries  dont  les  coefficients  successifs  se  cal- 
culent en  fonction  des  conditions  initiales  par  de  simples  différentiations 
comme  ceux  d'une  série  de  Tuyior. 


46  SltCUNUlî  l'AUTIE. 

Guyou.  —    Hiiri/.mi    ;;vr(isc<ijiii|iir    de  l'an 


Vhorison  gj  roitco/irijne  lic  ruiiiii'iil  rlniriaU  es!  un  iiiilriiinpnl  J'uB«(r»r» 
perfeclion  dtsiinri  i  suppléer  k  Vh>nifva  de  l»  met  pur  I»  mnure  Jr-  b«iii'»*'* 
des  astres  par  lomp»  6e  brutnc  el  do  nuil. 

La  tliéorie  iiiutli^iiaiic|iic  du  l'instriiracnt,  donniïe  par  M.  Bouk,  muolrti^*^ 
p«r  l'effet  de  lu  rulnlinri  dp  te  Ti-rrp,  In  verlkale  du  cAne  ik  priV^ssi.™  il«r  --J 
par  l'aie  da  g  s  roiic'rpp  »t  indini^  mr  lu  verticale  de  la  f[rii*ilé  d'un  *"^^0 
proportionnel  nu  l'osinu!  de  lu  luliliidr.  Le  gyroscope  ricunuii  (aurnit  *<M^H 
un  inojeo  tri's  siinpk  de  irwtirc  eri  d'Vidcni'e  le»  cllela  de  la  rolaiioii  dt  ^H 
Terre.  ^| 

Stœckel.  —  Sui-  la  ili  ss  surtiices.  (677-680). 

L'auteur   riipjiLlk    ii'iiUij..i    _..  fine   ci^m'ial   dû    au    ai^nii^dr    m»-?^  •" 

Soient  S,(^,,  y„  s,)  et  5,(2',.  j'„  «,)  deui  sarluees  applicable*  rnne  sa^^ 
l'antre',  soient />  =  const.  et  9  =  ronst.   les  équation*  dn   *;*léme  conjuga  ^^ 
o  i  S,  et  S,;  soient  enGn  P  et  Q  deux  fonction»  de  p  et  f  qui  MliiTon^* 
latlons  diiïérenti elles 


?H','l'--«'". 

g*t  "!'«-"- 

le.  t,..IIo» 

di,=.pÇd,*Q|!i,, 

d!,=  P^i,  +  Q§J,, 

i,,.p|.f,  +  Q|lJ,, 

i,,.p|id,+  Qa-d,. 

d;,=  v  ^dp  +  q^dq.      d',=  p^dp  +  q^dq 

"  op     '        ^  Oq     ^  '  Op    "^       ^  àq     ^ 

définissent  deux  surfaces  S,(Ç„  t,,.  Ïi  )  «t   -i(ïi<  '.i'  lii)  q»'  ^ont  elles-n 
applicables  l'une  sur  l'autre. 
M.  Sta^ckel  se  sert  de  ce  lliéuri-rnc  pour  montrer  qu'à  l'équaliun 


Mï*''n'(/'  +  7.  ^■)-')« 


on  peut  fuirc  correspondre  par  des  quadratures  une  ramille  de  surfaces  appli- 
cables. 

Ces  çuifaces  ont  des  propriétés  intéressantes.  En  se  défornianl,  elles  roD- 
servent  le  mi}mc  système  conjuguéi  ces  lignes  conjuguées  sont  dos  géodésiques. 

Goursat.  —  Sur  lu  lliéoiic  des  éqiialions  aux  iltiflvôcs  pai-tî«llcs 
du  second  ordre.  (G8o-fi83). 
l'our  appliquer  i  une  équation   aui  dérivées  partielles  du  second  ordre  à 
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\'ormale,  1870),  il  faut  irabord  chercher  s'il  cxisle  des  combinaisons  inlc- 
Tables  pour  les  ê.|ualions  diiïérenticlics  des  caraciérisliqucs  d'ordre  supérieur. 
kf.  Goursat  comnninii]uc  au  sujet  de  ces  combinaisons  intcgrables  un  certain 
lombrc  de  propositions  destinées  à  en  faciliter  la  recherche. 

êpin  (le  P,),  —  Formes  lint^aircs  des  diviseurs  de  x'^±  A.  (()83- 
68(3). 

Démonstration  nouvelle  de  trois  théorèmes  de  M.  de  Jonquiéres. 

e  Saussure,  —  Sur  une  Géométrie  de  l'espace  réglé.  (754-737). 

On  peut  considérer  Tespace  réglé  comme  la  représentation  de  la  surface 
ponctuelle  d'une  sphère  imaginaire  de  ra^on  i.  Si  V  est  la  plus  courte  distance 
.le  deux  droites  de  l'espace,  Q  leur  angle  et  I  un  symbole  unité,  on  dira  que 

[P-+-  Ql  )  est  le  distangle  et  l î~^'  )  '^  codistangle  formé  par  ces  droites, 

?\.  ces  quantités  complexes  seront  considérées  respectivement  comme  des 
mesures  linéaires  et  angulaires  de  l'intervalle  compris  entre  les  deux  droites. 
Puur  déduire  des  résultats  de  ces  définitions,  il  faut  pouvoir  soumettre  le  sym- 
bole I  (<|ui  est  de  la  dimensir>n  d'une  longueur)  aux  règles  ordinaires  du 
"alcul.  C'est  ce  qui  e^t  eflrectivemeiit  possible,  comme  le  montre  M.  H.  de 
Saussure. 

épin  {le  P»),  —  Formes  linéaires  des  diviseurs  x-zh  A  (suite), 

(737-740). 

uplaix,  —  Sur  la  résistance  des  pouls  sous  le  passage  de  convois 
périodiques,  notamment  de  ceux  prévus  par  le  règlement  du 
29  aoiU  i8()i.  (740-^45). 

Un  convoi  périodique  est  constitué  par  une  série  de  convr)is  partiels  iden- 
tiques et  disposés  à  la  suite  les  uns  des  autres  à  des  intervalles  égaux  X. 

La  constitution  particulière  des  convois  périodiques  facilite  le  calcul  des 
moments  niaxima  et  des  flèches  qu'ils  développent  dans  les  poutres  droites  à 
ine  travée.  V  cet  égard,  les  travées  multiples  de  la  période  >i  d'un  convoi  pé- 
'io<li<iue  illimité  jouissent  de  propriétés  très  simples. 

Dans  ce  cas,  la  valeur  du  moment  de  flexion  dans  les  sections,  correspondant 
lux  points  d<î  division  de  la  travée  en  périodes,  est  indépendante  de  la  position 
lu  convoi. 

(^e  moment  m  est  équivalent  à  celui  (jue  produirait,  dans  les  mêmes  sections, 
oit  une  charge  fixe  uniformément  répartie  et  ayant  par  mètre  carré  une 
nteosité  égale  au  quotient  du  poids  spécifique  x  du  convoi  par  la  période  X, 
oit  un  système  de  charges  fixes  et  isolées,  toutes  égales  à  t,  et  appli(|uées  aux 
>oints  de  division  de  la  travée  en  périodes. 

Dans  une  section  quelcoii(|iie,  le  moment  de  flexion  M  est,  à  toute  époque, 
gale  à  la  somme  :  1°  du  moment  m;  'ji<*  du  moiiumt  jjl  qui  serait  développé 
lans  la  section  si  l'on  considérait  la  petite  travée  obtenue  en  dètat  haut  de  la 
♦outre  la  période  qui  renferme  cette  «ieciion. 
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Andoyer,  —  Sur  rexlension  que  Ton  peut  donner  au  théorème 
de  Poisson  relatif  à  Pinvariabililé  des  grands  axes.  (790-793). 

En  recherchant  d'une  façon  précise  sous  quelle  forme  il  est  possible  de  géné- 
raliser les  théorèmes  de  Lagrange  et  Poisson  relatifs  à  rînvariabilité  des 
grands  axes  des  orbites  {Planétaires,  M.  Andoyer  est  arrivé  à  des  résultats  qai 
s'appliquent  à  un  problème  très  général  dont  les  différentes  questions  qui  se 
posent  en  Mécanique  céleste  ne  sont  que  des  cas  particuliers. 

Lémeray,  —  Sur  la  convergence  des  substi talions  uniformes. 

(793-794). 

On  sait  que, /(a:)  désignant  une  fonction  holomorphe,  les  fonctions  y'(j:), 
P{x)j  ...,  obtenues  par  l'itération  de  la  substitution  [^,  f{jc)^j  tendent 
vers  une  limite  a,  racine  de  Téquation  f{x)  —  x  =  o,  si  pour  jr  =  a  \e  module 
de  la  dérivée  de  f{x)  est  inférieur  à  l'unité  et  si  x  est  pris  dans  une  région 
convenable  autour  de  a. 

M.  Lémeray  indique  à  quelles  conditions  la  convergence  a  lieu  lorsque  le 
module  de  /' (x)  est  juste  égal  à  l'unité. 

Craig,  —  Sur  les  surfaces  à  lignes  de  courbure  isométriques. 

(79l-79'>)- 

De  Saussure,  —  Sur  une  Mécanique  réglée.  (796-799). 

Les  principes  de  Géométrie  réglée  que  Tauteura  exposés  dans  sa  précédente 
Communication  s'appliquent  sans  modification  à  la  Mécanique. 

Fabry,  —  Sur  les  courbes  algébriques  à  torsion  constante.  (865- 

867). 

l'ne  courbe  aigébrirjuc  à  torsion  constantes  est  représentée  par  les  équations 

/  dk  —  k  dl 


-A 


h--hk'-r-l' 


^   rhdl  -  Idh 


■n 


dh  —  Il  dk 


-i-k'-r-r- 


où  /i,  A,  /  sont  trois  polynômes  en  f,  sans  facteurs  communs,  tels  que  tous  les 
résidus  de  x',  y\  z'  soient  nuh. 

^h-  peut  avoir  une  racine  double  ta.  Alors  1 /*/<',  l/i//',  E/i  A"  s'annulent 
pour  t  =  a. 

Iléciproquomcht,  si  Zh\  ilA/i',  ïl/ih',  ^Ih/r  s'annulent  pour  t  =  a,  ^h' 
n'étant  pas  nul,  on  voit  de  même  que  les  trois  résidus  sont  nuls. 

D'autre  part,  l/t-  ne  doit  avoir  aucune  racine  triple,  et,  si  la  courbe  est 
réelle,  il  doit  y  a\oir  une  racine  au  moins  quadruple. 
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Marotte.  —  Sur  une  applicalion  de  la  théorie  des  groupes  con- 
tinus à  l'étude  des  points  singuliers  des  équations  dinerenlielles 
linéaires.  (86--8^o). 

S'inspirant  dos  idées  de  Galt)is  et  de  M.  Picard,  rauteur  montre  comment 
on  peut  définir,  dans  le  cas  généra],  un  groupe  conlinu  algébrique  de  transfor- 
mations linéaires  dont  les  invariants  diiïérenlicls  caractérisent  complètement 
la  nature  des  singularités  autour  du  point  a. 

Soit  donc  une  équation  diiïérenticlle  linéaire  à  coefficients  rationnels  en  x 
et  soit  ^,,^2»  ••"»  Xn  ^^  système  fondamental  d'intégrales.  La  combinaison 

V  =  M,7,+...-hM„j/„, 

où  les  u  sont  des  fonctions  rationnelles  arbitraires,  vérifie  une  équation  linéaire 
à  coefficients  rationnels,  d'ordre  /i-, 

Il  arrivera,  en  général,  que  certaines  solutions  de  (i)  vérifieront  une  équation 

entière   par   rapport  à  V  et  à  ses  dérivées,   et  dont  les  coefficients  sont  des 

fonctions  déterminées  au  point  «,  c'cst-â-dirc   admettant  a  pour  point  ordi- 

nuirc  ou  pour  pcMe. 

Parmi  toutes  les  équations/ on  considère  celle  qui  est  d'ordre  moindre  et 

df\ 
de  moindre  degré  en  -r- —  On  démontre  que  l'intégrale  générale  de  celle-là 

appartient  à  l'équation  (i). 

De  plus,  les  p  constantes  >.,,  \j  ...,  V  qui  figurent  dans  cette  intégrale 
générale  y  entrent  algébriquement.  .Soient  .1',,  ^'•.,  •••'.^'«  '<^  système  fonda- 
mental correspondant  à  une  solution  particulière  \\  et  V,,  Y,,  ...,  V,,  le  sys- 
tème fondamental  correspondant  à  l'intégrale  générale  V.  On  a 

Les  quantités  rt  dépendent  algébriquement  de  \^y\y  ...,  >.„,  et  ces  équations 
définissent  un  groupe  algébrique  ix  />  paramètres. 

Ainsi  se  trouve  défini  un  groupe  }*^  attaché  à  la  singularité  a.  Ce  groupe 
possède  les  deux  propriétés  fondamentales  suivantes,  déjA  relevées  par  M.  Klein 
dans  le  cas  particulier  où  tous  les  f)oints  singuliers  de  ré({ualion  sont  réguliers  : 

I*  Toute  fonction  rationnelle  de  x,  j»',,  1%,  . . .,  \\  et  de  leurs  dérivées,  déter- 
minée au  point  rtr,  reste  invariable  (|uand  on  ellVcluo  sur  }\^  \\i  •••O'n  '^s 
substitutions  du  groupe  g^  ; 

1*  Toute  fonction  rationnelle  de  x,  y\,  y,,  ...,  y„  et  de  leurs  dérivées,  qui 
reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  g^,  est  une  fonction  de  J7,  dé- 
terminée  au  point  a. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  WIl.  (Février  i8fjS.)  H.'j 
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particuliers  dccouvcrls  par  Clcbscli,  et  où  le  calcul  de  rinlégrale  résullcrail  en 
principe  d'une  théorie  1res  simple.  Malheureusement  le  nombre  des  termes  donl 
se  compose  l'intégrale,  termes  qu'il  faut  déduire  les  uns  des  aulres,  est  si  grand 
que  le  calcul  direct  parait  impraticable. 

Poincaré,  —  Sur  les  solulions  p'ériodi(|ues  et  le  principe  de  la 
moindre  aclion.  (915-918). 

La  théorie  des  solutions  périodiques  peut  dans  certains  cas  cire  raliachéo  au 
principe  de  la  moindre  action. 

Si  l'on  suppose  trois  corps  a,  6,  c  se  mouvant  dans  un  plan  et  s'altirant  en 
raison  inverse  d'une  certaine  puissance  de  la  distance,  on  peut  imaginer  une 
classe  de  trajectoires  ficlivcs  de  ces  trois  corps,  c'est-à-dire  ne  satisfaisant  pas 
aux  conditions  du  mouvement,  mais  soumises  aux  conditions  suivantes  : 

I*  Les  distances  des  trois  corps  or,  b^  c  seront  des  fondions  périodiques  de 
période  f,  —  t^\ 

2*  Entre  les  époques  /,  et  ^,,  la  droite  bc  aura  tourné  d'un  angle  donné  w,  ; 
la  droite  ac  d'un  angle  donné  to,+  aK^T;  la  droite  ab  d'un  angle  w,  4-2K,r 
(  Kj,  K3  entiers  donnés). 

Une  classe  de  trajectoires  fictives  se  trouve  ainsi  définie  par  trois  constantes 
enliérement  arbitraires  Z^,  f,,  w,  et  par  deux  entiers  arbitraires  K,  et  K,. 
Or,  l'action  liamiltonienue 

restant  toujours  positive  admettra  un  minimum,  et,  en  vertu  du  principe  de 
la  moindre  aclion,  la  trajectoire  qui  correspondra  à  ce  minimum  devra  être 
une  trajectoire  efleclive  qui,  d'après  sa  définition,  correspondra  à  une  solution 
périodique  du  problème. 

M.  Poincaré  démontre  que,  dans  chaque  classe  de  trajectoires,  il  y  en  a  une 
qui  correspond  à  un  minimum  do  F;  il  suffit  défaire  v(Mr  qu'en  faisant  varier 
d'une  manière  continue  la  trajecloirc  fictive,  on  ne  prut  la  faire  passer  d'une 
classe  à  l'autre  sans  que  J  devienne  infinie.  Le  raisonnement  ne  s'applique  que 
si  l'attraction  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  l'inverse  du  cube  de  la 
distance  ou  d'un  ordre  plus  grand.  Dans  tous  les  cas,  il  y  aura  une  infinité  de 
solulions  périodiques.  Dans  le  cas  de  la  loi  de  Newton,  on  ne  peut  plus  affirmer 
qu'il  y  a  une  solution  périodique  dans  chaque  classe. 

jtfarolte,  —  Sur  les  singularités  des  équations  linéaires  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre.  (933-93()). 

M.  l>rach  a  étendu  les  idées  de  Galois  aux  é(]uations  aux  dérivées  partielles 
«iont  les  intégrales  dépendent  d'un  nombre  fini  d'e/é/nents  fondamentaux,  et 
a  défini  pour  ces  équations  un  groupe  qui  joue  le  même  rôle  que  le  groupe  de 
transformations  de  M.  Picard  pour  les  équations  linéaires. 

L'étude  des  singularités  des  équations  considérées  par  M.  Drach  et  celle  des 
î*ingularilés  d'une  équation  linéaire  ne  peiivenl-elles  être  rattachées  aux 
nif^ïïncs   principes?  f'.'esl  en  efTet  ce  qui  a   lieu,  comme  le  montre  M.  Marotte. 


•>'  SECOND!-:  PAIITIE. 

\  tout  ilniiiiiinr  Nidj^iilier  (point  ou  courbe)  d'une  équalion  linéaire  au  & 
dt'i-ivrcs  paiiieilcs  du  prciiiicr  ordre  csl  atlaché  un  groupe,  fini  ou  infini, dont 
ios  iiivarianls  dlirrrciiticN  déterminent  complèlemcnl  la  forme  analytique  des 
îiité^'ialcs  au  voisinage  du  domaine  singulier. 

Cotton,  —  Sur  les  équiitioDS  linéaires  aux  dérivées  parliclles  du 
sccoiul  oindre  à  deux  variables.  (q36-<)38). 

II  s'aï;it  d'une  classiliration  des  éi|uations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
du  s('(*ond  ordre.  ('.elt(!  elas<>iliration  repose  sur  la  considération  de»  deux  inva- 
riants Il  el  K,  dont  le  cahul  ne  suppose  pas  intégrée  Téquation  des  caracté- 
ristiijues.  Voici  rounneni  on  formera  ces  invariants. 

l/enscnil)le  des  termes  du  second  ordre  de  l'équation  peut  être  considéré 
ronime  l'ensemble  des  ternies  du  second  ordre  d'un  paramètre  différentiel  du 
d«*u\irme  ordre  i-orrespondanl  à  un  tls^.  S(»it 


l'e  r/.v-,  A  ««tMi  diseriminanl.  «•! 


(A.  A 


I.'  paramrlrc  dilliTenliil  du  •««•o«»nil  «»rilre  (  A,^  riant  le  eoeflieient  «le  a,  d.iix  A 
l/<'(] nation  p«*ul  alors  si'erire 


/'n'  .    ihv 


Vu    pii'^.Hlt 


A  (»v  I  ■•    .>ù,  —  :'b r-  fiv    -  II. 

*^.r^  '  i.tj'. 


■  >n  .(iir.i 


Il 


K 


V  A-     "    '    \    a'     /    ^       V,/    /,  A     .  r. 


Il  ft  K  -"iiî  '\r^  iii\.ii  i.int^  r-i.ilixt  nu  ni  .t  Li  ti.in'>lnnnati<'n  do  r<i]ua(i><i) 
p,n  .  h.Hurîii  m  .!i  o-  iii  /.»r'  .:  .|i\tH|..n  ilu  i- '•iilî.ii  p.ir  a.  P.ir  un  rlianiji-nii'nl 
•  |.     N.u  i.il«:r>.   Il    -f   t  ■  Il  ii.luiî    it.!;!t  iiii.-  [.,ir   le-  d' ti.-i  minant    l linnnel   ilr   i.i 

-ii|.-:i!iir  .:i.    I\    j,-:-     li'   ni     lî     ,     in-i   .jHi    -       j.    m    r..n    mnlliplio    l,-^   d»-n\ 

l  -^ 

niiMil'-.e-  .i  ■  ji-j':.!!  i  .'1  :  -i    ui.  !  ,-  :  -i.i    -.     ;  .   i         |.«  ,/>-  ri.|  f^^piMulant  iloven.ml 
•   M  -■    i    [  i  -lu.:   I  !■  :■..•;■:     i-t  ni.  K     -."    u,  ..::■■  i     |...i    •,. 
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Il  ri  K  ont  les  expiassions  suivantes 

h  cl  A-  étant  les  invariants  de  M.   Darboux   {Théorie  des  surfaces,  3*  Vol.. 
Chap.  II). 

Âiricard,  —  Sur  un  déplacement  remarquable.  (939-940). 

Soient  dans  l'espace  deux  coniques  quelconques  C  et  C.  On  établit  entre  ces 
<leu\  courbes  une  correspondance  homographique  quelconque  telle  qu'à 
cinq  points  m,,  nUj  m^,  m^^  m^,  pris  sur  la  preuiiêre,  correspondent  les 
cinq  points  m',,  m'j,  m',,  m\y  m\.  Si  C  se  déplace  de  manière  que  m',,  m'j,  m,, 
m[f  m^  restent  sur  des  sphères  fixes  de  centres  respectifs  m,,  m^i  ffi^,  m^,  m^. 
tout  point  m^  de  C  décrira  une  ligne  appartenant  à  une  sphère  fixe  dont  le 
centre  m^  (homologue  «le  m^)  appartient  à  C. 

Ce  théorème  général  est  susceptible  de  divers  cas  particuliers  intéressants. 

-^Vann/ieîm.  —  Sur  le  paraboloïde  des  huit  droites  et  les  nappes 
des  développées  de  surfaces.  (983-986). 

Entre  les  droites  de  courbure  d'une  surface  et  celles  des  nappes  de  sa  déve- 
loppée, il  existe  une  dépendance  exprimée  géométriquement  par  un  paraboloïde 
que  M.  Mannheim  a  antérieurement  nommé  paraboloïde  des  huit  droites  et 
qu'il  définit  de  la  manière  suivante  : 

Soient  (S)  une  surface,  (B)  et  (C)  les  deux  nappes  de  sa  développée.  Des 
<Ieux  centres  de  courbure  b,  r,  situés  sur  une  normale  A  à  (S),  on  mène  les 
normales  B,  C  à  (B)  et  (C)  :  ce  sont  des  droites  de  courbure.  De  chacun  des 
centres  de  courbure  dj  e  (>itués  sur  B)  et  ff,  h  (situés  sur  C),  partent  les 
droites  de  courbure  I),  E,  G.  H. 

Les  droites  B,  C,  D,  E  étant  supposées  données,  le  paraboloïde  (P)  des 
liuit  droites  se  détermine  ainsi  :  il  a  pour  plan  directeur  un  plan  perpendicu- 
laire à  A;  ses  directrices  sont  dd'  qui  joint  d  au  point  où  C  est  coupée  par  le 
plan  (B,  E)  et  ee'  qu'on  obtient  de  même  au  moyen  du  plan  (  B.  D). 

Si  donc  on  donne  les  droites  de  courbure  d'une  surface  et  seulement  celles 
de  l'une  de  ses  nappes,  le  paraboloïde  (  P  )  est  déterminé  ;  mais  (  P  )  ne  suffit  pas 
pour  déterminer  les  droites  de  courbure  de  l'autre  nappe .^ 

M.  Mannheim  indique  néanmoins  ce  qu'il  permet  de  connaître  relativement 
^  celte  dernière  nappe. 

^  lioy.  —  Sur  le  [)roblème  de  Dirichlel  et  les  fondions  barnio- 
niques   fondamentales  attachées  à  ime  surfac(*  fermée.   (986- 

988). 

Supposant  le  principe  de  Diriihlel  éhibli,  l'auteur  se  propose  d'obtenir 
l'expression  de  la  fonction  harmonique  qui  prend  des  valeurs  données  4»  sur 
la  frontière  S  d'un  domaine  ct»nnexe  T,  au  mi>yen  d'une  série  de  fonctions 
harmoniques  simples.  On  suppose  que  la  fonction  «^  admet  des  dérivées  de 
tout  ordre  et  que  le  domaine  T  est  limité  par  un  nomlMC  fini  de  surfaces  com- 
posées d'une  «ieule  nappe  analuique  ré;;ulière. 


Par  des  raiioancmenLs  ^rniliUbli 
une  question  analogue,  M. 
niguei  fondamentale*  W 
fiant  les  relations 


de  fonrliont  hatmis 
simples  taaritr*.  yir* 


\x,        dx.        '     f  J,  Je 


dam  lesquelles  ï^ea 


\.*n\t  faisant  punie  ifii 


W,  dw  -  «, 
lUIt  .IriiouitirjiMe 


On  peut  alors  développer  •!■  cii  série  i)e  li  fornie 


A^=  y*    ^.\V^,, 


On  «oit  que  II  solution  ii'  la  forme  d'un  p'Uriiiid  iirAtonirntfé' 

simple  couche. 

Ce  Tésullat  peut  £tre  généralisé.  On  peut  maintenant  construire  anefoDctionV. 
harmonique  à  l'extérieur  de  S,  régulière  k  l'inlini,  vérirunt  en  tout  point  de  S 
la  relation 

rfV        dV   _  fi 
dx^  "*"  d*,        d(  ' 

et  se  réduisant  sur  S  i  4>  pour  t  =  a.  On  a 

V=2]A,W,«-iV. 

D'Ocagne.  —  Sur  les  équations  représentables  par  irols  systèmes 
linéaires  de  points  cotes.  (988-990), 

Poincaré.  —  Sur  une  forme  nouvelle  des  équations  du  problème 
des  trois  corps.  (iti3i-io35). 

Soient  trois  corps  A,  U.  C  s'atlirant  d'après  U  loi  de  Newton;  soient  t„  x,. 
X,  ks  coordonnées  de  A.  .r,.  x^,  x^  ceJlcs  de  B,  x.,  .r,,  x,  celles  de  C:  soit 
m,=  ntj^  ffi,  fa  mas^e  de  A,  m,  =  m^-  m,  celle  de  B,  m.  =  m,^  m,  reik 


=Ié: 


dt        Or,  ai   "       (tx. 

u  est  permis,  sans  nuire  i  la  généralité,  de  supposer  le  centre  de  gravité  liie, 
et  l'on  peut  profiter  de  celte  circonstance  pour  réduire  le  nombre  des  degrél 
de  liberté.  Des  deux  modes  de  réduction  qui  ont  été  proposés,  l'un  laisse  nne 
forme  simple  ï  la  fonction  perturbatrice,  mais  ne  conserve  pas  aux  intégrales 
i»  d"one  it  ta  fonction  pertur- 


~  pi.,- 


m  pi  iq  lié 
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C*est  pourquoi  M.  Poincaré  propose  un  troisième  mode  de  réduction,  con- 
sistant dans  le  changement  de  variables  : 

dx 
X'i  =  "^-^         (1=1»  -N  3,  4,  5,  6). 

Alors,  la  forme  canonique  des  équations,  ainsi  que  la  forme  des  intégrales  des 
aires,  ne  sera  pas  altérée,  et  la  fonction  F  deviendra 

F = y  -^il  _  u  -+-  ZL'?l±j?l2l±ilz« 

jbmi  2m',  m. 

en  posant 

m,  =  ' — —  »         m\  =  ■ — i— -■— . 

m,-i-  m,  m^-^-  m, 

La  forme  de  la  fonction  perturbatrice  sera,  comme  le  montre  l'auteur,  tout 
aussi  simple  que  dans  le  premier  des  modes  de  réduction  dont  il  a  été  parlé. 

Picard  {Em.),  —  Sur  une  classe  de  fonctions  transcendantes. 
(io35-io37). 

M.  Picard  a  indiqué  antérieurement  une  classe  de  transcendantes  nouvelles. 
Partant  d'une    substitution   birationnelle   arbitraire   relative   à   m  lettres  u^ 

V^   ....   IV, 

u'=  H,  (m,  t»,  ...,  IV ), 

v'=  H,  (  M,   V,  .  .  .,   iV), 


il  a  démontré  l'existence  d'une  infinité  de  svstèmes  de  m  fonctions 

uniformes  dans  tout  le  plan,  n'ayant  que  des  discontinuités  polaires,  admettant 
une  période  Q  et  vérifiant  les  relations 


^(c-+-£i')  =  H,,f/(5).  9(c) <^{z)]. 

Actuellement,  l'auteur  lève  les  diverses  restrictions  qu'il   avait  faites  pour 
établir  l'existence  de  ces  transcendantes. 

Borel,  —  Sur  les  séries  de  ïaylor.  (io;ji-io5';t). 

Considérant  une  série  de  Taylor\^  n„5",  M.  Horel  appelle /o/ic//o«  entière 
associée  la  fonction  y      "7   •  l'<^«ir  liiie   \;ilour  fixe  du  module  /•  de  c,  Ir  nn»- 
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dule  de  celle-ci  alleint  son  maximum  pour  une  valeur  de  son   argument  qui 
sera  dite  argument  principal. 
Cela  posé,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

I**  Pour  qu'une  série  de  Taylor  n'admette  que  des  points  singuliers  isolés 
sur  son  cercle  de  coiivprj;cnce,  il  est  nécessaire  que,  lorsque  /•  augmente,  l'ar- 
gument principal  de  la  fonction  entière  associée  tende  vers  une  ou  plusieurs 
linlites  déterminées  (  chacune  de  ces  limites  est  un  point  singulier  de  la  fonction 
donnée  sur  son  cercle  de  convergence). 

2°  Pour  qu'une  série  de  Taylor  n'admette  pas  son  cercle  de  convergence 
comme  coupure,  il  est  nécessaire  que  l'argument  principal  de  la  fonction 
associée,  pour  les  valeurs  de  r  qui  dépassent  un  certain  nombre  r,,  soit  constam- 
ment compris  dans  un  intervalle  fixe  d'étendue  inférieure  à  ax. 

De  là  résulte  qu'en  général  le  cercle  de  convergence  est  une  coupure. 

Le  Roux.  —  Sur  une  éf|ualion   linéaire  aux  dérivées  partielles 
(lu  sccoikI  ordre.  (io52-io54)- 

Il  s'agit  de  l'équation 

Ox  aj'        X  —  a  ox        x  —  a  ny 
Klle  admet  une  intégrale  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire 


z{x.  V,  a)r-ea-"'    Ç     5l£i 


X 


(Icltc  intégrale  possède  la  (\iracléristiquc  singulière  accidentelle  .r  —  a.  La 
raiarh  risli([ii('  x  —  a,  qui  est  singulirrc  [«our  les  coeflicicnls,  ne  VvM  \A\\> 
pour  z{x,  }\  T.).  I/cxi'.lcncc  d'uni'  sin£;iilarilc  accidentelle  supprinu'  ou  mo- 
dilio  la  sin;,'iilarit<''  propr»^. 

M.  Darboux  a  fait  voir  <jmo  rinli-gralion  générale  des  équations  de  Laplacif 
revient  an  calenl  dune  intégrale  parlicnlièrc,  délinic  par  des  comlilions  ini- 
tiales parfaileriient  délerniinées.  Cette  fonction  fondamentale  est  représentée, 
dans  b»  cas  des  équations  (i).  par  la  fornuile 


x 

5     1-  \  (i  1- 


0 

{a  -  .rj(a  —  a) 


a,      ^"'  -r.—  a 


z(x,   y,  X,.  y,)  ^-  -^    je  '">  ____j-__j _  ^^^ 


où  rinlé^ralc  par  rapport  à  a  est  évaluée  dans  le  sens  positif  suivant  un  con- 
tour fermé  sirniiie  renfermant  la  ligne  x,,x  sans  la  couper,  mais  ne  oonlenanl 
pas  le  [loini  a. 

In  cas  |)arlirulier  intéressant  e^^t  relui  où  o{x)  se  réduit  à  une  constante  2- 

(  )ii   a.  (Iaii««  ee  f,\< , 

X  —  oc 

zi.  ./•.    w   y.)     -  c^      "  { )     . 
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*>; 


ot,  en  supposant 


X  —  x^ 
X  —  a 


<i, 


x^a^^\x  —  aj    I.2.3.../1     \  x  —  aj 


F  désignant  la  série  hypergéométriquc. 

Di  Pirro,  —  Sur  les  intégrales  quadratiques  des  équations  de  la 
Dynamique.  (io54-io57). 

L'auteur  cherche  et  trouve  tous  les  cas  de  mouvement  dans  lesquels  il  existe 
des  intégrales  homogènes  orthogonales  par  rapport  aux  vitesses. 

Il  envisage  un  système  matériel  assujetti  à  des  liaisons  indépendantes  du 
temps,  les  forces  qui  agissent  sur  ce  système  dérivant  d'une  fonction  de  force 
L(7n  7:'  •••>7i.)  ^û  7p  7:1  •••»  In  ^^"^  'cs  paramètres  qui  définissent  la 
position  du  système. 

Soit  <l>  le  déterminant 


* 


?r^l,n— r-»-l(  ^r+1  ) 


««iC*/») 


?«2(7J 


CP 


/»,ri— r-t- 


t(7J 


oïl  5^1,  ?^2,  ...  de  la  première  ligne  sont  des  fonctions  arbitraires  de  q\,qv  ••., 
q^^  et  les  9ii.,  des  autres  lignes  des  fonctions  arbitraires  de  l'argument  indiqué. 
Soient 

fAqx^  "1  q.)y     fr^dq.,x)^    •••'  /«('/J 

d*autres  fonctions,  également  arbitraires,  des  arguments  indiqués. 
Cela  posé,  si  l'expression  de  la  force  vive  est  de  la  forme 


r  — 1 


n 


h-ï  "^  k  =.  r 


et  si  la  fonction  des  forces  est  définie  par  la  formule 


U-   -1 


*rl/r(7l Hr) 


n 


<l» 


-    X     ^A('A). 


A  =  r-1 


il  existe,  outre  l'intégrale  d«*s  forces  vives,  n  —  r  autres  intégrales  homogènes 
quadratiques  orthogonales  de  la  forme  T, —  L,  —  consl.,  où 


*P^. 


r—l 


•»'.,..•/.('/ 7.) 


)  (5  ..-  I,  '^,  . . .,  /»  —  r). 


•^ 


y     •^.Mt 


A::  /•  M 
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Pour  r  =  1,  on  retombe  sur  la  clatie  indiqnëe  ptr  M.  8UMfcel« 
A  la  suite  de  cette  Communication,  M.  Appell  fait  t9mwqmer  qmt  îm 
résultats  indiqués  par  M.  di  Pirro  doivent  être  npprocMi  de  eeaz  de  M.  Léfi 
Civita  qui  a  formé  des  classes  de  dà^  admetlaat  (Ji — 1)9  (»  — s)«  ...,  a  wm 
I  intégrales  quadratiques,  qui  d'aillean  ne  aont  pai  BteetatiroMeat  rédoctiUae 
à  la  forme  orthogonale. 

Poincarè.  —  Sur  la  méthode  de  Bruns.  (iaa4-iaa8). 

Bruns  a  démontré  (  Acta  mathêmaiica,  t.  XI  )  qae  le  probltoe  das  ttoia  earfa 
n'admet  pas  d'autre  intégrale  algébrique  que  les  înté|^cs  caaBaes.  M*  Paia- 
caré  signale  certains  cas  d'exception  an  théorème  deBraaeetTCetifleoertaiact 
défectuosités  de  sa  démonstration  qui,  d'ailleart,  a'ea  iaflment  pat  la  valear. 

Délassas.  —  Sur  les  transformations  des  systèmes  différentiels. 

(1 246-1  a  18). 

Dans  une  Communication  antérieure,  M.  Dclassus  a  indiqué  une  forme  cano- 
nique des  systèmes  différentiels  quelconques  et  un  théorème  général  analogue 
à  celui  de  Cauchy.  Ce  théorème,  comme  l'auteur  le  montre  actuellement, 
permet  de  réunir  sous  un  même  point  de  vue  plusieurs  des  résultats  obtenus 
jusqu'à  présent. 

Parmi  les  propositions  très  générales  auxquelles  parvient  Tauleur,  en  suivant 
cet  ordre  d'idées,  il  faut  signaler  celles-ci  : 

«  Tout  système  canonique  £  permet  de  former  une  inflnité  de  systèmes  cano- 
niques 9  tels  que,  si  l'on  en  connaît  une  intégrale  particulière  convenable,  on 
puisse  en  déduire  l'intégrale  générale  par  des  intégrations  d'équations  difleren- 
tielles  ordinaires.  » 

La  connaissance  de  cette  intégrale  particulière  pour  un  quelconque  des 
systèmes  a  permet  d'intégrer  tous  les  autres  et  £  par  des  équations  dJlFércn- 
tielles  ordinaires. 

«  \  tout  système!  dont  on  sait  trouver  l'intégrale  générale  correspond  une 
infinité  de  systèmes  9,  de  plus  en  plus  compliquè«,  que  l'on  sait  intégrer  com- 
plètement. » 

Liapounoff,  —  Sur  une  série  relative  à  la  théorie  des  équations 
diflerenticlles  linéaires  à  coefficients  périodiques.  (1248-1252). 


On  sait  que  l'équation 


d-y 


où  X  est  une  variable  réelle  et  p{x)  une  fonction  continue  et  périodique  de  jr 
H  période  (o,  a  pour  intégrale  générale 

.r  .r 

j-  r^-  C,p«F,(jr)  -X.  c,p"  ^Fj(x), 

r.,,  C,  <lant  doux  (onstanles  arhitriiircs  et  &  une  constante  déterminée. 

haiiN  la  tlii'orir  ilr  rrtto  équation,  le  rôle  principal  appartient  à  iincc<Hislunte  A 
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liée  à  p  par  l'égalilé 

p  :=  A  +  v^A^— 1. 

Oq  voil  que,  A  étant  une  constanle  réelle  donl  le  carré  esl  plus  petit  que  i, 
toutes  les  solutions  de  l'équation  (1)  sont  limitées,  tandis  que,  dans  les  autres 
cas,  il  n'en  est  pas  de  même. 

Pour  le  calcul  approximatif  de  A,  M.  LiapounofT  indique  une  méthode  de 
développement  en  série  qui  le  conduit  à  diverses  propositions  intéressantes 
relativement  aux  cas  où  A  vérifie  l'inégalité  A'<i. 

Slekloff.  —  Sur  le  mouvement  d'un  solide  dans  un  liquide  indé- 
fini. (l'252-l253). 

M.  Slekloiï  rappelle  un  cas  d'intégrabililé  indiqué  par  lui  dans  le  tomeXLII 
des  Matheniatisclie  Annaien  et  qui  ne  semble  pas  rentrer  dans  ceux  qu'a 
donnés  récemment  M.  H.  Liouviilc. 

Avec  les  variables  de  Clebscli  x,,  a:,,  J73,  r,,  y^^  y^  les  équations  du  mouve- 
ment d'un  solide  dans  un  liquide  indéfini  prennent  la  forme  connue 

dt    ~^''i)yi       ^^ày.' 
ii\\  _       f^T  àl  rH'  à'\ 


t»û  T  désigne  une  forme  quadrati({ue  définie  positive  de  ces  six  variables.  Ces 
équations  admettent  une  quatrième  intégrale  algébrique,  si  T  a  la  forme 

•jT  =  a,  jr^H-  a^x\-^  a^x\ 

-f-  2«„a:,r,4-  2flj2:F2>',-4-  ia^iX^y:,-]r  K,y\-^r  A^r^-f-  A3 vj, 
où 

^\\~  «yA^Aj,        a^-  a=A,(A5H- AJ), 

a,,--  a  A3  A,,        tf,  =3  a- A,(A5-h  AJ  ), 

«33  =  '  A,  A,,  «3  ::  :  <f-  A,  (  A?  +  A3  ), 

a  étant  une  constante  quelconque. 

Depuis,  M.  Liapounod  a  généralisé  les  conditions  trouvées  par  M,  Slekloiï  et 
signalé  un  cas  limite  intéressant,  caractérisé  par 

A,=  A,r=A3  -.A, 

(g;,— q„)'                     ^«^n— «ti)-  _    .           («Il       «22)* 
rt,  -^ -a.  ^^^ .  -  a, -^ 

D^ (Jeanne.  —  Sur  Temploi  des  sysLùmes  réguliers  de  points  colés 
dans  la  représentation  des  équations.  (1254-1355). 

Le  Boy.  —  Sur  le  problème  des  membranes  vibrantes.   (i258- 
I  260  V 

\.r  prohicnic  d<*s  membrane*^  xibrcinlc^  consiste  à  tromcr  une  fonction  ron- 


SI'.r.UMir,  l'AllIlË.                                               H 

tinue  =(*,  j-,  f 

)  s'annuljiil  sur  un  iLjnioui  (i^ruié  C,  tt>r>l>aiil  t'r>i<iilii>ii      ^H 

rii>  -  âx''^  tir                              ^M 

en  ton!  point  de 

:  l'aire  plane  A  Umilir.  par  C,  el  Icllc  qur  s  el  ^  w  riilwii  MJ  — 

pour  (  =  0,  i  d( 
M.  Le  Roy  ri 

Posant 

■iiiiil  ec  problème  pu  fiiîMiit  osa)!P  iIm  funclion*  l',)  J.  y  J 

-.  dtffinii?i  par  M.  foincur*  d«ns  les  /lendiconli  ,M  t'ifV^^ 

l'ftieimt)  {iStii).                                                                          ^M 

1,  -  1'  ?ll,rf>.-.        b,^  f   •^fU.dw.             ^^^^M 

il  tronve  que  la 

■1 

,„2,^„.„.i,*^.n„)u.... 

remplit  les  conditions  prescrites  lorsqu'on  prend  6  sufliMniineat  petit,  uni 
qu'alors* et  —  ■  au  lieu  de seréduirc rigoureDsemeatponr«  =  ai desfuoctio» 

données,  en  approchent  seulement  autant  qu'on  Teat. 

Le  problème  des  membranes  peut  donc  (tre  regardé  comme  résolu  au  point 
de  vue  physique. 


ACTA  MATHBMATICA. 


Tome  XVIII,  iSgiC). 


Tresse  {/ï'-)-  —  Sur  les  invariants  dilTérentiels  des  groupes  con- 
tinus de  transForma lions.  (i-88). 

Première  Partie.    —    I.    Considérant  une  multiplicité  i  n  dimensions  diins 

-  des  varijbles  x,,  x,,  ...,  x,,  on  peut  imposer  à  ces  fonctions  une  série  de 
conditions  représentées  par  des  équations  aux  dérivées  partielles.  De  telle* 
équations  peuvent  être  en  nombre  inlini,  mais  on  peut  toujours  les  considérer 
L-DmiDC  se  déduisant  d'un  nombre  fini  d'entre  elles  par  dilTéronliation  :  suivant 
l'expression  de  l'auteur,  tout  sjstétne  d'équations  df;  celte  espèce  est  forcé- 


II  résulte,  CD  pa 

aux   dérivées   part 


•,  de  cette  proposition  que  tout  système  d'ëquj 
cul,  par  uu  nombre  limité  d'opérations,  être  l 
ic  inc-impatibk,  soii  en  un   système  conipléti 


II.  Rappel  des  propriétés  fondamentales  des  groupes.  M.  Tresse  considérr 
exclusivement  ceux  dont  toutes  les  transformations  vcrirtcnt  un  même  système 


1')  Voir  liiilletin,  t.  \\-.  p.  s  i.l. 
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d'équations  aux  dérivées  partielles  entre  les  nouvelles  variables,  considérées 
comme  fonctions  des  anciennes  :  système  qui  exprime  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  qu'une  transformation  appartienne  au  groupe.  Ces  équations, 
que  l'on  peut  supposer  en  nombre  limité  (§1),  sont  les  équations  de  défi- 
nition du  groupe.  Leur  système  reste  invariant  par  les  transformations  du 
groupe,  et  par  celles-là  seulement. 

Deuxième  Partie.  —  L  Les  conditions  pour  que  deux  multiplicités  M,  M' 
(du  même  nombre  de  dimensions)  soient  homologues  relativement  au  groupe, 
c'est-à-dire  puissent  être  transformées  Tune  dans  l'autre  par  une  de  ses  trans- 
formations, s'expriment  par  des  relations  (E)  entre  :  i"  les  variables  5,  x  qui 
définissent  la  multiplicité  M  et  les  dérivées  partielles  p  des  z  par  rapport  aux  x 
prises  jusqu'à  un  ordre  délerminé;  u'  les  variables  analogues  z' j  x'  corres- 
pondant à  la  multiplicité  M'  et  les  dérivées  partielles  (jusqu'au  même  ordre) 
p'  des  ;;'  par  rapport  aux  x' .  On  obtient  ces  relations  en  remarquant  que  les 
p'  s'expriment  par  les  5',  x\  z,  x,  p  et  les  dérivées  partielles  des  z\  x'  par 
rapport  aux  Zf  x,  lesquelles  peuvent  s'éliminer  entre  les  équations  ainsi  écrites 
ci  les  équations  de  définition  du  groupe. 

La  propriété  fondamentale  de  la  notion  de  groupe  (c*est-à-dire  le  fait  que 
l'existence  des  relations  (E)  entre  les  multiplicités  M  et  M'  d'une  part,  M'  et 
M'  de  l'autre,  entraîne  l'existence  des  mêmes  relations  entre  M  et  M")  permet 
d'établir  que  ces  équations  (E)  peuvent,  en  général,  être  mises,  par  des  opé- 
ratiori;>  élémentaires,  sous  la  forme 

J  =  J'. 

J  dé<iignant  une  certaine  fonction  des  i,  x,  /?;  J'  la  même  fonction  des  -s',  ar', 
p' ;  en  un  mot,  ces  équations  s'obtiennent  en  égalant,  dans  les  deux  multi- 
plicités, les  valeurs  d'un  certain  nombre  d'invariants  différentiels. 

11  y  a  exception  lorsque  la  multiplicité  M  est */?er«a/e,  c'est-à-dire  lorsqu'elle 
vérifie  l'un  ou  l'autre  de  certains  systèmes  d'équations  déterminés,  lesquels 
sont  invariants  par  les  transformations  du  groupe,  de  sorte  que  la  multi- 
plicité M'  vérifie  le  même  système  spécial.  Aux  conditions  ainsi  écrites,  on 
devra,  pour  exprimer  que  M  et  M'  sont  homolr>gues,  joindre  des  conditions  du 
même  type  que  dans  le  cas  général,  c'est-à-dire  obtenues  en  égalant  les  valeurs 
de  certains  invariants. 

Ainsi,  pour  le  groupe  des  déplacements  plans,  l'invariant  différentiel  le  plus 
simple  est  la  courbure;  il  cesse  d'exister  pour  une  catégorie  de  multiplicités 
spéciales,  les  droites  isotropes. 

II.  Les  mêmes  résultats  peuvent  s'obtenir  en  partant   des  transformations 

infinitésimales  du  groupe,  conformément  aux  méthodes  de   M.  Lie.  Les  inva- 

fjanls  sont  les  solutions  de  certains  systèmes  complets  d'équations  linéaires 

jjjt  dérivées  partielles  formées  à   l'aide  de  ces  transformations;  les  systèmes 

.«j^£/ations  invariantes  sont  ceux  qui  admettent  l'ensemble  des  transformations 

ff    X^orsqu'on  connaît  un    nombre  suffisant  d'invariants  distincts,  on  peut 

'      '  igtivc  d'autres  d'un  ordre  différentiel  plus  élevé;  il  suffit  de  prendre  les 

^   ^^  gj/iiiOis  fonctionnels  formés  avec  leurs  dérivées  totales  par  rapport  aux 

fif^^ Ê^T9     «"'^^pendantes  :  le  ({uotient  de  deux  quelconques  de  ces  déterminants 

.^/Z'       ^aé'f^  donne  encore  un  invariant. 


i\i  SI'CUNDK   PAUTIE. 

Le  |)roct'<h''  resso  de.  ( ondiiire  à  un  résultai,  lorsque  les  iorarianU  iaîli*^^ 
ne  sont  pas  distincts;  aussi  csImI  préférable  d'étudier,  d'une  manière  généraî^^' 
les  paramètres  différentiels,  c'est-à-dire  les  opérations  qui,  appliquées  ^  ^^ 
invariant  quelconque,  duiincnt  comme  résultat  un  invariant  :  recherchr-     *\^^ 
peut  être  traitée  comme  une  reclierrhe  d'invariants  difTérentielf.  La  méLb*^ 
ainsi  obtenue  n'est  inapplicable  que  pour  certaines  mallipticités  spéciale^     — 
tisfaisant  à  des  é({uations  in\ariantes  bien  déterminées,  au  lieu  quelapreiK*  *^  • 
tombç  en  déraiil  pour  des  multiplicités  satisfaisant  A  des  équations  qui 
pendent  de  fondions  arbitraires. 

Du  théorème  général  démontré  dans  la  première  Partie  résulte  que  ton  -^^ 
invariants  peuvent  se  déduire  d'un  nombre  limité  d'entre  eux  par  l'applics 
répétée  des  ojjéralions  précédentes. 

Application  est  faiie  à  la  déformation  des  surfaces. 

Troisième  Partie.  —  I.  Les  invariants  s*obtienncnt  également  par  la  c» 
dération  de  Vêtement  réduit.  Un  élément  quelconque  E,  c'est-è-dire  un  sysi 
de  valeurs  des  «,  x^  p  (ces  quantités  étant  dites  les roore/onnèef  de  réicmc 
étant  donné,  on  nommera  élément  réduit  correspondant  celui   des  ho 
logues  de  K  qui  satisfait  à  certaines  conditions  déterminées  prises  une  fois  p 
toutes  (et  non  invariantes  par  le  groupe  donné);  par  exemple,  celles  d*avoi 
plus  grand  nombre  possible  de  ses  coordonnées  égales  à  des  constantes  ckot^'  " 
arbitrairement.  Les  éjénients  homologues  les  uns  des  autres  étant  évidemm^^ 
ceux  qui  ont  le  même  élément  réduit,  les  coordonnées  non  données  de  celui  ' 
donnent  les  invariants. 

Il   peut  être    utile   d'opérer   celte    réduction   en   deux    fois,   en   consitléri* /* 
d'al)ord  l'élément  réduit  de   K  par  un   sous-groupe  du  groupe  proposé:  pui'^-' 
réduisant  à  son  tour  cet  élément  réduit  intermédiaire  par  rapport  au  groufx* 
complet.  Cette  manière  de  procéder  donne  les  invariants  du  groupe  exprime^ 
en  fonction  de  ceux  du  snus-groupe. 

II.  Application  au  groupe  des  transformations  conformes  de  IVspace  (corn- 
binaisrin  de  tous  les  déplacements,  homolhélies,  symétries  et  inversions  pos- 
sibles) et  au  groupe  des  transformations  projeciives:  le«*  deux  invariants  If* 
plus  î»im[)les  obl«-inis  |)(inr  ro  drriiifr  ;;roupe  sont  {<••;  constantes  <-aractéri«tii}iir<. 
de  la  surface  létraédr<il«'  usruliilrice. 

III.  ICtude  de  l'équation  v" --  a„r'^  -  a^y''-i-h^y' — />„,  où  rt^  </,.  ^,,  h^  sniil 
des  fonctions  de  x  et  (k\v.  Cette  l'-quiitinn  ne  change  pas  de  furnio  par  une 
transformation  ponctuelle  (inelronijuc  :  en  parli<Milier,  la  permutation  de  x  et 
de  y  >\  lra<luil  par  une  >inipli'  permutation  des  Iritrcs  a  et  b. 

\'A\  clirrclianl  le^  invariants  <}('  rt'qnalion  par  le  ;;rouj>e  drs  tran>forniation«^ 
ponctuclli's,  on  est  ifiiidnit,  p.ir  (|iirl(|urs  cah'ul>  >imple>,  à  fonner  t-erlaint"< 
combinaisons  dinV-rmlielles  //  cl  h.  Ln  égalant  à  zéro  ces  d<>u\  ex[ire*«Nion>. 
on  a  un  système  d<'  relations  in\ariaiites;  les  ctiualions  spèf.-iales  qui  \ériiienl 
ce  svslèmc  n'admettent  pas  d'invariant  :  ce  sont  cello  (|ui  peuvent  être  riime- 
nées  à  la  tormr  .»'"  —  o.  Laissant  de  côté  ce  «'as  exceptionnel,  on  con^^late  i]u'on 
peut  réiluire  l'équation  de  manière  à  a\oir  h   -  o. 

Les  transformati<ins  (]ui  n'altèrent  fias  <-ette  conditit>n  forment  un  sous-groupc 
du  groupe  propo<^é.  et,  d'après  ce  (]ui  précè<le,  les  in\ariants  de  ce  sous-groupe 
(auxquels  on  f>;ir\i('nl  aisément  )  conduisent  aux  invariants  cherrhé«. 


-i 
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Application  à  la  recherche  des  conditions  pour  que  l'on  puisse  ramener  les 
coefficients  a,  6  à  ne  contenir  qu*unc  seule  des  deux  variables. 

Lindelof  (/».).  —  Sur  la  théorie  des  caisses  de  pension  (89-96). 

Simplification  apportée  au  calcul  des  dépenses,  pour  les  caisses  de  retraite 
dans  lesquelles  le  nombre  des  sociétaires  reste  constant  (seul  cas  dans  lequel 
le  calcul  puisse  se  faire  avec  rigueur).  La  méthode  de  M.  Lindelof  permet 
d^évaluer  les  dépenses  à  prévoir  pour  les  pensionnaires  futurs  sans  passer  par 
le  calcul,  plus  ou  moins  incertain,  du  nombre  de  ces  pensionnaires. 

Padé  {11,),   —   Sur  les  séries  enlières  convergentes  ou  diver- 
gentes et  les  fractions  continues  rationnelles.  (97-1 12). 

Certaines  séries  entières  divergentes  peuvent  être  transformées  en  fractions 
continues  convergentes  (Laguerre);  l'inverse  pouvant  d'ailleurs  également  se 
produire  (Halphen).  On  est  dès  lors  conduit  à  définir  une  fonction  par  les  sé- 
ries de  fractions  rationnelles  approchées  les  plus  générales  possibles. 

I.  Soit 

^'  =  «„  4-  *,  -T  -+-  *2  JT-  H- .  .  .  (  *o  7^  "  ) 

une  série  entière.  />  et  7  étant  deux  entiers  quelconques,  la  fraction  -j  où  U 

est  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  y?,  V  un  polynôme  de  degré  au  plus 
égal  à  q,  sera  dite  fraction  rationnelle  approchée  correspondant  au  couple 
iP*  Ç)y  ^^  ^^^  développement  a  plus  de  termes  communs  avec  la  série  y  que 
celui  de  toute  autre  fraction  rationnelle  dont  les  termes  aient  leurs  degrés  in- 
férieurs aux  mêmes  limites.  Parmi  les  fractions  rationnelles  approchées,  on 
peut  distinguer,  pour  en  former  un  Tableau  (T),  les,  fractions  normales,  dé- 
finies par  cette  propriété  de  ne  correspondre  qu'à  un  seul  couple  d'entiers  {p^q). 
Dans  ce  cas,  les  degrés  des  polynômes  U  et  V  sont  précisément  égaux  à  ces 
entiers  et  le  nombre  des  termes  communs  avec  la  série  y  est  au  moins  égal 
à  p-^q  -t-i. 

La  connaissance  d'une  fraction  normale  entraîne  celle  de  toutes  les  fractions 
approchées  moins  avancées  (ou,  au  plus,  aussi  avancées)  qu'elle,  c'est-à-dire 
telles  que  p-^q  ait  une  valeur  moindre  (ou  au  plus  égale).  Donc,  le  Tableau  (T) 
est  entièrement  défini,  quand  on  se  donne  une  suite  de  fractions  normales  de 
plus  en  plus  avancées.  Dès  lors,  il  suffit  qu'une  seule  suite  de  cette  espèce  con- 
verge vers  une  fonction  déterminée  pour  que  tf>ule  autre  suite  analogue,  con- 
vergente ou  divergente,  et  en  particulier  la  série  y  puisse  être  considérée  comme 
défînissant  la  même  fonction. 

II.  Addition  et  multiplication  des  séries  divergentes,  définies  par  le  procédé 
précédent. 

III.  Après  quelques  remarques  historiques,  l'auteur  montre  quel  intérêt  il  y 
aurait  à  reprendre,  au  point  de  vue  où  il  vient  de  se  placer,  l'étude  de  quelques 
développements  célèbres  et,  particulièrement,  à  généraliser,  sous  le  même  point 
de  vue,  les  résultats  obtenus  par  Halphen  relativement  à  la  fraction  continue 

de  Jacobi  [développement  de  i^(x  —  a)  (x  —  b)  {x  ~  c)  {x  —  d)]. 


■  -  *« 
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Tchebyche.iv  {P>).  —  Représentation  approchée  de  la  radnc 
carrée  d'une  variable  par  des  fractions  sim|Je8.  (ii3-i32). 
(Traduit  du  russe  en  allenaand  par  O.  Bicklnnd.) 

Proposons-nous  de  trouver,  pouri/-»  ane  Tâlear  appnMMe  de  la  fi 

<■>  ""^c^-^^^'-^J^' 

c'est-à-dire  d'écrire  une  expression  de  la  forme  préoédeate,  telle  qM^dass  fia- 
tervallc  compris  entre  â?  =  i  et  df  =  A  >!,  le  logarithme  d«  reppoct 

s'écarte  aussi  peu  que  possible  de  zéro. 

D'après  un  théorème  démontré  dans  un  Mémoire  précédent  [Sur  les  ques- 
tion* de  maxima  et  de  minima  gui  se  rattachent  à  la  représentation 
approximative  des  fonctions  (  Mémoires  de  l'Académie  impériale  de  Saint- 
Pétersbourg,  t.  Vil;  i858)],  Técart  en  question  pourra  toujours  être  diminué, 
s'il  est  atteint  moins  de  a/i  +  afois  dans  rinterTalle  considéré. 

Donc,  en  désignant  par  /  et  j  les  valeurs  extrêmes  de  y^  nous  aurons  &  dé- 
terminer les  constantes  A,  B^,  C.-,  de  manière  que  les  équations 

aient,  (hln^   riiUcrviillc  (i^  A),  au   moins  Q/i  +  s  racines  communes,  dont  au 
moins  un  doubles  (celles  (|ui  ne  sont  égales  ni  à  i,  ni  à  h).  Or,  ces  équations 
une  fois  rendues  entières,  ne  sont  que  de  degré  4i  -ha. 
On  devra  avoir,  par  consi>quenly 

r.  étant  une  eonstanie,  tiu 

liy  (ix 

\  ^'  — - 


\(/-       y'){i -- i-y- \        \x\^i-~x)(h— xt 

dy 

Pour  déterminer  /,  on  ob'«er\e  que  la  dérivée  -r—  s'annule  j/i  fois  dans  l'in- 

'  ax 


lervalle  ^i,  /i  ^  et  ne  s'annule  plus  en  dehors  de  cet  intervalle.  Il  vient  donc 

''  '•  '* dx 

\X\i   -  j  »  I  h  — X  ) 


-     -  •  «      II-  — J  (  /i  -h  ,  )  r. 


/•  dy  I  ^znr      r~ 

/  .  ./  ,       .,  .',      \X    l-X^^,h    -X* 
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ce  qui  donoe  /  par  la  formule 


<   I  =-4-  «0 


i     y\     ^:(:fi+i)«c:«+i)] 


,r:n+i)i(2i>i) 


I^^ 


nr 


q  =  e- 

On  voit  que  TapproximatioD  se  resserre  très  rapidement  lorsque  n  augmente. 
Application  est  faite  au  calcul  des  intégrales  de  fonctions  qui  contiennent  la 
racine  carrée  d'un  polynôme  et,  en  particulier,  des  intégrales  elliptiques. 

Picard  {E).  —  Sur  une  classe  de  transcendantes  nouvelles  (pre- 
mier Mémoire).  (i33-i54). 

Soit 

/     U'  —    |{,  (m,  ç>.   .  .  .,  W), 


j  

■    ^*''"    Rm("'  ^"»    •••jlV) 

une  substitution  birationnelle  quelconque,  relative  à  m  lettres  m,  v,  ....  cv. 
L'objet  du  Mémoire  est  de  montrer  qu'il  existe  une  inOnitc  de  systèmes  de  m 
fonctions 

uniformes  dans  tout  le  plan,  n'ayant  que  des  discontinuités  polaires  et  jouissant 
des  propriétés  suivantes  : 

!•  Elles  admettent  la  période  w'/; 

a*  On  a,  par  le  changement  de  ^  en  i-r-  w, 

\  +(5-f-w)=.R„[/(5),  9(3),  ...,+(z)]. 

L  Soient  les  m  polynômes  : 

P,  («,  v,  ...,  iv),     PjCm,  r,  ,..,iV) P„(w,  l',  ...,w), 

qui  s'annulent  tous  pour  u  —  v  =. . .—  w  =  o.  On  peut  trouver  une  infinité  de 
systèmes  de  m  fonctions  analytiques 

f{z),    9(c),     ...,iK5) 

de  la  variable  z  =  x  +  iyt  uniformes  à  droite  de  l'axe  O^v,  admettant  la 
période  *a' i  et  satisfaisant  aux  équations  fonctionnelles 

/(5+co)=P,[/(z),  9(c),  ...,  ^{z)], 

''  \  

Bull,  de*  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXII.  (Mars  i8()8.)  W.'j 


m  SliCONDE  PAIITIE. 

Pour  le  démontrer,  on  commence  par  réduire  les  polynômes  P  à  leurs 
termes  du  premier  degré,  que  l'on  peut  supposer  ramenés,  par  une  substitu- 
tion linéaire  convenable,  respectivement  à  la  forme 

|X,M,       ïljV,       ...,      |X^tV. 

Les  équations  fonctionnelles  ainsi  simpliGées  admettent  comme  solutions 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce.  Ces  solutions  servent 
de  point  de  départ  à  une  série  d'approximations  successives  qui  convergent  et, 
à  la  limite,  donnent  des  fonctions  satisfaisant  aux  équations  (3). 

Toutefois,  la  méthode  suppose  que  l'on  n'a,  entre  les  constantes  p.i,  fi,,  ..., 
jx,^,  aucune  relation  soit  de  la  forme 

(v  étant  un  entier  positif  ou  négatif),  soit  de  la  forme 

(v,,  v^,  . . .,  v^  étant  des  entiers  positifs  tels  que  v,-h  Vj-f-. .  •-*-  v^  >  2  ). 

II.  La  dernière  de  ces  deux  restrictions  est  inutile.  Elle  se  lève  comme 
celle  qui  se  présente  dans  la  théorie  des  équations  à  coefGcients  constants 
lorsque  l'équation  caractéristique  a  des  racines  multiples,  en  considérant  le 
cas  singulier  où  la  relation  en  question  a  lieu  comme  un  cas  limite  du  cas 
général. 

La  première  restriction  subsiste  donc  seule  comme  essentielle. 

III.  Si  maintenant,  dans  les  équations  (3),  on  remplace  les  polynômes  P 
par  m  fractions  rationnelles  quelconques,  le  nouveau  problème  ainsi  obtenu  se 
rainèiic  au  précédent.  Il  admet  donc  aussi  comme  solutions  des  fonctions  uoi- 
forines  dans  toute  la  partie  droite  du  plan. 

Knfiii,  si  ces  fractions  délinissent  une  substitution  birationnclle,  la  substi- 
tution inverse  pernietlra  d'étendre  au  plan  tout  entier  les  fonctions  trouvées, 
ce  (]ui  achève  de  résoudre  le  problème. 

IV.  M.  Poincaré  {Journal  rie  Mathématiques ^  1890)  s'est  proposé  àt 
trouver  un  système  de  n  fonctions  9,  (m),  92  (m),  ..-,  9..(w),  admettant  un 
théorème  de  multiplication,  c'est-à-dire  telles  que  l'on  ait 

ç,(  mu  )  -  H.(  9,(  //),   r^.J  u).    .  .  .,  9^(//)l, 

m  étant  une  certaine  constante,  réelle  ou  imaginaire,  telle  que  1  m  |  7~-  1. 

Ce  problème  est  manifestement  analogue  au  précédent,  comme  on  le  voit 
«Ml  posant  u  --  e*,  ni  =  e".  Seulement,  l'hypothè.se  faite  que  w  =  o  n'est  pas  un 
point  essentiel  pour  les  fonctions  9  entraînerait,  une  fois  effectué  le  change- 
ment de  variables  en  question,  certaines  relations  d'égalité.  Les  deux  questions 
sont  donc  <lisliuctes;  les  développements  en  séries  employés  par  M.  Poincaré 
ne  peuvent  pas  servir  à  résoudre  le  problème  traité  par  M.  Picard.  Les  approM- 
inations  successives  semblent  donc  ici  fournir  la  seule  méthode  capable  de 
conduire  au  résultai. 
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llilbert  {D,).    —    Contribution   à    la    théorie   du    polynôme  de 
Legendre.  (i55-i6o). 

L'aulcur  se  propose  de  trouver  la  plus  petite  valeur,  différcnle  de  zéro,  que 
puisse  prendre  Tintégralc 

y  =  flr,a:'»-»H-  a^x'*-^-^-. .  .-f-  a„  étant  un  polynôme  de  degré  n  — i  à  coefficients 
entiers,  3,  p  deux  nombres  donnés.  L'intégrale  I  est  une  forme  quadrati(iue 

par  rapport  aux  coefficientSf  et  son  discriminant  D^  «  est  égal  à  1  ^-— —  i     I), 

où  D  =  D  .,  ^,. 

Mais  si  l^oo  développe  x'^  en  somme  de  polynômes  de  Legendre 

L^"'       i.i.5.  ...  (2m  -  i)J* 

on     trouve    aisément   (on   vertu    des    formules   connues     /         X^, X„c/j"  =  o, 

•  —  1 

r        \]n  dx  =   ^—  \ 

3  •>  2 

I   ,  . ,  =  b\A .,  ^3  H —  ^;  -I- . . . . 

~  '^         i/i  — I      '       j/i— o    "        in  —  ô    ' 


<»ii 


'2» 


et,  par  suite, 


f  ,  N--I  oW-2 

D  =  a"'  i-î 


M-l  .>3i»-2 


.  .  .(2AI—  i  )*('iW  —  l) 


La  formule  de  Stirling  montre  que  cette  expression  est  de  la  forme  t,„2-«', 
la  quantité  tj^  tendant  vers  i  pour  «  =  x,  et,  par  conséquent,  on  a 


1^3:  T. 


-<:^-'y 


Les   propositions  de  Minkowsky  sur  les  formes  quadratiques  à  coefficients 
entiers  montrent  alors  que  l'intégrale  I  peut  être  rendue  plus  petite  que 


\  'I  / 


Cette  intégrale  peut  donc  recevoir  une  valeur  positive  aussi  petite  qu'on  veut, 
-si   I  ?  —  a  l<  '|. 

l^olit*r/'<i  (Vîto),  —  Sur  les  vibrations  des  eorps  éiaslioiies  iso- 
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Extension  de  la  ihéorie  des  caractéristiques  aaz  éqoatîoM 

Les  résultats  obtenus  permettent  d'établir,  poar  les  ondes  cyliadrfqMii  ■» 
théorie  semblable  à  celle  que  Kîrchhoff  a  donnée  da  priacipe  de  Hajfeak 


»,  analognea  è  la  foraale  c^^ 
Boles  eondaiseat  I  fatrodai^^ 


1.  Démonstration  de  formules  fondamentales 
Green,  pour  les  équations  <  A)  et  (B).  Ces  formules 
les  quantités  conjuguées  des  fonctions  w  [pour  l'éqaation  (A)],  h,  9  [\ 
le  système  (  B  )]  :  ce  sont  les  quantités  qui  jouent  un  rôle  analogue  à  celai  q 
joue  la  dérivée  normale  dans  la  formule  de  Green. 

2.  Soit  9(t,  ^,  T^)  une  intégrale  de  Téquation 

la  fonction 

iv  =  ?  [  =h  a(  £  -  <, ),  d?  —  J7„  ^  — ^,] 

sera  (quelles  que  soient  les  constantes  X|,  ^p  £,)   une  intégrale  de  rêqu^- 
tion  (A)  pour  Z  =  o,  et  les  couples 

i  ""^      ^,  ?l«(^-0.  ^- Ji,.r  — V,], 

donneront  des  solutions  des  équations  (B),  pour  X  =  Y  =  o. 
Or,  l'cqualion  (i)  admet  les  solutions 

arcsinO, 


T  I   ' — j^ h  arc  sin  6  L 


6 
r    lopd-e^)  — ^?:r-_- -4-logparcsine,  >(®<»). 
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(l\>ù  l*on  tire,  pour  les  équalions  (A)  et  (B)  sans  seconds  mcmhrcSf  une  série 
«le  solutions,  dites  so\uiion:>  fondamen taies. 

3.  (Calcul  des  quantités  conjuguées  aux  solutions  fondamentales. 

4.  Calcul  des  valeurs  des  solutions  fondamentales  et  de  leurs  quantités  con- 
juguées sur  certaines  surfaces  spéciales,  à  savoir  :  les  cônes  de  révolution 
ayant  pour  axes  des  parallèles  à  Taxe  des  t;  les  cylindres  de  révolution  ayant 
pour  axes  ces  mêmes  parallèles;  les  plans  perpendiculaires  à  ces  droites. 

5.  On  applique  les  formules  fondamentales  (Art.  1  )  à  un  solide  S  limité, 
d*une  part,  par  un  cône  de  révolution  d'axe  parallèle  à  Taxe  des  f,  de 
sommet  (j:,,^',,  /,)  et  d'ouverture  inférieure  à  2arctanga,  et,  d'autre  pari, 
par  une  surface  quelconque  a,  le  solide  S  étant  intérieur  au  cône;  les  deux 
fonctions  considérées  sont  une  solution  quelconque  w  de  l'équation  (A)  et 
une  solution  fondamentale  (Art.  2)  de  l'équation  sans  second  membre.  Il  faut 
commencer  par  retirer  du  solide  S  la  partie  intérieure  à  un  petit  cylindre  de 
révolution  ayant  même  axe  que  le  cône. 

En  faisant  tendre  le  rayon  de  ce  cylindre  vers  zéro  et  l'ouverture  du  cône 
vers  2arctangnr,  on  obtient  la  valeur  de  w  au  point  (^n^n  '1)»  exprimée  en 
fonction  des  valeurs  de  la  même  quantité  et  de  sa  dérivée  normale  sur  <t. 

C.  Recherche  analogue  pour  le  cas  où  le  solide  S  et,  par  suite,  la  portion  de 
surface  <t,  sont  <'xlérieurs  au  cône,  l'ouverture  de  celui-ci  tendant  vers  jarc  langa 
par  valeurs  supérieures. 

7,  8.  Recherches  analogues  à  celles  des  «leux  articles  précédents»  pour  les 
équations  (  B). 

9.  Supposons  qu'on  connaisse  les  valeurs  d'une  intéf^rale  iv  de  l'équation  (A) 
(privée  du  second  membre,  pour  simplifier)  et  celles  de  sa  quantité  conjuguée 
sur  une  surface  7.  Dans  quelle  partie  de  l'espace  cette  fonction  sera-t-elle 
déterminée? 

Les  résultats  précédents  montrent  qu'on  peut  calculer  la  valeur  de  w  en 
tout  point  A  par  lequel  on  peut  conduire  un  cône  (d'axe  parallèle  à  celui 
des  t  et  d'ouverture  aarctanga)  qui  découpe,  soit  dans  son  intérieur,  soit 
extérieurement,  une  portion  de  la  surface  t  dont  le  bord  est  formé  exclusive- 
ment par  l'intersection  du  cône  avec  la  surface.  En  un  mol.  les  cônes  en  ques- 
tion jouent  le  rôle  de  sur/aces  caractéristiques.  On  arrive  d'ailleurs  à  des 
résultats  analogues  pour  les  è(|uations  (B).  Dans  ce  dernier  cas,  d'ailleurs,  les 
quantités  conjuguées  acquièrent,  moyennant  une  détermination  convenable 
des  arbitraires  qui  y  figurent,  une  signilication  mécani(iue  simple. 

Supposons  enlin  que  la  surface  a  soit  telle,  que  l'angle  de  sa  normale  avec 

Taxe  des  t  ail  pour  tangente  ±:  -;  alors,  la  connaissance  de  iv  sur  cette  sur- 
face entraînera  celle  de  sa  quantité  conjuguée  et,  par  suite,  fera  connaître  la 
valeur  de  iv  en  tout  point  A  jouissant  de  la  propriété  ci-dessus  énoncée. 

10.  L'auteur  montre  qu(^  ses  formules  comprennent   comme  cas   particulier 

I  intégrale  de  1  équation  -—,-  —  a-  \  — r  -■■-  • .  —  )'  telle  qu  elle  a  été  donnée  par 

Ot'  \  Ox'         fh'  ) 

Poisson  <*t  Parseval.  Puis  il  examine  ce  qu'elles  deviennent   lorsque   la   sur- 
face ?  est  un  cylindre  parallèle  à  l'axe  \v>  i  (limité  par  un   plan   perpendicu- 


/ 
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laire  aux    généralrices,    lorsqu'on    considère    la    portion    intérieure    au   cône 

(raractéristiquc  ). 

11.  La  niétiiodc  par  laquelle  KirchhofT  donne  au  principe  de  Huygeos  une 
forme  rigourru!»o  ne  s'élcnd  pas  aux  ondes  cylindriques.  Cela    tient,  comme 

()'  iv  %^  à^  u 

l'a  montré  M.  Dulirm,  à  rc  que  l'équation  -— r-  =  a^ au  =  a-   >    -r— ,  n'admet 

i  =  \ 

d'intrgralc  «le  la  formo 


n' 


mité  2]  ^M' 
1=1      / 


où  \  soit  fonction  de  /*  seul  I   r  désignant  la  quantité  ^  x\    ),  que  dans  les 

ras  où  le  nombre  m  des  variables  x  est  i  ou  3. 

iMus  généralement,  on  peut  se  demander  si  cette  équation  admet  des  inté- 
grales de  la  même  forme,  X  étant  une  fonction  de  j:,,  x^.  ...,  x^.  La  réponse 
est  affirmative;  seuieiiient,  une  telle  intégrale  admettra  toujours  des  sinçala- 
rilés  autres  que  le  point  x,  =  Xj  =  . . .  =  x^  —  o,  et  dans  le  voisinage  immédiat 
de  ce  point.  En  effet,  dans  riiypotliése  où  l'intégrale  serait  régulière,  la  for- 
mule de  Grcen  conduirait  à  utie  contradiction. 

I>ans  ces  conditions,  ces  intégrales  ne  peuvent  servir  à  l'extension  de  la 
théorie  de  Kirchboff  ;  au  contraire,  cette  extension  est  fournie  par  les  intégrales 
précédemment  trouvées. 

12.  Soit  posée  la  question  suivante  :  déterminer  la  fonction  U(^,  y,  f  )  de 
façon  que  la  première  variation  de  l'intégrale 


V  -^  ÇV{\J,  Up  t\,  U,.  JTO'»  t)dxdy 


dt 


(l,,  L,,  L,  étant  les  trois  dérivées  de  U),  étendue  à  un  volume  déterminé  S, 
soit  nulle. 

On  sait  que  cette  question  conduit  à  l'équation  du  second  ordre 

en  supposant  toutefois  que  L',,  U;,  IJ3  soient  continus. 

U   restant  continu,  quelles  seront  les  surfaces  le  long  desquelles   U,,  U,,  l^ 
piHirront  éprouver  des  discontinuités? 

On  trouvt^  que  les  valeurs  des  quantités  V-    et  -rrr-  des  deux  côtés  de  la  sur- 

fare  dtvronl  vérifier  la  condition 


m-m 


((.;— r;)-... 


il  (juc  les  cosinus  directeurs  du   plan   tangent  à  cette   surface  seront  propor- 
iioimcls  aux  quantités  L"',  —  L']. 
Lorsque  la  fonction  I*"  a  la  forme 


ihv \-      ,  t)\v\ 
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l'équalion  (2)  devient  réquation  (A)  et  les  surfaces  de  discontinuité  sont 
celles  qui  font  avec  l'axe  des  t  un  angle  égal  à  arctanga,  autrement  dit  les 
enveloppes  de  cônes  caractéristiques  :  résultat  qui  est  en  relation  avec  la 
théorie  du  choc  dans  un  milieu  élastique. 

Mittag'LeJfler  {G,).  —  Sur  rinlégratioQ  de  Téqualion  différen- 
tielle y  =  Ay3  +  By=^  +  Cy  4-  D  +  (Ey  4-  F)/.  ( a33-246). 
(Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Picard.) 

M.  Picard  {Journal  de  Math.,  t.  V  et  Acta  Math.,  t.  XVII  )  a  fait  connaître 
les  principaux  types  d'équations  de  la  forme  indiquée  pour  lesquels  l'intégrale 
est  à  apparence  uniforme.  M.  Mittag-Lefflcr  se  propose  de  vérifier  les  prévi- 
sions de  la  théorie  en  effectuant  les  intégrations  et  de  constater,  en  particulier, 
que  les  intégrales  à  apparence  uniforme  sont  méromorphes. 

En  premier  lieu,  si  Ton  cherche  la  condition  pour  que  l'intégrale  générale 
ait  un  pôle  double  fixé  d'une  manière  arbitraire  dans  le  champ  de  la  variable 
indépendante  [c'est  le  cas  de  la  fonction  v{x  -^  x^\g^,  gj),  où  x^  et  g^  sont  des 
constantes  arbitraires],  on  constate  que  les  coefficients  A,  E  sont  nuls  et  que 
l'équation  peut  se  ramener,  par  une  substitution  linéaire,  à  la  forme 

(.)  ^-  =  6y=- ^A-'-h5A-/. 

Pour  intégrer  celle-ci,  on  introduira,  conformément  aux  principes  posés  par 
M.  Picard,  une  fonction  de  la  forme 

(2)  -  =  y^-Hy(a,4-«2r)-+-«jr-+'«4r'-+-«4r'» 

où  les  constantes  peuvent  être  déterminées  de  manière  que  cette  fonction  n'ait 
point  de  pôles.  Elle  est  alors  donnée  par  une  équation  linéaire  du  premier  ordre 
et  conduit  à  l'intégrale  de  l'équation  proposée 


^  =(  D, e*' )=  p(c*' -h  e*'o|o.  H) 


2 


Supposant   ensuite   que   les  coefficients  A,  E  ne  soient  pas  nuls  en  même 
temps,  on  trouve  un  premier  cas  particulier,  l'équation 

dont  l'intégrale  générale  est 

j>^-  1,         z"  --.  \\z"  -\-  Cc'-f-  De: 

puis  un  second,  l'équalion 

y'  -^ -yyy ----  Bf  r'-i-^-)-f- I), 

dont  l'intégrale  générale  est 

V--.  nc''-T(IIen-»       \))z        (Il  ^  ronst.  arbitr.). 
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vl  il  reste  à  éludier  réquuiioii 

y  - .  (  E  ~  :»  )r'  -T-  Eyj'  -h  iJ  (^''  -h^'  )  -h  C>'  -h  D, 

pour  K  <Iin"éreiit  tic       i>  et  «le   —  3. 
Si  IC  est  nul,  on  trouve  rncore  une  fonction  ayant  la  forme  (a)  cl  ilépourvur 

de  pôles,  (-oiiduisant  à  Tiulé^rale 

r  -  in),e^'     \  ,         ,       .„-    .,,'-        (j?„,  H  =  consl.  «rbilr.), 

rénuution  «'lanl 

Kiiliii,  les  trois  rcfuiitions 

y'      H--.)'.»' -^-C1^ 

r'  -  -  r'      j ,»  '  -r  j  A  (  >'  -:  .;'•)  —  h- y  —  ')  /i  ', 

InuiNêes  pour  E  /  o.  m*  ramènent  à   Téqualion  (i)  et  s*inlè;;rrnt  t'>;:aleiii(  nt  à 
l'aide  des  fonctions  cllipti(iues. 

llenscl  (A.).  —  Théorie  des  roiiclious  al<^ébric[iie.s  d'une  varîahie 
(•A  17-'^ i^^).  (IVciuier  Mémoire,  traduit  de  ruileinand  par  (j.  Brifi- 
card  I. 

1.  Considérant  d'alitird  une  foneiion  rationnelle  d'une  \ariable  x^  l'auteur  \ 

reuiplae.e  x   |)ar  -  '  »  de   manière   à  exprimer   la   foneiion   rationnelle   pjr  do> 

quotients  <le  fi>nclions  liomo;:ènes  de  j*,,  j*..  ainsi  qu'on  le  fait  dan<  la  lluKri*' 

des  formes:  m.iistril»;  >nle^liluli(>ii  e>t    pn-Tiih-e  «rime   manière   |)iirtif  ulit  n-: 

t/'  I 

elle  i'>t  «Itduil»'  du  rliiin::emeiii  di-  \arialdrs  ./•  —  ,  j-..  _  _  ,   //  »t.iiii 

j:        Il  .r    -  Il 

un    fiaranirlre   aii\iii.iii  e.    P.irmi   \r>   /.rn^^   nu    le-s   iulini»  d'une  fouelidu    •|rii-l- 

ri»ii'|iie  di-  J•^,  ./'..  ou  eoii\ii-ii(   i\f  ur  1  lt||^iderer  <ju»'  eeu\  qui  >t>nl  //./r.v.  •  •  "1 

a  dire    indrpi-iid.inK   de   ;/ :    a   ee   [miut    i\r    vue.    ou    ])eut  dire  qu'un   pid\n<i:iir 

eiilier  linnin;:eiie  en  ./',.  j\  n'a  duiiiii   inliui. 

1    Sml   y  \iï\r   fiiii*  lion  alu<'l»rique  de  .r  «lonl    Its  ti  valeur'^  sont    donn«  i-<i  p.«r 
l'eqUiil  Imii 

/■   .»,./•)       .1"        \,i./)i-"    '      ....     \„(.rj^M, 

ou  l«->  \  sniil  des  fniuliiiiix  rationnelles  :  l'auteur  si'  pnqmse  il'eluilier  le  -ivi/» 
de  InntMi'ius  «iiu<:l>M<jurs  dilini  p.ir  (  elle  i''<|ualion.  r'esf -ii-dirc  ri"n>eiiilde  «If  • 
loi»!  ln»ii>  iMti«>nii(  Ijc-s  lit-  ./■  t-i  ,1^-  )-. 

()n    peut    I  i|u«-srii|cr    uh*-   ti'lie    lonetinn    par  un  ipiolient    de   deux    tiuanlit'" 
qui    n-strni    Immjoui^  lini*-s.    en    ml  r<Mluis,int    les    Ndri.il)le>  u\.   u\   ilu    nuuni-* 

|inM  ei|i-nf    r\    pns.int 


■'. 


r,  et, Mil    uni    n<>nM-i|i    s.iiiaMe  it    \,  1  ./   .    /'    1  le  di  iioininalenr  eninmuit  ili-  lou^ 
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les  A.  La  quanlité  r\  ne  possède  aucun  infini  fixe.  On  considérera,  par  consé- 
quent, les  fonctions  de  ^j,  j:^,  t,,  homogènes  lorsque  t\  est  considéré  comme  du 
degré  m  [celui  de  Ao(j?p  ^7)];  c'est-à-dire  satisfaisant  à  l'identité 

F(/x„  tx^y  f^r,)  =  fi*F(Xp  X.,  T.); 
ji  sera  le  degré  de  la  fonction. 

3.  Toute  fonction  du  genre  peut  être  mise,  et  cela  d'une  seule  façon,  sous  la 
forme 

(V  =  W„-f-M,T,  H-...-t-  ««.(Tj""', 

i/e,  M|,  ...,  u^_i  étant  des  fonctions  rationnelles  de  jr,,  x^.  Plus  généralement, 
il  suffira  de  connaître  n  fonctions  du  genre 

telles  qu'aucune  d'elles  ne  soit  égale  à  la  somme  des  autres  multipliées  respec- 
tivement par  des  fonctions  rationnelles  de  J7p  Xj,  pour  que  toute  autre  fonc- 
tion du  genre  puisse  s'écrire 

Mais,  si  le  système  des  fonctions  t,,,  t.j,  . ..,  t,^  a  été  pris  au  hasard,  la  fonc- 
tion w  pourra  être  algébriquement  entière,  c'est-à-dire  ne  devenir  infinie  pour 
aucune  valeur  finie  de  a:,,  x^y  ti,  sans  que  pour  cela  ses  coefficients  w,,  m,,  ..., 
M^_i  soient  entiers. 

Au  contraire,  celte  circonstance  ne  pourra  se  présenter  si  le  système 
(""il»  "^it"  •••>  *^».. )  «*  *'^*^  convenablement  choisi;  dans  ce  cas,  ce  système  reçoit 
le  nom  de  sy aicme  /ondaniental. 

4.  Un  système  fondamental  peut  être  consi<léré  comme  défini  par  cette  pro- 
priété que  le  degré  N  du  produit  t„t,2...t,„  est  minimum.  Lorsque  deux 
systèmes  sont  fondamentaux,  les  degrés  des  fonctions  <|ui  les  composent  sont 
égaux  chacun  à  chacun.  Kn  particulier.,  le  dc^ré  total  N  est  un  iti variant  du 
genre  considéré;  ce  nombre  est  sui)érieur  à  /i  —  i  et  la  difFércncc  p  n'est  autre 
que  le  rang  du  genre  algébritiue. 

5.  Si  le  système  (t„,  t,^,  ...,  t,^j  n'est  pas  fondamental,  il  existe  au  moins 
une  fonction 

qui  est  divisible  par  le  facteur  linéaire  ;,  :-a'j7, —  a" x^  (c'est-à-dire  dont  le 
quotient  par  Ç,  est  algébriquement  entier  sans  que  ses  coefficients  le  soient). 
Il  est  donc  essentiel  de  savoir  reconnaître  si  une  telle  fonction  existe  ou  non. 
Mais,  au  lieu  d'étudier  directement  la  divisibilité  par  ^^J  il  est  préférable  de  cou- 
sidérer  les  diviseurs  ;';',  0  désignant  sueccssivcmcnt  toutes  les  valeurs  fraction- 
naires comprises  entre  o  et  i  et  dont  les  dénominateurs  sont  moindres  que  n 
(ce  que  doit  être  le  dénominateur  dans  l'exposant  de  la  plus  hante  puissance 
de  ç,  par  laquelle  une  expression  w  est  divisible).  Pour  cela,  on  range  toutes 
ces  fractions  par  ordre  de  grandeur  rn)issante:  64,  o^^,  étant  deux  consécuti\es 
dVntre  elles,  si  l'on  a  déterminé  les  v  expressions  linéairement  indépendantes 

du  genre 

r..  c e  . 
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qui  sont  divisibles  par  ^^'^  on  constate  que  les  csprcssîoni  w  divisible 
^fk-^i   s'obtiennent    en   multipliant   celles-là    par    des   cocffideats  (coasC 
moyennant  un  rliangcmcnt  de  variables  simples)  assujettis  A  cerUines  rel^ 
linéaires»  et  Ton  forme  ces  relations  par  des  opérations  élémentaires,  k 
en  exprimant  que  la  quantité 

(i)  S((v«''...tv*-»)) 

[où  w\  w"^  .  ..j  (v>'-'^  sont  des  fonctions  linéaires  arbitraires  des  e,,  e^, ..    —        *^** 
c'est-à-dire  des  expressions  arbitraires  divisibles  par  Ç;*,  et  ^(w)  représerm  ^^^^ 
somme  des  n  valeurs  de  tv]  s*annule  avec  (|. 

7.  Les  résultats  précédents  donnent  un  moyen  simple  de  caractérise 
systèmes  fondamentaux.  Soit  un  système  quelconque  (T,p  v^,  ...,  r^ 
n  fonctions  indépendantes  du  genre,  telles  que  le  produit  de  deux  quelcoa 
d'entre  elles  puisse  s'exprimer  par  une  combinaison  linéaire  à  coefficient 
tiers  de  ces  mêmes  <|uantités:  tel  est,  par  exemple,  le  système  (i,  t„  t/,  ...,  t,  ^ 

En  cliercliant  les  conditions  pour  «{u'une  expression  iv,  formée  à  Tdide  iS 

1 
système,  soit  <{ivisible  par  ;'/,  on  constate  qu'il  suffit  de  considérer   Tcxi» 
sion  (i)  pour  i  =  a. 

Or,  cette  expression  est  évidemment  une  forme  bilinéairc  par  rapport 
coefficients  qui   figurent  dans  iv  et  dans  w'.  On   appellera  discriminant 
système  (t„,  t,,,  ...,  t,^)  le  discriminant  de  cette  forme  bilincaire,  lequel 
entier  en  Xi,  .rj- 

^,  devra  être  un  diviseur  de  ce  discriminant,  sans  qu'il  soit  prouvé  quec« 
condition  est  suflisante. 

Si  l'on  remarque  encore  que  le  degré  du  discriminant  est  double  du  deg 
total  N  du  système,  on  arrive  à  la  conclusion  suivante  : 

Le  discriminant  d'un  système  fondamental  est  celui  dont  le  désiré  esf  le 
plus  petit. 

Il  est  le  plus  î^rnnd  commun  diviseur  de  tous  les  autres  discriminants. 

Iladamaïul  (./•).  —  Sur  les  caractères  de  convergence  dos  sériera 
termes  posilils  et  sur  les  fondions  indéfininienl  croissanlos 
(3i()-.i'U>). 

Abel  a  démontré  (ju'il  n'r\i>lr  p<is  dt*  fomlion  -^  (  aï  )  telle  qm-  la  >érir  à  t«'rnii-* 

positifs   ^    M,,  soit  néi-r>«sairi'iiienl  ei»ii\»*i^ente,  si  \v  produit  u^^-{n)  tend  \«i'» 

/«'•II)  pfiur  n  iiilini.  vi  nért'N>iiirement  divergente  <\\\\\<  le  cas  eontraire.  i.i  ■  i 
i't-\irnt  à  la  pr(*p(j>ili(>ii  >(iiv.-iiite  :  >i  peu  iliver^eiite  que  snit  une  série,  nu  prui 
iiiiiltipli<  r  ses  tenues  Mi((H"s>il"s  par  dis  nwmbre>  tenilant  \ers  zén»,  san?»  trou- 
bler l:i  (iiiiMTiiein  1". 

\iiisi  que  l\i  i-eriiari|Ui'-  du  iiois-IlcMiiond.  mi  a  une  ennelusion  tout  an.tluuu'* 
•  Il  |M'riiiiitanl  les  mots  convcr-^ent  G\.  discri^ent.  tùw^'x  i|ue  !«•>  \\u*\y  tendre  vers 
zern  et  aui^mcnter  indr/ininirnt. 

Il  résulte  au>''i  «le  ces  n-clu.Tclies  qu'une  fi>iirti<>n  iiidétiniiiient  croissante 
i|iielei>ii({ue  Vin)  èliiiit  dt)niiee.  on  peut  trouver  deux  séries,  l'une  eonvcr^'enle, 
r.nitrr  «li\«Ti:»m«'.  t«IIi'<  que  b-  rap|w)rl  des  tmin-s  eiirres|Htndant<  s«tii    F(/»i 


du 
f>t 

a*' 
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On  avait  tout  d'abord  cru  trouver  un  caractère  général  de  convergence  dans 
le  critérium  logarithmique,  lequel  repose  sur  la  considération  non  plus  d'une 
seule  série,  mais  d'une  inGnité  de  séries  de  comparaison.  II  y  avait  encore  là 
une  conception  erronée;  on  sait  que  le  critérium  logarithmique  est,  comme  les 
autres  caractères  précédemment  connus,  en  défaut  pour  les  séries  dont  la 
convergence  (ou  la  divergence)  est  très  lente. 

Cette  insufGsance  n'est,  en  aucune  façon,  particulière  au  critérium  logarith- 
mique. D'une  façon  générale,  étant  donné  un  nombre  infini  de  séries 

Sp  (/>  =  1,  3,  -..,  ») 

plus  lentement  divergentes  (convergentes)  les  unes  que  les  autres,  on  peut 
toujours  trouver  une  série  encore  plus  lentement  divergente  (convergente)  que 
chacune  de  celles-là. 

Ceci  revient  à  dire  qu'étant  donné  une  suite  infinie  de  fonctions  augmentant 
toutes  indéfiniment,  mais  chacune  plus  lentement  que  la  précédente,  il  existe 
toujours  des  fonctions  qui,  tout  en  étant  encore  indéfiniment  croissantes,  aug- 
mentent plus  lentement  que  chacune  des  premières. 

On  peut  même  aller  plus  loin  :  étant  données  deux  suites  de  fonctions 

/p('*)'         ^^if^)  (/?»  7  =  ï»  2,  ...,  x) 

indéfiniment  croissantes,  les/  de  plus  en  plus  lentement,  les  P  de  plus  en  plus 
vite,  mais  chaque  F  plus  lentement  que  n'importe  quel  /  (de  manière  que  le 

rapport  -^  soit  indéfiniment  croissant  avec  ni,  il  existe  toujours  une  infinité 

de  fonctions  qui  croissent  plus  lentement  que  n'importe  quel /et  plus  vite  que 
n'importe  quel  F. 

Par  conséquent  aussi,  dans  les  mêmes  conditions,  on  peut  toujours  détermi- 
ner les  u^  de  manière  que  toutes  les  séries  X^  m„/-('i)  soient  divergentes  et 

toutes  les  séries  ^a„F  (n)  convergentes. 

De  ce  qui  précède  résulte  que,  si  l'on  arrivait  à  former  une  suite  de  fonc- 
tions dont  chacune  croisse  indéfiniment  plus  lentement  (plus  vite)  que  la 
précédente,  et  qui  contienne  des  fonctions  croissant  plus  lentement  (plus  vite) 
que  n'importe  quelle  fonction  indéfiniment  croissante  donnée,  une  telle  suite 
ne  saurait  être  numérable. 

Koch  (H.  von).  —  Sur  les  intégrales  régulières  des  équations 
diflTérenti elles  linéaires.  (33^-42o). 

1.  Extension  de  la  théorie  des  systèmes  d'équations  du  premier  degré  en 
nombre  infini  et  à  un  nr>mbre  infini  d'inconnues,  développée  précédemment 
(  même  Recueil,  t.  WI  ),  au  cas  où  le  nombre  des  équations  est,  pour  ainsi  dire, 
plus  grand  que  celui  des  inconnues  ;  ou,  pour  parler  plus  exactement,  où  le 
déterminant  des  coefficients  n'est  pas  de  la  forme  normale,  mais  le  devient 
après  suppression  d'un  certain  nombre  de  lignes. 

Ce  déterminant  de  la  forme  normale  admet  toujours  {voir  le  Mémoire  cité) 
un  mineur  d'ordre  fini  qui  n'est  pas  nul.  Fn  partant  de  cette  remarque,  on 
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peiil  ramener  la  résolulion  du  «système  infini  à  celle  d'un  nombre  fini  «Inéqua- 
tions entre  un  nombre  fini  d'inconnues,  et  écrire  les  conditions  pour  qu'il  } 

ait  un  nombre  donné  de  solutions  indépendantes. 

"2.  Soit  Tctiualion  linéaire 

privée  de  terme  m  -.—  .';;-  et  ayant  pour  coefflcients  des  fonctions  analytiques 

de  j',  développables  en  séries  de  la  forme  H^(j:)=  2.  *»il*^*  M*   ^®"   Koch 

(Mémoire  cité  plus  baut)  obtient  le  développement  des  intégrales  autour  de 
l'origine  en  substituant  pour  ^  une  série  de  la  forme 

Les  coeflicients  ^%  sont  alors  déterminés  parles  équations 
(3)  >     /.,„>.  A'v.-o         {m       -X -l-x), 


; —  K 


OÙ  /^-^  désigne,  à   un  faclr-ur  exponentiel  jnés,   un   polynôme  en    o    d«»nt    Ic-i 
cocfiicionls   dépendent   linéairement   des  CDeflicients  ot   qui    liguienl    d<ins  le< 
développements  des  \\. 
Lors(|ue  ré<{uatioii 

l>i  0  )       (y  .^  )i.A^-« .X  -     o 

n'a  «jiie  di-«i  r.irinos  Mnij»lcs,  les  iiilr;;;rales  de  ri-({ualinu  (iiMiiH'-  -nnt  lnutr*  de 
la  ft»riin*  (  '»;  «lan-^  le  cas  emiiiain*,  il  faut  adjoindre,  en  UiMH-ral,  <lc'»  iiilv- 
;;raleN  dr  i,i  iMiiur 

(\)  ./■•II".,       r,i"U./-     -  l-'.(lo^.r)=   ■  ...       l-\(lo::.r  ..^!, 

l»'>  !•'  «'t.iiit  di'>  e\|trr->'i'tu'>  de  la  Inrnie  (  •  ),  intéurale«.  qu'on  id>lii*nt  en  dil!»  ■ 
reittiaiit  le-  |tri'ruii-rr<H  pur  r.t[»|nML  à  o. 

nii  dif.  «l'aj»!'!  >  M.  riiooii-.  qu'une  It-lle  inl«''mMle  r^l  l'ci^tilitrr  ilan-i  le  \iii^i 
iia;;e  dr  ./'  -:  ).  >i  les  1-^  ni-  «'oulicuiieiil  (|u'uii  noriibii'  Uni  df  |ini'«>.ini  e>  nt'^.i 
tivi"^. 

h.in»«  le  cas  où  le-»  e"M||i«  i(  nl>  I'  di*  l'i-quation  j«rojMi'.i-i.'  m*  <  uni  ii  nm-nt  i  ij\- 
inéiMCN  iin'nn  (loinbrr  lini  ib*  |iui*i^anees  n«'ualive».  M.  'l'Iinmr  a  ini>nti'i^  i|iii'. 
>i  tu  il«-sj;r||«'  le  drurr  d'une  rertaine  «'quation  (('qu.ilion  ili-Irruiinantc  . 
l'équalion  n<-  |M-nt  a\<i||-  [iJun  di-  t/i  inli-::i  ali'<>  re::nliri-e<  el  i]ue  l'on  ptMit  t>>ii- 
jonr-  loiniiT  ///  ««''rie>  dt?  la  lorun'  \ouhn'  >.it  i<«tai'>.iiil  f'itrfnrffrrm'nf  â  i  i  ir»* 
«•quai  ion  ;  «i"» '.tiir^  ri-|M'i"<«-ni('nt  don»-  d»-  lut'm.di"*  ri-uiili«-ri"-  p<>niNu  •ju'rlb '• 
>i)i«'nt  «  <»n\t  r::i'nli'"i. 

(iiunnie,  «lan»  le  (M**  ;;i-iu  rai,  b'»  -^cite-»  .lin-i  id)lenurs  >t»nl  di>erj:i'nle>.  li 
r.inl.  |iour  qiu-  Ij-quatinij  |ii(qm^«.'  .ut  de*»  inteuiaU'»  ii-^ulièie>,  ipie  le<  (•ai.t- 
Hii  tii«*  «»,ili"'la''M'nl   a  «■eilauii'-  icialioii^. 
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Ces  relations,  qu'il  avait  été  impossible  de  former  jusqu'ici,  peuvent  toujours 
se  trouver  par  la  méthode  indiquée  par  M.  von  Koch.  Supposons,  en  effet, 
que  l'origine  n'est  qu'un  pùle  pour  les  coefficients  de  l'équation;  soit  /)  la  plus 
grande  différence  existant  entre  l'ordre  de  multiplicité  de  ce  pôle  pour  un 
coefficient  P^.  et  l'indice  1  de  ce  coefficient. 

Si  l'on  substitue  pour  y  un  développement  analogue  à  (2),  mais  dans 
lequel  X,  au  lieu  de  varier  de  — x  à  -+-oc,  prend  exclusivement  des  valeurs 
positives,  le  système' (3)  est  remplacé  par  un  de  ceux  qui  ont  été  considérés 
au  n**  1;  le  déterminant  ne  prend  la  forme  normale  qu'après  suppression  de /> 
lignes  (le  cas  de /?  =  o  est  celui  qui  est  bien  connu  depuis  les  recherches  de 
M.  Fuchs).  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n"  l,on  écrira  que  le  nouveau  système 
admet,  pour  p  ^=  R,  rtx  solutions  indépendantes  (autrement  dit  que  l'équation 
donnée  admet  m  intégrales  régulières  appartenant  à  l'exposant  R)  par  la  con- 
sidération d'un  certain  nombre  de  mineurs  de  ce  déterminant,  mineurs  dont 
l'ensemble  est  désigné  par  M,,,  et  qui  sont  fonctions  de  p. 

Le  nombre  des  intégrales  régulières  appartenant  à  R  est  égal  à  l'exposant  de 
la  plus  haute  puissance  de  p  —  R  qui  divise  toutes  les  fonctions  M^. 

Conformément  aux  résultats  de  M.  Thomé,  l'exposant  R  doit,  tout  d'abord, 
être  racine  d'une  certaine  équation  algébrique /(o)  =  o,  l'équation  détermi- 
nante de  M.  Thomé. 

Quant  aux  quantités  >!„,  elles  contiennent  p  et  les  a  d'une  manière  transcen- 
dante, de  sorte  que  l'on  ne  peut,  dans  le  cas  le  plus  f^énéral,  décider,  par  un 
nombre  fini  d'opérations  arithmétiques,  si  l'équation  différentielle  donnée  a  des 
intégrales  régulières  ou  non. 

Mais  on  peut  former  une  série  de  conditions  algébriques  suffisantes  pour 
l'existence  d'intégrales  régulières  pour  un  exposant  déterminé  R  quelconque  : 
ces  conditions  dépendent  d'un  certain  entier  m  et  à  la  limite,  lorsque  m 
augmente  indéfiniment,  équivalent  aux  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
trouvées  précédemment. 

Application  en  est  faite  aux  équations 

ax*       Vx-*       X'        X }  dx'       \x*       x^       x^  j  dx      \x^       x^       x^j 

TTx-- -^[y^  -^x^-^x)  dx  -^[y^  --  x^'-yO''^- 

D'autre  part,  on  peut  trouver  une  série  de  conditions  algébriques  nec65«airex 
dépendant,  elles  aussi,  d'un  entier  m  et  (|ui,  lorsque  cet  entier  augmente 
indéfiniment,  tendent  également  vers  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes. 

Si  l'équation  n'a  point  d'intégrales  régulières  appartenant  k  l'exposant  con- 
sidéré, il  existera  assurément  une  valeur  finie  de  m  pour  laquelle  les  conditions 
nécessaires  ne  seront  pas  vérifiées.  Mais,  dans  le  cas  où  il  existe  une  telle 
intégrale,  il  pourra  arriver  qu'il  soit  impossible  de  s'en  assurer  en  formant, 
jusqu'à  une  valeur  finie,  si  grande  qu'elle  soit,  de  m,  les  conditions  précé- 
dentes; les  conditions  nécessaires  seront  alors  constamment  vérifiées,  les  con- 
ditions suffisantes  jamais. 

3.  Remarques  générales  sur  les  propriétés  analytiques  des  fondions  qui 
interviennent  dans  les  conclusions  du  n**  2. 

Ces  fonctions  sont  développabics  suivant  les  puissances  dos  a.  Les  coefficients 
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/ 


de  ces  développements  sont  des  fonctions  de  p,  lesquelles  s'expriment  à  laide 
de  la  fonction  euléricnne. 

Ces  mêmes  fonctions  peuvent,  d'autre  part,  se  développer  suivant  les  pais- 
sances  de  p,  les  coefficients  étant  développables  suivant  les  puissances  des  a: 
les  coefficients  numériques  qui  figurent  dans  ces  développements  s'expriment 
rationnellement  à  l'aide  d'une  exponentielle  ayant  pour  base  la  constante 
d'Eulcr  et  des  nombres 


I 


Tfc=I  -h  — -^  ^ -+-...  (A- -  2,  3,  ...)• 

4.  Cas  où  les  P,  sont  des  fractions  rationnelles. 

Dans  ces  conditions,  l'auteur  cherche  à  exprimer,  par  des  relations  entre 
les  seuls  coefficients,  qu'il  existe  une  intégrale  régulière;  autrement  dit,  qu'il 
existe  au  moins  une  racine  R  de  l'équation  déterminante  pour  laquelle  les  M, 
s'annulent,  ou,  plus  généralement,  qu'il  existe  un  nombre  donné  d'intégrales 
régulières.  Ceci  conduit  à  résoudre  le  problème  suivant  : 

Étant  donnés  un  polynôme 

<^{p)=  fl^H-ûip  -♦-...-l-p'" 

et  une  fonction  transcendante  entière 

Fp  =  ôoH-6,p-f-...-f-6,,p--H..., 

exprimer  que  ces  deux  fonctions  ont  un  diviseur  commun  de  degré  donné  S.  La 
difficulté  consiste  à  trouver  des  conditions  valables  lors  même  qu'une  ou  plu- 
sieurs des  racines  du  polynôme  ^  seraient  égales  entre  elles. 

Une  fois  cette  question  auxiliaire  résolue,  on  constate  que  les  conditions 
cherchées  s'expriment  par  un  nombre  fini  de  relations  transcendantes  entre 
les  coefficients  des  V-. 

La  nature  transcendante  de  ces  conditi<»ns  fait  qu'on  ne  peut  décider  par  une 
suite  finie  d'opérations  arithmétiques  si  elles  sont  vérifiées. 

La  supposition,  faite  par  l'auteur,  que  l'équation  est  privée  de  terme  en =-  » 

peut  introduire  des  difficultés  au  point  de  vue  de  la  recherche  des  intégrales 
régulières.  Pour  se  passer  de  cette  supposition,  il  faut  introduire  des  déter- 
minants infinis  plus  généraux,  dont  la  convergence  a  été  établie  par  l'auteur 
(  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  3o  janvier  1898  ). 

Iladaniard  (./.).  —  Noie  addilionnelle  à  l'article  Sur  tes  carac- 
tères de  convergence  des  séries  à  termes  positifs  et  sur  fes 
fonctions  indéfiniment  croissantes.  (4'>0* 

Reclificalion  de  priorité  au  profit  de  du   Bois-Reymond  et   de   M.  INnehcrh  . 
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ZEITSCHRIFl'   FUR  Mathematik    und  Physik. 

36*  année;  1891  (»). 

Vivanti  {G,),  —   Sur  rélablissement  d^idcntités  arithmétiques. 

(i-io). 

Le  développement  d'une  fonction,  donnée  dans  l'intervalle  (— i,  -4-i),  en  série 
de  fonctions  sphériques  est,  quand  il  est  possible,  complètement  déterminé. 
L'auteur  obtient  les  identités  dont  il  s'agit  en  égalant  diverses  expressions  des 
coefficients  de  ce  développement. 

Muller  (/?.).  —  Sur  la  forme  de  la  courbe  du  couple  pour  des 
bielles  particulières,  (i  i-'2o). 

Grûnfeld  {E.),  —  Sur  Texpression  des  solutions  d'un  système 
d'équations  diflerentielles  linéaires  du  premier  ordre,  au  voisi- 
nage d'un  point  singulier.  (20-33). 

L'auteur  se  propose  d'étendre  au  système 

A^  =a.,M,-f-...-Ha.^M«        (1= rt), 

où  A  est  un  polynôme  et  où  les  a,^  sont  uniformes,  les  résultats  obtenus  par 
M.  Sauvage  en  supposant  A  du  premier  degré  et  les  a-^  bolomorphes,  dans  le 
voisinage  du  point  racine  de  A  que  l'on  étudie. 

Weihrauch  (K,).  —  Sur  un  déterminant  algébrique  dont  les  élé- 
ments admettent  une  loi  de  formation  remarquable.  (34-4o). 

Thomae  (•/.).  —  Sur  les  fonctions  thêta  dont  les  arguments 
forment  un  système  de  tiers  de  périodes.  (4o-44)- 

Zenger {K,-W>).  —  Lumière  et  électricité.  (44-49)- 

Jtichter  (O.).  —  Enveloppe  des  cordes  d'une  conique  vues  d'un 
point  donné  sous  un  angle  droit.  (49-56). 

Mehmke  (/?.).  —  Quelques  théorèmes  sur  la  collinéation  et  la 
transformation  affine  dans  l'espace,  se  rapportant  à  la  courbure 
des  courbes  et  des  surfaces.  (56-6o). 


(  ')  Voir  Bulletin^  r  série,  t.  \XI.  p.  107. 
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Os  lliôorèmes  sont  irlatifs  aux  invariants,  projectif s  ou  affines,  des  points  dr 
contari  do  deux  rourbes,  de  deux  surfaces,  d'une  courbe  el  d'une  sorfaco,  oa 
encnrc  aux  invariants  dr  plusieurs  points,  voisins  ou  non,  d*one  courbe  ou 
d'une  surface  pour  les  mêmes  transformations. 

Schcndel  (L.).  —  Une  généralisation  du  développemenl  du  bi- 
nôme. (()()-(i/\). 

Dietrichh'cit,  —  Criirres  de  divisibilité  des  nombres  ëcriut  dans 

le  svslènK^  (Iccimal.  (04 )• 

Millier  {/i')'  —  Sur  les  points  doubles  de  la  courbe  du  couple. 

(lonlinuation  des  rcchcrrlios  sur  la  l)il>ll(^  parues  dans  les  Volumes  ^4  •■(  ^f^ 
du  m(>m<>  Journal. 

Il  cihrauch  (A'.).  —  Sur  certains  déterminants  ^oniométri<|ues 
et  sur  des  svstomes  d\*(|uations  linéaires  qui  s'y  ruttaclK'nt. 

(-()--7h 

Bindcr  {]}',),  —  Sur  les  systèmes  absolus  d\'lénicnls  dans  les 
courbes  planes  unieursales  du  troisième  et  du  quatrième  ordre. 

(78-ç)8). 

Ahrr/if/t  (A.),  —  li(îcherclies  analytiques  sur  la  constitution 
d'un  |>i!iccau  do  rayons  après  une  rt-frarlion,  lorsque  la  surfiiee 
de  séparalioii  des  deux  milieux  est  qu(dcon(|ue.  (9<>-i  i.V). 

Ilaouser  [(m.).  —  Henianine  sur  la  théorie  des  systèmes  d*éqii;i- 
tions  diUêrenlielles  linéaires,  (i  i()-i  :>.3). 

Applications  de  la  iiictliode  syinholitiut*  de  linolc  à  des  é<{uali«in>  «i  rurftî- 
(■ionl>  ronslants. 

Thoniac  (J.  ).  —  Sur  les  inlé|^rales  elli|)tl(|ues  de  troisième  es- 
pèce, (i  :>..")-!  '.'.S). 

L'iiutciir  r;imi''nt>  l'intrgration  de  la  difrrrentiellc 


r.l\ 


"         '. 


il  l.i  fMriiiatiori  d*inl«'*::r.iir^  d«'  ti«)i*»i<*'ni<'  t-^priT  a  paranirtros  n'-i^ls,  daii^  li*  .  .i?. 
où  ,r  «'^l  r«'M'i. 

Miilh'i'  {II.).  —  Sur  les  ceuln^s  de  ecMirbure  tle-»  lrajeel<ure>  pour 
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les  systèmes  plans  qui  se  déforment  en  restant  semblables  à 
eux-mêmes.  (lag-iS-j). 

JDisieli  (M.).  —  Sur  une  manière  simple  de  représenter  les  formes 
des  courbes  planes  du  troisième  ordre.  (iSS-iS^). 

L'auteur,  partant  de  la  transformation  de  Steiner,  obtient  les  courbes  du 
troisième  ordre  en  généralisant  les  constructions  relatives  aux  coniques  qui 
découlent  de  cette  transformation. 

JUehmke  (^.).  —  Méthode  pratique  pour  le  calcul  des  racines 
réelles  d'équations  algébriques  ou  transcendantes  à  coefficients 
réels  et  à  une  inconnue.  (  1 58-i  87). 

La  méthode  peut  être  considérée  en  principe  comme  se  rattachant  à  la  règle 
de  fausse  position  ou  encore  à  la  méthode  d'approximation  de  Newton;  c'est 
une  application  de  ces  deux  méthodes  que  rend  possible  l'existence  des  tables  de 
logarithmes  et  d'autres  tables  numériques. 

Kosch  {F.),  —  Sur  la  situation  du  centre  de  gravité  d'un  corps  de 
révolution.  (188-190). 

Schlomitch,  —  Sur  les  points  communs  à  une  droite  et  à  une  co- 
nique. (190-igi). 

jRichter{0,).  —  Sur  les  courbes  bîcirculaires  du  quatrième  ordre. 
(191. 192). 

Affilier  {lio)*  —  Sur  la  courbure  des  développées  des  trajectoires 
dans  le  mouvement  des  systèmes  plans  rigides.  (192-200). 

Considérant  quatre  positions  infiniment  voisines  du  système,  l'auteur  con- 
straît  le  centre  de  courbure  de  la  développée  d'une  trajectoire  et  étudie  les 
liaisons  qui  existent  entre  ces  centres  de  courbure  et  les  points  du  système 
aiobile. 

Afehmke  (/?.).  —  Sur  deux  propriétés  caractéristiques  des  trans- 
formations ponctuelles  linéaires  relatives  à  la  courbure  des 
courbes  et  à  la  courbure  totale  des  surfaces.  (206-218). 

Lorsque  deux  courbes  qui  se  touchent  en  un  point  y  ont  le  même  plan  oscu- 
latenr  (ou  lorsque  deux  surfaces  se  touchent  en  un  point),  le  rapport  de  leurs 
courbures  demeure  inaltéré  si  on  les  soumet  ù  une  transformation  linéaire. 

Ces  théorèmes  sont  étendus  au  cas  de  n  variables. 

If^inimer  (B.),  —  Sur  une  classe  générale  de  transformations 
(i,  2)  de  l'espace.  {'2\/\-'à^o), 

BuU.  des  Sciences  ma  thé  m.,  i'  série,  t.  Wll.  (A\ril  i8ç)S.)  !{.(> 
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Ces  transformations  sont  définies  par  les  équations 

sr,x,=  o, 

où  les  A,,  B,-  sont  linéaires  et  les  r,-  quadratiques  en  j:,,  Xj,  x^,  œ^, 

IVitlenbaiier  (F.).  —  Les  pôles  d'inflexion  dans  le  mouvement 
absolu  et  dans  le  mouvement  relatif.  (232-242). 

L'auteur,  employant  les  méthodes  du  calcul  barycentrique,  expose  la  con- 
struction du  pôle  d'inflexion  du  mouvement  absolu  d'un  système  plan,  qui 
possède  un  mouvement  propre  et  qui,  d'autre  part,  est  entraîné  par  un  ou 
plusieurs  systèmes  mobiles.  L'inversion  de  ce  problème  conduit  à  la  construction 
du  pôle  d'inflexion  dans  le  mouvement  relatif. 

Gleichen  {A,),  —  Sur  Inapplication  de  la  méthode  des  imaginaires 
aux  problèmes  d'équilibre  et  de  mouvement   dans    un  plan. 

(243-249). 

Rieke  {A,).  —  Essai  sur  Téquation  ^/»-|-j/'=  zP.  (249-204). 

Dietrichkeit,  —  Critères  de  divisibilité  des  nombres  écrits  dans 
le  système  décimal.  (254-255). 

Millier  (/?.).  —  Construction  du  centre  de  courbure  de  la  déve- 
loppée d'une  enveloppe  des  trajectoires  dans  le  mouvement  des 
systèmes  plans  ri^^idcs.  (25--266). 

Rodenbcrg  (C).  —  La  détermination  des  cour])es  des  points  cir- 
culaires d'un  quadrilatère  articulé  plan.  ( 267-27 j). 

L'auteur  s'occupe  do  la  conslriiclion  du  lieu  des  points  d'un  système  mobile 
«lont  les  trajectoires  relatives  A  un  autre  système  mobile  ont  des  ccrcIo«i  de 
courbure  stationnaires  et  résout  le  problème  sous  certaines  conditions. 

Saalscliutz  {L.).  —  Sur  un  cas  spécial  de  la  série  liypcn^^éomé- 
triquc  du  troisième  ordre.  (278-295),  (321-327). 

Ce  Travail  qui  se  rattache  à  une  formule  sommaloirc  donnée  par  l'auteur 
pour  une  suite  finie  {Zeitschrift,  35*  année)  a  pour  but  de  rechercher  dans 
quels  cas  la  suite  considérée  sans  être  finie  peut  être  exprimée  à  Taidc  d'une 
suite  finie  et  des  fonctions  T. 

Il  rcclicrchc  également  les  cas  où  la  série  liyperjréométriquc  peut  s'exprimer 
d'une  manière  finie  a\cc  la  fonction  V. 
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JKleiber  (/.).  —  Contribulion  à  la  théorie  cinématique  des 
systèmes  articulés.  (agô-Soi),  (328-338). 

Schendel  (L.).  —  Mélanges  mathématiques.  (3o2-3o8). 

Stoltz(K,).  —  Contribution  à  la  théorie  des  surfaces  algébriques 
à  centre.  (3o8-3i  i). 

Dietrichkeit.  —  Sur  les  invariants  des  équations  différentielles 
linéaires.  (3ii-3i5). 

Dietrichkeit,  —  Critères  de  divisibilité  des  nombres  écrits  dans 
le  système  décimal.  (3 1 6-3 17). 

IJeymann  (  W,),  —  Remarque  sur  le  passage  des  coordonnées 
ponctuelles  aux  coordonnées  tangentielles  dans  les  équations 
différentielles.  (3 17-320). 

Sporer  (B.),  —  Sur  une  transformation  des  courbes  algébriques 
et  sur  des  théorèmes  de  J.  Steiner  qui  s'y  rattachent.  (339-348). 

Thieme  {H,).  —  Sur  un  complexe  orthogonal  de  Reje.  (349*355). 

Ce  complexe  est  formé  des  droiies  de  respace  qui  sont  également  distanlcs 
de  deux  points  donnés. 

Doehlmann  (A^.).  —  Sur  les  domaines  en  involution  d'une  trans- 
formation plane  de  Cremona  et  plus  particulièrement  d'une 
transformation  quadratique.  (336-378). 

Hciuck  (C).  —  Sur  l'idée  de  la  projection  d'une  droite.  (379- 
38i). 

Bdchmann.  —  Théorème  arithmétique.  (38i-382). 

Soit/i  un  nombre  premier  impair  et  q  une  racine  primitive  (mod/>);  si  Ton 
pose 

(,)  ^,»-i_,=^Q 

Cl 

où  les  c  sont  positifs  et  inférieurs  k  q  et  où  l'on  complète  la  suite  en  introdui- 
sant des  coefficients  nuls  s'il  y  a  lieu,  une  pcriniitation  circulaire  des  coefficients 
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(lanA  (  j  )  donne  successivement  les  molllplet  de  Q 

iQ,    2Q,    ...,    IrQ,    ...,    lp^i)q 

de  telle  manière  que  A-Q  ésl  obtenu  iprét  A  penB«titioM  it  INm  • 

AniDd.Ar. 

Lohnstein  (Th.).  —  Une  méthode  pour  la résolotion  nwnériqoe 

d*uDe  équation  algébrique.  (383-384)- 

Historisch-literarisehe  AbtheHiing  der  MuArift. 

Curlze  {Maximilian).  —  Commentaire  aa  Traetaius  de  nif- 

meris  datis  de  Jordanus  Nemorarius.  (f-4i-8i-i2t). 

Jiudio  (F,).  —  Sur  la  convergence  d'un  produit  infini  particulier 
considéré  par  Viète.  (iSq). 

L*auteur  établit  la  formule  de  Vicie 


i» 


et  la  Tormule  plus  générale,  due  à  Euler,  relative  ft  un  arc  quelconque 

sinS 


S  = 


S        S        S 

COS  —  COS  y  an  TT  •  •  • 

24^ 


37*  année:  189^. 

l'ixanU  {(i.).  —  Sur  les  transformations  de  contact  qui  laissent 
invariable  le  rapport  des  courbures  totales  au  point  de  contact, 
pour  deux  surfaces  tangentes,  (i  I7). 

L'auteur,  généralisant  une  prfiposilion  de  M.  l\.  Mchinke  {ZeiUchrifi, 
'M\*  année),  élahlil  que  les  transformations  considérées  sont  simplement  li*s 
transformations  projeclivcs. 

Ritter  {h\).  —  Mouvement  d'une  particule  matérielle  chargée 
d*éloctricilé  sous  Faction  d'un  centime  iixc,  en  admettant  la  loi 
de  Wcber.  (H-'a\). 

Sporrr  (  /D.  —  ()uelques  théorèmes  sur  les  polygones  réguliers. 

(■>.5-3  0- 
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G r Cibler  {M,),  —  Sur  les  courbes  des  points  circulaires  d'un 
plan  glissant  sur  lui-même.  (35-56). 

Soient  R,,  E,,  E3,  E4  quatre  positions  quelconques  d'un  plan  K  qui  se  meut 
dans  un  pian  E«,  Burmester  a  démontre  que  les  points  A  de  E  dont  les  positions 
correspondantes  A,,  A,,  A,,  A^  appartiennent  à  un  cercle,  se  trouvent  sur  une 
courbe  du  troisième  ordre  passant  par  les  six  points  qui  se  correspondent  à 
eux-mêmes  dans  les  quatre  plans  pris  deux  à  deux  et  par  les  points  circulaires 
à  Tinfini.  Les  centres  de  ces  cercles  forment  également  une  courbe  du  troi- 
sième ordre  de  E^  qui  possède  des  propriétés  analogues.  Ce  sont  ces  courbes 
que  Tauteur  étudie. 

Speckniann  (G.).  —  Dorsten  {IL  von).  —  Observations  sur  les 
critères  de  divisibilité  dans  le  système  décimal  de  M.  Dietrichkeit. 

(58). 

BeyeL  —  Deux  théorèmes  sur  la  collinéalion  plane.  ( 59-60). 

Brunn^II^.  —  Sur  Tordre  de  grandeur  d^unc  série  de  moyennes. 
(6o-63). 

Haas  (K.),  —  Critères  de  divisibilité  des  nombres.  (63-64). 

Sporer  (B.),  —  Tliéorèmcs  de  J.  Sleiner  sur  le  centre  de  gravité 
du  système  des  points  communs  à  une  droite  et  à  une  courbe 
algébrique.  (65-78). 

Kleiber  (•/.).  —  Sur  une  manière  d'obtenir,  pour  un  nombre 
quelconque  de  formes  quadratiques,  un  système  complet  d'in- 
variants. (80-89). 

Extension  des  méthodes  de  Gordan  au  cas  de  n  variables. 

Ileymann  (  IV.).  —  Manière  élémentaire  de  traiter  les  équations 
trinômes  et  quadrinomes.  (90-105). 

Brunn  (fi')-  —  Considérations  topologiques.  (106-1 16). 

Muth  (P.).  —  Sur  des  couples  de  tétraèdres.  (1 17-122). 

Etude  de  deux  tétraèdres  à  la  fois  inscrits  et  circonscrits  l'un  à  l'autre  :  Soient 
A,  B,  C,  D,  a,  ^f  Y,  8  les  sommets  des  deux  tétraèdres  nommés  de  telle  sorle 
que  a  soit  dans  le  plan  BCD,  ...  ;  a4  —  4'  dispositions  sont  possibles. 

Mdbius  (Crelle,  t.  3  et  10)  a  étudié  celle  définie  par  les  quatre  plans 

a?rl>-     ?r^A.     y^jU.     oa?C: 
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Sleiner  {systematUchen  Endwickelungen)  celles  que  ron  déduit  de  la  précé- 
dente par  permutations  circulaires  des  quatre  lettres  A,  B,  C,  D.  L*autear 
étudie  les  vingt  autres  par  la  méthode  de  Steiner  :  il  y  a  une  seule  solution 
dans  chacun  de  ces  cas  lorsque  a  et  y  sont  arbitraires  alors  que  dans  les  cas 
considérés  par  Sleiner  il  en  existe  une  infinité. 

JIelm{G.).  —  Remarque  sur  une  construction  dioptrique.  (i23- 

125). 

liuoss,  —  Une  contradiction  dans  la  Théorie  de  rÉIectricilé 
d^Edlund.  (r^.S-iaG). 

Schônemann,    —   Généralisation    du   théorème  de    Pjlhagore. 

(127). 

Speckmann  (C).  —  Crilcres  de  divisibilité  dans  le  système  dé- 
cimal, (i  28). 

Millier  (ft.),  —  Sur  le  mouvement  d'un  système  plan  rigide  dont 
on  donne  cinq  positions  infiniment  voisines.  (129-150). 

Mie  (Èr.).  —  Sur  le  théorème  fondamental  d'existence  des  inté- 
grales d'équations  aux  dérivées  partielles.  (152-17  1),  (193-212). 

I.  Sur  les  syslèmes  infinis  d'équations  diiïérentielles. 

II.  Systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  regardés  comme  des  systèmes 

aux  dillérenlielles  lolalcs  de  classe  infinie. 

III.  Appliralions. 

Richler  {P.-B,).  —  Extension  de  la  rè<]flc  de  Gnldin.  (1-2-1-^). 

Jahnke  (^.)-  —  Sur  une  nouvelle  méthode  pour  le  développement 
de  la  théorie  des  fonctions  sigma  de  plusieurs  argiiinenls.  (i"8- 

i8r>). 

L'aul«.'ur  expose  les  principales  siinplincalions  de  celte  théorie  qui  résultent 
des  reluliotis  retiiiir«jual)les,  établies  par  W'cicrslrass  et  M.  F.  Caspary,  enli-e 
les  fondions  llièta  de  plusieurs  arguments  et  les  coeflicienls  d'une  sub«ititulion 
orlho<;onale. 

Mehnike  (/^.)-  — Sur  la  courbure  géodésique  d'une  courbe  tracée 
sur  une  surface  et  sur  sa  variation  lors([ue  Ton  transforme  la 
surface,  (i  8G-i8()). 

Par  une  Iransfoi  inalion  ponctuelle  la  courbure  géodésique  est  transfurniéc 
linéaircnieiit.  L'auleur  déinonlre  ce  tliéorème  cl  l'élend  à  des  transformât iitnr^ 
de  surfaces  (|é«|iiiie>^  d<"^  Iransformalions  de  contact. 
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Kraus  (/.).  —  Addition  à  la  remarque  Théorème  arithmétique 
de  Bachmann.  {Zeitschrift,  36®  année,  p.  383). 

Sporer  {B.),  —  Contruction  d'une  tangente  en  un  point  d'une 
courbe  du  troisième  degré.  (191). 

Aliiller  (/?.).  —  Construction  des  points  de  Burmester  pour  un 
quadrilatère  articulé  plan.  (2i3-2i'7). 

JRodenberg.  —  Contribution  à  l'étude  systématique  des  mouve- 
ments plans  d'un  système  rigide.  (aiS-aSô). 

Pirogow  (N.'N,).  —  Sur  le  viriel  des  forces.  (257-290). 

Brunn  (//.).  —  Théorème  sur  les  déterminants  orthosymétriques 
et  des  déterminants  voisins  formés  avec  les  fonctions  symé- 
triques fondamentales  de  n  éléments.  (291-297). 

Philippoff  {M')'  —  Nombres  symboliques  et  nombres  doubles. 
(299-304). 

Application  à  TAigèbre  élémenlairc  des  représenta  lions  symboliques  adoptées 
par  Gauss  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques. 

Mehmke  (/?.).  —  Petites  contributions  aux  applications  des  mé- 
thodes de  Grassmann.  (3o5-3io). 

JRodenberg.  —  Note  additionnelle  au  travail  de  l'auteur  Sur  le 
mous^ement plan  des  systèmes  rigides  {Zeitschrift,  3^®  année, 
p.  218). 

BeyeL  —  Intersection  d'une  droite  et  d'une  conique;  tangentes 
à  la  conique  issues  d'un  point.  (3 16). 

JiLurz(A.),  —  Le  minimum  de  déviation  dans  les  prismes.  (Si^- 
3 18). 

Kurz  (^.).  —  Le  troisième  arc-en-ciel.  (3i8-32o), 

Kraus  {J.\  —  Nouveaux  fondements  d'une  théorie  générale  des 
nombres.  (32i-34o). 

Soit  a  un  entier  quelconque;  tout  nombre  entier  peut  s'écrire  dans  un 
système  de  bases;  Tauteurse  propose  de  développer  d'une  façon  syslémali(iuc 
\c\  propriétés  des  nombres  enlicrs  qui  sont  indépendantes  du  choix  de  la  base  2. 
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Sporer  (B.).  —  Théorèmes  de  J.  Steiner  sur  ki  fluliem 
segments  déterminés  sur  une  droite  par  ane  combe algâbriqpe.^ 

(340-366). 

Rodenberg,  —  Sur  le  système  des  trois  ceatres  de  coarbure  ipûr 
se  présente  dans  le  mouvement  relatif  de  trois  systèmes  phniv: 

rigides.  (366-374)- 

Saalschiitz  (L.).  —  Formules  de  récurrence  réduites  pour  le^c^  - 

nombres  de  Bernouili.  (374-378). 

lïuoss,  —  Sur  la  théorie  de  la  courbure  de  Gaass.  (S^S^SSl)* 

IIossfeld{C.).  —  Sur  un  théorème  stéréométrique  de  ScU&milck-^ 

(382). 

Durr  (/.).  —  Critères  de  divisibilité  dans  le  système  décimal.  — ^ 

(383-384). 

Illstorisch-lilerarische  Abtheilung  der  Zcilschrifl. 

ffappler  (E,),  —  Remarques  sur  la  Rhythmomachie.  (1). 

Tannery  {Paul).  —  Psellus  sur  Diophante.  (40* 

Gutznier  {A,),  —  Souvenir  à  Paul  Giinther.  (46). 

llciherf^  [J.-L.).  —  Les  manuscrits  employés  par  Guillaume  de 
Mœrhck.  (81). 

Nessclmamt  {G.-I/.-f\),  —  Additions  à  Diophante.  (121,  161). 

Wittstein  (//.).  —  Ce  que  nous  savons  sur  les  anciennes  sphères 
Icrreslres  ou  cclcsles.  (201). 

Supplément. 

Suter  (II.).   —   La    nomenclature    des    mathématiciens   dans  le 
Filirisl  de  Ibn  A  ht  Jackùb  an-Nadîm,  (i). 

W'itlstcin  (./.).  —  Fragments  astronomi(|ues  tirés  de  la  lilléralure 
oriciitah*.  (  S()  ). 
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Burkhardt  {H.).  —  Les  débuts  de  la  théorie  des  groupes  et 
Paolo  Ruffini.  (i  19). 

Isenkrahe  (C).  —  Sur  la  réduction  de  la  pesanteur  àTabsorplion 
et  sur  les  lois  que  l'on  en  déduit.  (161). 


VERSLAG  DER  ZITTINGEN  van  de  Wis-en  Natuurkundige  Afdeeling  der 
KoNiNKLiJKB  Akademib  VAN  Wetenschappen  to  Amstcrdam.  Id-4''(1). 

Tome  III;  mai  1894-avril  iSgS. 

Schols  (Ch.'M,).  —  Examen  de  la  division  des  cercles  azimu- 
taux  des  théodolites,  empio^^és  dans  la  triangulation  des  Pays- 
Bas.  (2-10). 

L'auteur  récuse  la  méthode  basée  sur  la  comparaison  entre  elles  des  douze 
parties  d'un  degré,  cette  méthode  ne  faisant  connaître  que  Tinexactitude  rela- 
tive de  ces  parties  sans  porter  sur  leurs  valeurs  absolues.  Il  la  remplace  par 
la  mesure  d'un  même  angle  de  ±:  ^b"  au  moyen  de  différentes  parties  du 
limbe.  Ainsi,  pendant  tout  Pété,  il  obtint  des  résultats  auxquels  on  pouvait  se 
confier.  Cependant,  vers  l'automne^  il  trouva  que  Tangle  mesuré  diminuait 
continuellement.  Une  dilatation  inégale  de  la  table  de  marbre  qui  porte  les 
deux  collimateurs,  enfoncée  en  partie  dans  la  muraille,  fut  reconnue  en  être 
la  cause.  Cet  inconvénient  n'étant  pas  à  éviter,  l'auteur  arrange  les  observa- 
tions d'après  le  temps,  de  manière  à  éliminer  la  source  d'erreur.  Son  examen 
porte  sur  six  théodolithes. 

Schoute  (P.-//.).  —  Rapport  intime  entre  deux  divisions  homo- 
gènes de  l'espace,  celle  en  cubes  et  celle  en  tétrakaidékaèdres. 
(i5-i6). 

Le  tétrakaidékaédre  est  limité  par  huit  hexagones  réguliers  dont  les  plans 
prolongés  forment  un  octaèdre  régulier  et  par  six  carrés  dont  les  plans  pro- 
longés forment  un  cube.  La  division  homogène  de  l'espace  en  ces  corps  à 
quatorze  faces  a  été  indiquée  par  Lord  Kelvin  {Nature^  8  et  i5  mars  1894). 
On  passe  de  Tune  de  ces  divisions  à  l'autre  à  l'aide  du  théorème  d'après  lequel 
un  cube  est  coupé  suivant  un  hexagone  régulier  par  un  plan  central  perpen- 
diculaire à  une  diagonale  corporelle. 

De  Vries  (•/.).  —  Sur  les  équations  algébriques  dont  les  racines 
se  rangent  en  triples.  (64-67). 


(  '  )  Voir  Huile  tin,  MX,,  p.  mi. 
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infiniment  grand,  a^  Test  tout  de  même;  si  a^^  a  WM  Tatasr  l*k^«i 
trois  types  différents  de  c"  en  posant  a.s=  a_|»  ^>^^m^  ^  ^^t  ^  i^^ 
Ainsi,  chaque  type  de  c"-*  mène  à  trois  types  de  fl*  •■  i  aa  leÉl,  mIm  fêm  "^^ 
est  fini  ou  infini.  Si  donc  «.  et  y^  représenteat  les  «rtifcf  tfes  tjf  ^^ 
élément  dernier  fini  et  infini,  on  tionte  les  relnUoas 


a?,=  aa?^       et       r.  =  *ii-i+r»^ 

ou 

a?.=  aa?-«       et       ««-r^^^n^-JT,^- 
Pour  n  =  2  on  a 
donc  on  trouve 

et  pour  le  nombre  iotal  2*—  1. 

Lebret  {A,).  —  La  dissjmétrie  du  phénomèoe  de  Hall  dans 
bismuth  par  rapport  à  différentes  directions  dans  le  clian 
magnétique.  (292-298). 

Tome  IV;  mai  1895-avril  1896. 
Kapteyn  (J.^C).  —  Sur  la  distribution  des  vitesses  cosmique^^ 

(4-18). 

L'auteur  attribue  l'insignifiance  des  résultats  obtenus  jusqu'à  présent 
rapport  à  la  constitution  de  Tunivers  à  la  défectuosité  des  hypothèses, 
partie  invraisemblables,  en  partie  sensiblement  fausses,  dont  on  s'est  servi. 
cherche  à  démontrer  qu'au  contraire  un  petit  nombre  d'hypothèses  admissible^  "^ 
permet  de  déduire  des  observations  une  première  approximation  :  1*  de  la  loi  d  ^ 
distribution  des  vitesses  linéaires  absolues;  3*  de  la  loi  de  variation  de  l'acciv 
mulation  des  étoiles  avec  la  distance  au  Soleil;  3* de  la  loi  de  distribution  de^ 
étoiles  de  différente  clarté  absolue.  Jusqu'ici  l'auteur  s'est  occupé  principale^ 
ment  de  la  première  loi.  Il  la  fait  dépendre  des  trois  hypothèses  suivantes  : 
a.  Dans  le  mouvement  des  étoiles,  il  n'y  a  pas  de  préférence  pour  une  direction 
déterminée;  b.  La   loi  de  distribution    des  vitesses  est   indépendante  de  !•« 
dislance  à  notre  système  solaire;  c.  La  fonction  de  la  probabilité  d'une  vitesse 
linéaire  de  grandeur  donnée  n'admet  qu'un  seul  maximum.  De  la  première 
hypothèse  on  ne  saura  se  défaire  qu'autant  que  l'on  dispose  de  méthodes  pour 
déterminer  exactement  des  parallaxes  annuelles  inférieures  à  o'.oi.  La  seconde 
hypothèse  obtiendrait  une  grande  vraisemblance,  si  l'on  avait  démontré  que  U 
vitesse  linéaire  mo^e/t/ie  ne  varie  pas  avec  la  dislance  au  Soleil.  La  troisième 
hypothèse  est  nécessaire  pour  l'approximation  de  la  fonction  de  probabilité 
/{s)  de  la  vitesse  linéaire  s. 

Van  der  IVaals  (J.-D,).  —  Sur  les  caractères  qui  décident  de 
Tallurc  de  la  courbe  de  plissement  dans  le  cas  d\m  mélange  de 
deux  substances,  ('io-.'^o,  «Sii-c),'i). 
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Dans  le  cas  d'un  mélange  de  deux  substances  dont  la  température  et  la 
pression  ont  été  déterminées  de  manière  que  les  deux  phases  coexistantes  se 
correspondent  en  composition  et  en  densité,  on  donne  le  nom  de  courbe  de 
plissement  à  la  ligne  qui  fait  connaître  la  relation  entre  ces  valeurs  de  tem- 
pérature T  et  de  pression  p  pour  des  degrés  variables  ar  et  i  —  x  At  composi- 
tion. Ce  nom  fait  allusion  à  la  circonstance  qu'un  mélange  se  trouve  dans  la 
condition  indiquée,  si  par  son  volume  V  et  par  sa  composition  x,  i  —  x  W 
occupe  la  place  du  point  de  plissement  sur  la  surface  ^.  Quoique,  à  présent, 
il  n*est  pas  encore  possibic'de  déduire  Téquation  de  celte  courbe,  la  théorie  en 
donne  Téquation  diiïércntielle  dans  la  forme 

dp    d^\    _    à^T, 

où  T,  représente  l'énergie.  De  cette  équation  diiïérenlielle  on  déduit  les  parti- 
cularités les  plus  saillantes  de  la  courbe.  L'auteur  en  étudie  deux  points  par- 
ticuliers. Au  premier  point,  la  courbe  touche  et  y  termine  le  lieu  des  points 
de  tension  maximum,  au  second  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  pressions. 
Dans  la  seconde  partie,  l'auteur  donne  une  nouvelle  déduction  de  l'équation 
différentielle  de  la  courbe  de  plissement  et  démontre  que  la  courbe  de  tension 

a  une  pente  plus  faible  que  la  courbe  de  plissement,  si  -r -^ —  est  négatif.  En- 

suite  il  trace  le  chemin  que  l'on  aura  à  suivre  pour  parvenir  à  la  connaissance 
de  /?,  V,  X  à  l'état  critique  en  fonction  de  x. 
Traduction  française  dans  les  Archives  néerl.f  t.  XXX,  p.  2G6  et  278. 

Kuenen  (J.-P.),  —  Influence  de  la  pesanteur  sur  les  phénomènes 
critiques  de  substances  simples  et  de  mélanges.  (4i-53). 

Dans  certains  cas  la  pesanteur  peut  troubler  les  phénomènes  critiques  des 
mélanges.  Par  exemple,  entre  deux  températures  voisines,  de  part  et  d'autre  de 
la  température  du  point  de  plissement,  la  condensation  rétrograde  de  première 
et  de  seconde  espèce  ne  se  manifestent  pas  complètement,  parce  que  sous  la 
compression  le  ménisque  disparaît  avant  qu'une  des  deux  phases  ait  entière- 
ment disparu.  Cependant,  ces  phénomènes  des  mélanges  sous  l'influence  de  la 
pesanteur  se  déduisent  tout  de  même  entièrement  de  la  théorie  de  M.  Vander 
Waais. 

De  Vries  (./.).  —  Théorèmes  d'addition  d ^intégrales  eUiptiques. 
(96-103). 

En  suivant  le  chemin  tracé  par  Abel,  l'auteur  trouve  les  relations  entre  les 
limites  supérieures  de  quatre  intégrales  elliptiques  de  première  espèce,  à  l'aide 
de  la  parabole  variable  y  —  ax^-h  bx  -+-  c.  Pour  c  =  1  le  théorème  d'addition 
de  trois  intégrales  se  présente.  Pour  la  somme  de  trois  intégrales  de  seconde 
espèce  il  trouve  — k^x^x^x^^  les  limites  supérieures  a:,,  x^y  x^  étant  liées  par 
les  mêmes  relations  que  celles  des  intégrales  de  première  espèce.  Même  la 
somme  de  (rois  intégrales 

r -^g (i=.,^3) 

de  troisième  espèce  se  réduit  ù  une  expression  simple. 
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De  Vries  (7.).  — •  Ueber  eine  gewttse  KItise  gai 

(Sur  une  certaine  catégorie  de  fondions  entièraf).  (r8|i>>44^ 

En  désignant  par  Y.  la  foDCtion  de  y  qmi  di^anlt  pomry  m.ttm  ,  .  g  * 

{k=:t,  2,  ..,,  n)y  raateur  démontre  qse  la  MÏte  é&à  ibactioM  ie Wut^  '^ 
réquation  Y.=  o  est  formée  par  les  loactiou  T]^(itsj||  «  —  ■»■  •••»  ««  i)«  J^ 
fonction  Y^  satisfait  à  l'éqaation  coaniie  T.— ^Tp_|+  l^a-a"*  ^  ^ 

la  plus  générale  qui  rérifle  cette  équation  de 


où  la  fonction  cntit^re  Q«  l'éTaaonll  pottry  =  «coi  '       '«>  (Asi^a,  •«., 

Cette  solution  comprend  auiti  les  fonctions  V^  e^  V.  dont  les  ladact 

a  cos «  et  acos «  (it  =  o,  i, ....  n  — i).  Enfin,  rantenr 

an-f- 1  a/1 

que  pour  les  fonctions  Q^,  U„,  V,  la  suite  des  fonctions  de  Slurm  se  forme 

la  même  manière  que  pour  Y..  Quelques  relations  entre  des  produits  de  cosin  -' 

de  la  forme  cos  —  ic. 

n 

Lorentz  (H.-A.).  —  Le  théorème  de  M.  Poynting  sur  Ténergî 
du  champ  électromagnétique  et  deux  propositions  générales  su'^ 
la  propagation  de  la  lumière.  (176-187). 

L*auteur  applique  les  équations  fondamentales  de  la  théorie  de  Maxwell  <^^ 
un  système  quelconque  de  corps,  conducteurs  ou  diélectriques,  isotropes  o^b^ 
anisotropes,  entourés  de  tous  cùtés  par  l'éther  et  soumis  à  des  forces  électn^-" 
motrices.  Si,  pour  un  certain  état  de  mouvement  A,  on  désigne  par  8  le  couraik  ' 
électrique,  par  C  la  force  électrique,  par  i^  la  force  magnétique,  par  0  Tin^ 
duciion  magnétique  et  que  l'on  distingue  par  des  accents  les  quantités  cor— 
respondanlcs  pour  un  second  état  A',  on  arrive  «^  l'équation 


(1)  f\i^i')cH-^\T.  f{t'Q)<i-:=  f 


«}, 

% 

«î. 

«; 

«; 

«1 

X 

!1 

V 

c/j. 


l»ans  celle  formule,  où  (ijU')  el  (^'C)  représenlcni  les  sommes  7  («)«  -r") 

ei  N  (Cl»)  pour  H  —  .r.  V,  -:,  il  osl  question  de  l'espace  t  situe  à  Tintéricur 

d'une  surface  fermée  quelconque  ?:  les  indices  x,  j',  z  servent  à  indiquer  les 
comp«i>ante»  des  voclours  et  X,  jx,  v  représentent  les  cusious  directeurs  de  la 
normale  evlcricurodc  la  surface.  <>n  revient  à  l'équation  de  M.  Poynting  {Phii. 
Trans.»  London,  t.  CLWV.  p.  :^^^)  en  prenant  pour  A  et  A  uu  même  élat  de 
mou>ement.  Si.  au  contiaire,  A  et  V  S4tnt  dilTércnls,  «m  (>eut  établir  une 
>c.*onde  relation  en  changeant  entre  elles  les  quantités  qui  se  rapportent  à  \ 
et  A';  cette  nttuvelie  c«ination  étant  soustraite  de  Téquation  (i),  on  obtient 
une  formule  trou\ce  par  M.  Volterra  {Acta  math,,  t.  \VI,  p.  1S9)  sous  une 
fi»rnic  Icïèremcnl  dillVrcntc.  Ici,  crttc  formule  e>t  appliquée  à  l'élude  de  la  pn»- 
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pagation  fJc  la  lumière.  En  désignanl  par  source  élémentaire  lumineuse  un 
espace  infiniment  petit  (i>  dans  lequel  agit  une  force  éicctromotricc  de  direction 

constante  et  dont  la  grandeur  peut  être  représentée  par /?  cos~- (/  +  ^),  où  7 

a  la  même  valeur  dans  toute  l'étendue  de  (<>,  par  direction  et  phase  d'une 
source  celle  de  la  force  électromoirice,  par  intensité  d'une  source  la  valeur 

de  ri otégra le //?  c?x  étendue  à  l'espace  w,  par  couple  de  sources  un  système 

de  deux  sources  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre  de  directions  et  d'inten- 
sités égales,  mais  de  phases  opposées,  on  a  : 

1°  Une  source  de  la  direction  /i,  placée  dans  un  point  P,  produit  dans  un 
autre  point  P'  du  système,  un  courant  électrique  dont  la  composante  suivant 
la  direction  quelconque  /i' est  égaie  à  la  composante  suivant  la  direction  h  du 
courant  que  produirait  en  P  une  source  placée  en  P'  et  ayant  la  direction  h' 
et  la  même  intensité  et  la  même  phase  que  la  première  source. 

1'*  Les  vibrations  qui  sont  produites  à  l'intérieur  d'une  surface  fermée  par 
des  sources  extérieures  quelconques  peuvent  être  considérées  comme  provenant 
d'une  distribution  déterminée  de  sources  et  de  couples  de  sources  sur  la  sur- 
face elle-même. 

Le  premier  théorème  est  au  fond  la  même  chose  qu'une  loi  de  réciprocité 
bien  connue  qui  a  été  énoncée,  entre  autres,  par  Von  llelmlioltz  dans  son 
Optique  physiologique.  Le  second  théorème  est  une  extension  du  principe  de 
Huygens. 

Kapieyn  (  W ^.  —  Sur  un  problème  danalysis  situs.  (199-202). 

Supposons  qu'on  ait  divisé  une  surface  de  degré  de  connexité  p  en  I)  poly- 
gones curvilignes  limitant  chacun  une  portion  de  la  surface,  que  le  nombre  des 
c^tés  soit  G  et  celui  des  sommets  H.  Alors,  on  a  la  relation  l)-4-  II  —  G  =  2(1  —  /?), 
connue  sous  le  nom  de  théorème  de  VHuillier.  Pour  la  démontrer,  l'auteur 
prend  pour  modèle  une  surface  fermée  à  p  trous,  symétrique  par  rapporta  un 
plan.  Ce  plan  coupe  les/?  ouvertures  suivant  p  circonférences  égales  dont  les 
centres  forment  les  sommets  d'un  polygone  régulier  et  la  surface  suivant  une 
circonférence  concentrique  à  ce  polygone.  La  surface  admet  deux  plans  tangents 
singuliers,  parallèles  au  plan  de  symétrie;  chacun  de  ces  deux  plans  touche  la 
surface  suivant  une  circonférence  et/?  de  ses  rayons.  En  remplaçant  les  côtés 
des  polygones  par  des  lignes  géodésiques,  on  a,  d'après  Gauss, 


ffm^^'-^"-'^''' 


où  P^  représente  la  somme  des  angles,  n  le  nombre  des  cùlés,  R  et  R'  les  rayons 
principaux  de  courbure  de  la  surface  et  d^  i'éicmenl  du  polygone.  La  sommation 
du    second  membre  donnant  2P„=  a::  II,  2:(/i  —  a)?:  =  a(G  —  r))r,  on  aura 


ffm'  =  '''^^' 


+  11 -G), 


oi'i   l'intégrale  qui  représente  la  valeur  sphérique  de  la  surface,  s'étend  à  toute 
la    surface.    Pour  déterminer  celte   intégrale,    on  peut   diviser   la   surface  en 
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p  -h  t  parties,  la  première  partie  étant  la  partie  extérieure  entre  les  deox  cir- 
conférences situées  dans  les  deux  plans  tangents,  les  autres  étant  tes  parties 
congruentes  situées  entre  les  secteurs  correspondants  de  ces  plans.  Pour  la 
première  partie,  où  les  rayons  R  et  R'  ont  le  même  signe,  la  valeur  sphériqae 
est  ^iz;  pour  chacune  des  p  parties  congruentes,  les  rayons  ayant  des  signes 
opposés,  la  valeur  sphérique  est  —  ^v.  Il  s'ensuit  la  relation  indiquée.  Toute- 
fois, pour  p  =  Oy  I,  2  on  doit  modifier  un  peu  le  raisonnement  précédent. 

De  Vries  (7.).  —  Sur  les  coordonnées  bipolaires.  (219-224). 

Dans  l'examen  des  courbes  à  l'aide  du  système  de  coordonnées  bipolaires  de 
rayons  vecteurs  /?,  Çy  issus  de  deux  pôles  fixes  P,  Q,  l'introduction  d*un  troi- 
sième rayon  vecteur  r  dont  le  pôle  R  se  trouve  sur  la  droite  PQ,  offre  quel- 
quefois des  avantages.  En  représentant  PQ,  PR,  QR  par^^  g,  h,  on  a,  d'après 
le  théorème  de  Slewart, 

Ainsi,  l'ovale  de  Descartes  a/?H-p7  =  Y/aux  deux  foyers  P,  Q  est  représenté 
en  même  temps  par  une  des  équations  y/?  —  pr  =  ag,  yq  -h  ar  =  pA,  si  le 
troisième  foyer  R  (théorème  de  Chasies)  est  déterminé  par  la  condition 

et,  à  Taidc  de  ces  trois  équations,  on  trouve  encore  Féquation  tripolaire 

^gg  —  ?hp-hf/r  =  o. 

Ici,  l'auteur  étudie  les  angles  9  et  ^  que  la  tangente  d'une  courbe  F(/7,  9)  =  o 
forme  avec  les  rayons  vecteurs  p  et  g.  Il  trouve 

sin»        (p^-^  g'  —  f^)  dp  —  ipg  dg 
siiî'^  ~  '2  pg  dp  —  ip'^-h  g-  —  /^)  dg 

cl  en  déduit  que  deux  courbes  dont  les  cléments  sont  distingués  les  uns  des 
autres  par  les  indices  i  et  2  se  coupent  en  un  point  commun 

iPiyÇx)  =  iP2y  Ç2)  =  iP^  7)' 
sous  un  angle  droit  sous  la  condition 

.ipg(,dp,  dp,-\-  dg.dg^)  =  (P'-^  g-  —  /'){dpi  dg^-^- dp,  dg,). 

Comme  application  de  celle  formule,  il  fait  voir  que  deux  cartésiennes  con- 

focales  se  coupent  sous  un  angle  droit.  Ainsi  le  système h  -  =  —  de  rourbf«i 

P       9       f 
méridiennes  des  niveaux  potentiels  de  «Jeux  quantités  de  matière  a,  ^  dans  les 

pôles  P,  Q  a  pour  trajectoires  orthogonales  le  système  acosO,-f-  p  sin6,  =  6  de 

courbes  de  force,  où  0,  et  0,  sont  les  angles  que  les  rayons  vecteurs  />.  g  font 

avec  la  droite  PQ. 

S  citante  (P,-/J,).  —  La  surface  romaine  de  Sleiner.  (,>24-a3o). 
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Élude  de  la  surface 

Réduction  de  Téqualion  à 

y^z^-h  z"^ X' -{- x^ y^  =  ikxyz. 
L.*équalion 

du  plan  tangent  au  point  x  —  pty  y  =  qty  z  =  ri.  Déco  m  position  du  premier 
membre  de  Inéquation 

xyz^[gr{—  q-r^-h  r^p^-¥-  p^q^)x]  —  p^q^r^  l.{y- z^)-  o 

du  cône  à  sommet  O  passant  par  Tinterscction  de  la  surface  avec  son  plan 
tangent  en  deux  facteurs  de  la  forme 

ayz  -h  bzx  -t-  cxy,    a' yz -^  b' zx -h  c' xy 

avec  les  conditions  aa' =■  bb'  =  ce'. 

Correspondance  involutive  des  deux  cônes  quadratiques  à  sommet  commun  O 
dont  les  deux  coniques  d'intersection  de  la  surface  avec  un  quelconque  de  ses 
plans  tangents  sont  des  directrices. 

L'équation  de  la  surface  peut  prendre  une  des  quatre  formes  suivantes  : 

i  yz  -h  zx  -t-  xy  y  ---  2 xyz      (  jc  -h  ^  -h  c  -h  A"  ), 

{—  yz  -\-  zx  -\-  xy  )•  =  2  xyz      {x—  y  —  z-\-k). 

(  yz  -  zx  -f-  xy  )■  --  -i  xyz  {  -  x  -h  y  —  -s-t-A), 

(  yz  -h  zr  —  xy  )•  —  i xyz  {—  x  —  y  -i-  z  -\-  k  ). 

Donc,  les  quatre  plans 

X  -h  y  -^  z  -{-  k  =  Ot        —  X  -I-  y  —  z  -^  k  —  Oy 
X  —  y  —  z-{-k  =  Oy        — X— y-r-z-{-k—  o 

touchent  la  surface  suivant  des  coniques  qui,  d'après  l'identité 

{x  -i-y  -h  z)-—  2 {yz  -i-  zx  -{-xy)  —  k-  —  x'"- -{- y- -^  z- —  k- 

et  trois  identités  analogues,  se  révèlent  comme  des  cercles.  Démonstration  que 
ces  quatre  circonférences  forment  toule  la  courbe  parabolique  de  la  surface. 
L'équation 

£(a:])  —  4-('2^ÎJ;2)  -h  6i:( xjxl)  -h  [^^x]x^x.^—  t^i'tXyX2Xj^x^=  o 

• 

CD  coordonnées  homogènes  normales  par  rapport  au  tétraèdre  régulier  des 
plans  tangents  singuliers. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  de  la  surface  est  une  autre  surface  de 
Slciner  représentée  par  y'^Z'-h  z-x--{- x'^y'^-^- kxyz  =  o. 

/}e   Vries(J.).  —  Sur  une  relation  entre  un  lijperboloïde  réglé 
et  un  système  confocal  d'ovales  do  Deseartes.  (:>.5.>.-'.>.j(j). 
HulL  des  Sciences  muthcm.,  2*  série,  t.  WH.  (Mai  i8y.S.)  H.- 


<)H  SECONDE  PARTIE. 

1.  L'auteur  continue  l'ordre  d'idées  de  la  Communication  précédente.  Il 
combine  l'équation  «y? -+- ^^  =  y/ d'un  ovale  de  Descartes,  où  y  désigne  la 
distance  des  origines  P,  Q  de  /?,  q^  à  la  relation  hp^-^  gq^=.  fr^-k-fgh  (théo- 
rème de  Stewart),  où  r  est  un  troisième  rayon  vecteur  issu  d'un  point  R  de 
PQ.  Il  démontre  le  théorème  de  Chasies  que  R  peut  être  choisi  de  manière  à 
représenter  un  troisième  foyer  de  la  courbe,  en  envisageant  les  rayons  vecteurs 
pt  qy  r  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  l'espace.  Alors,  il 

n*  q"^  /•* 

s'agit  d'un  plan  a/>-h  ^7  —  y/  et  d'un  hyperboloTde  y — h  -^r  =  —r  — 1.  Donc, 

la  possibilité  de  rcprésenier  la  même  courbe  par  une  équation  linéaire  en 
{p^  r)  ou  en  {q^  r)  est  démontrée  aussitôt  que  Ton  a  fait  voir  que  les  deux 
équations  en  p,  q,  r  peuvent  appartenir  à  une  droite  de  l'hyperboloTde  :  car 
alorSf  les  équations  cherchées  en  (p,  r)  et  {q^  r)  ne  sont  autre  chose  que  les 
deux  autres  projections  de  cette  droite.  En  posant  /g  =  a',  /A  =  6',  gh  =  c*, 
rhyperboloYde  se  représente  par 

/L'  _  ^'  -  ,  _  ^ 
a-       c'  ~         b- 
avec  la  condition 

I  I  I 

==.•    -  -4- 

C*  <!•  O' 

Un  de  ses  deux  systèmes  de  génératrices  est  donc 

—  sinaJ/      4-;     cos2^  =  i, 
au 

P        ,       ,        '' 

-  coséc  20 cot  2  V  =  I , 

a  ^       c 

j-séci^      H —  tang2^=i. 

Si  dp  -h  Ji«y  =  vy  est  identique  à  la  première  de  ces  trois  équations,  les  dou\ 
îuitres  de\ienneiit  yp  —  fir  =  a^,  yq  -h  ar  —  fi/t. 

2.  L'autre  syslème  de  droites  de  l'iiyperholoïde  représente  un  second  svstèmc 
d'ovales  de  Descartes  aux  iiièincs  foyers  P,  Q,  R.  Ce  système  se  compose  de-i 
trajectoires  orliiogonales  du  système  ap  -r-  ?7  —  y/. 

3.  Si  deux  des  foyers  coïncident,  la  relation  indiquée  devient  illusoire.  .\lor>, 
les  courbes  sont  des  limaçons  de  Paseal  qui  n'admettent  qu'une  équation  bipo- 
laire lifK'aire  unique.  De  niènie,  les  courbes  p  -+-  \q  =  f  et  —  />  -♦-  'i.n  — /sf 
coupent  orthogonale  m  en  t. 

4.  L'intersection  de  riiyperholoïde  avec  un  plan  quelconque  r  =  a  w -^  ji^ 
mène  aux  cassiniennes  à  quatre  foyers  P,  Q,  R,  S  situés  sur  une  droite.  Cas 
parliculier  de  la  Icmniscale,  où  R  et  S  se  réunissent  dans  le  centre  de  la  courbe. 

Schoutc  [P, -//.).  —  Les  courbes  gauches  les  plus  simples  situées 
sur  la  surrace  louiaine  de  Sleiner.  (a'2-'aS^). 

1.  Soit  P  un  point  d'intersection  dune  courbe  gauche  située  sur  lu  surface  S* 
de  Slemer  vi  un  des  plans  coordonnés,  et  représentons  par  p  et  tt  la  tangente 
et  le  plan  osculat«iir  de  celte  «'ourbc  en  ce  point.  Alors  on  trouve  : 
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a.  Chaque  point  P  qui  ne  coïncide  pas  avec  l'origine  se  trouve  sur  un  des 
Irois  axes. 

r 

b.  En  général,  la  tangente  p  est  une  droite  quelconque  par  P,  située  en  un 
des  deux  plans  tangents  iTp  ir,  à  S^  en  P  et  non  située  en  un  des  deux  plans 
coordonnés  par  Taxe  qui  contient  P,  de  manière  que  P  est  point  d'intersection 
simple  de  la  courbe  avec  chacun  de  ces  deux  plans  tangents  coordonnes.  Si  p 
coïncide  avec  Taxe,  le  plan  osculateur  t:  coïncide  avec  un  des  deux  plans 
tangents;  alors,  P  compte  pour  deux  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
chacun  des  deux  plans  coordonnés.  Et,  si  Taxe  passe  par  trois  ou  plusieurs 
points  consécutifs  de  la  courbe,  le  nombre  des  points  d'intersection  des  deux 
plans  coordonnés  en  P  avec  la  courbe  est  toujours  le  même  pour  ces  deux  plans. 

c.  En  général,  la  tangente  à  l'origine  à  une  branche  qui  y  passe  se 
trouve  dans  un  des  trois  plans  qui  forment  le  cône  osculateur  de  S*  en  ce  point, 
c'est-à-dire  en  un  des  trois  plans  coordonnés,  sans  qu'elle  coïncide  avec  l'un  des 
axes.  Alors,  ce  point  représente  deux  points  d'intersection  avec  un  des  trois 
plans  et  un  seul  point  d'intersection  avec  chacun  des  deux  autres.  Si  la  tan- 
gente coïncide  avec  Taxe,  le  plan  osculateur  coïncide  avec  un  des  pians  coor- 
donnés. Alors  l'origine  représente  successivement  3,  3,  i  points  d'intersection 
avec  les  plans  coordonnés.  Si  l'axe  passe  en  l'origine  O  par  m  points  de  la 
courbe,  ces  nombres  3,  2,  i  sont  à  remplacer  par  m  -h  i,  m,  i. 

d.  Si  P  est  point  multiple,  on  trouve  que  les  lois  indiquées  s'appliquent  à 
chacune  des  branches  de  la  courbe  qui  y  passent. 

2.  Supposons  que  la  courbe  R"  de  l'ordre  n  sur  S^  possède 

/?,,  /I3,  p^  branches  par  O,  qui  touchent  les  plans  coordonnés  en  dehors  des  axes, 
Çt*  Ç2^  Ça  branches  par  O,  qui  touchent  les  axes  coordonnés, 
r,,  Tj,  Tj  points,  différents  de  O,  sur  les  axes. 

Considérons  le  cône  de  l'ordre  n  —  ^p  —  S^  qui  projette  R"  du  point  O 
comme  centre  et  son  intersection  de  l'ordre  /|(/i  —  2/?  —  S7)  avec  S*.  Cette 
courbe,  dont  O  est  un  point  multiple  de  l'ordre  3  (/i  —  Zp  —  1^  ),  se  décompose 
en  R"  et  les  axes  coordonnés  comptés  successivement  ■*  (^i-+- /',  ),  "^(«/s-*- ''3)» 
2  (^3-4-  Tj)  fois.  On  a  donc 

4(/i  —  S/?  —  £<7)  =  /iH-  !2(2:<7-hSr) 

ou,  si  nous  comptons  les  branches  par  O, 

Z{n^J^p-Lg)  -.I^p-h^q-h  idiy-Mr), 

ou  enfin,  si  l'on  cherche  le  nombre  des  points  d'intersection  avec  un  des  plans 
coordonnés 

(i)  3n  :=/|^y?-+-62:^-^2  2:^. 

3.  A  l'aide  de  la  relation  (1)  on  trouve  les  résultats  suivants  : 

a.  La  surface  S*  ne  contient  pas  de  courbe  gauche  d'ordre  impair. 
à.  La  surface  S*  ne  contient  pas  de  bi(]uadratique  gauche  R*(2,  2  )  sans  point 
double, 
c.  Les  courbes  non  planes  les  plus  simples  de  S*  sont  les  courbes  RV^»  0* 

4.  On  obtient  une  courbe  R*(3,  1)  sur  S*  en  coupant  S*  par  un  cône  K*  dont 
les  axes  coordonnés  sont  des  arêtes  doubles.  Le  système  de  ces  cônes,  et  donc 
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auMÏ  le  ly^Lùmir  iln  courtes  lt'(il,  1 1<  <"'l  "■■  '■^slùme  ijuliiluplEii 
quBilriqDc  unïc|iie  pas^iiat  p«r  anedc  ci*  R'(3,  r)  ne  ptMf  )>a>  par  0  ti  Mniitm 
donc   encoie  une   aiiirc   {<'(!,  ij   de   S'.   Donc  Im  iinxIriifUM  «rrim^l  )(' 
H<(3,  i)  de  S'  eu  i'ou|>left.  Le»  cAiie»  K',  re|irÈ«cnlc«  par 
ajj''  1=  -(-  *;  i'm-  +  ej «V'-*-  ^*^=  (  fr,C(/'*  -t-  ''■«.-Vr -^ 

it  1  de*  euurlwii  uOrreaponiUnl 
le)  condilicin^  (1,0,=  ^i''t  —  ''i^t' 

5.  Le  sj-stùnii:  quin[U[<lFnien(  inflni  dci  ciurbci  IVI  î.  1)  de  S'  ( 
•ystidici  quailrugilcmiat  inHiii  de  courbas  t  au  (tuinl  iloubic  *ur 
et  trois  K):<ti>me«  iriplcment   inOni  de  courbei  i  un  point  double  en  (J 
courbe»  R'  A  puint  iluuhlc  «uni  néccisairenirni  dn  r.<>urt>e>  tt'i>,  t). 

Lorents  [ll.-A.),  —  es  radiatroni  calorifîques  tlan* 

le  cas  Ci.-s  cfjrps  liirélnii^'ciUs.  (io5-'ii  1). 

L'élher  contenu  dans  un  espace  qui  eit  enloari  d'âne  enreloppe  parfaileoMat 
noire  et  mainieaue  i  une  température  coatUntc,  aer*  parcouru  daas  Iods  la 
«ent  par  des  rayons  calorifique»  ou  lumineux  et  deviendra  par  cela  nème  le 
siège  d'une  cenaioe  énergie.  Uo  état  semblable  existera  à  l'intA'ieur  d'un 
corps  dialhermane  quelconque  M,  placé  dan»  cet  eipacc  M,  d«B<  llijpotLése 
que  ce  corps  soit  isotrope,  on  a  calculé  depuis  loagiempsle  rapport  qui  s'éta- 
blira entre  la  dtntitè  de  l'énergie  (quantité  d'énei^le  par  unité  de  Tolomc) 
qui  se  Iroufent  dans  le  corps  M  d'une  pari  et  dans  l'élber  ambiant  de  l'anire. 
L'auteur  ■  considéré  le  cas  0(1  le  corps  est  birérriogent  L'état  ioterae  qui  se 
trouve  en  équilibre  avec  les  radialioos  de  l'éther  doit  alors  être  indépendant 
de  la  direciIoD  de  la  surface.  C'est  ce  qu'exige  ta  Thermodjrnamiqae  et  ce 
qu'on  peut  vérifier  «n  se  basant  sur  les  lois  fond  a  mental  es  de  l'Optique.  Parmi 
intérieur  du  corps  M,  on  peut  i»olcr  pur 

an»  soil  comprise 


l'cncrgic.  en  lanl  qu'elle  dcpcr.d  du  groupe  de  rayons  ainsi  délini.  peut  être 
repri'-icnlt'C  par  A  — *  r—  >  A  étant  la  dcnsilc  dans  l'éther  de  l'cnergie  qui  cor- 
respond aii\  temps  d'uscillïtiun  indiques,  V,  la  vitesse  de  propagation  dans 
l'ùlUcr'  l't  \'  kl  vitette  ilei  ondes  pour  les  rayons  considérés. 

Tomo  V;  mai  iSgO-avril  1897. 

l'on  de  Sandc  liakhiiyzen  (//.-G.).  —  Délerminaliondci'crrciir 
<le  jx'ojccliun  de  l'appareil  dr  Hcpsuld  pour  la  mesure  dt-s 
clichts  aslro-pliotoëraplii<]ues.  (7'i-79). 
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fCapleyn  (  JF.).  —  Sur  la  conslniclion  d'une  courbe  de  Iroisièiiie 
classe,  déterminée  par  ses  trois  fojers  réels,  son  point  satellite 
el  une  tangente.  (i46-i5o). 

On  construit  une  conique  tangente  pour  tangente  en  la  considérant  comme 
la  podaire  négative  d\in  cercle.  Cette  idée  est  appliquée  par  fauteur  à  la 
construction  d'une  courbe  de  troisième  classe. 

Soient  a^  p,  (i  =  i,  2,  3)  les  coordonnées  des  foyers  donnés  A,,  A,,  A,  et 
représentons  par/;,  q  celles  du  point  satellite  S,  où  concourent  les  troisièmes 
tangentes  qui  passent  par  A,,  A,,  A3.  Alors 

(  M  a,  H-i»  ?,  H-  iV  )  (  W  Xj  -i-  V  ?2  -h  iV)  (  M  «3  -h  t»  ?3  -f-  W  )  =  XM  "•  -+-  ^'  )  (  "y>  -H  i'^  -f-  W  ) 

e.st  l'équation  tangentielle  de  la  courbe.  Le  coefficient  y?  se  détermine  à  l'aide 
de  la  tangente  donnée.  En  représentant  la  podaire 

[(jf  — a,)(x  — aj)H-(^-a,)(>^  — a,)][(:r  — a,)(j;  — a3)4-(>'  — «,)(>'  — «,)] 
=  V[(x- a,)  (X -/>)  +  (>' -?,)(jr- 7)] 

par   rapport   à   A,  par   U2U3=V,  on   voit  qu'elle   s'obtient  en  cherchant  les 
points  de  rencontre  des  cercles  homologues  des  faisceaux 

Uj=Â-,        AUjzrV,         (A-  variable) 

dont  la  construction  est  facile.  Après  avoir  construit  cette  podaire,  la  ron- 
^lruction  de  la  courbe  de  troisième  classe  elle-même  n'olfrc  plus  de  difliculté. 
On  obtient  les  asympiotes  de  la  courbe  en  cherchant  les  points  de  contact 
des  tangentes  de  la  podaire  qui  passent  par  A^.  Les  tangentes  /,,  t^^  t,  menées 
aux  cercles  fixes  décrits  sur  A,A2,  A,  A3,  A,D  comme  diamètres  par  un  point 
quelconque   de   la    podaire   satisfont,  quant   à   leurs   longueurs,  à    la    relation 

La  polaire  est  uue  courbe  bicirculairc  dont  les  foyers  singuliers  réels  sont 
le»  milieux  des  côtés  A,Aj  et  A,  A3  du  triangle  A,A,Aj. 

l'an  der  Waals  (J.-D,),  —  Contribution  à  la  connaissance  de 
Téquation  de  l'état.  (i5o-i53). 

L'auteur  s'occupe  de  la  quantité  b  qui  figure  dans  l'équation   fondamentale 

Ip -h     .  )  (v^  —  v)  —  const. 

D'après  les  recherches  de  MM.  Korteweg  et  Lorcnlz  elle  représente  quatre  fois 
le  volume  des  molécules  dans  le  cas  d'un  volume  v  très  grand.  De  quelle  ma- 
nière ce  facteur  {\)  dépend  du  volume  est  un  prol)lème  non  encore  examiné. 
D'abord  Clausius  semble  avoir  trouvé  le  fadeur  8;  plus  tard  il  le  remplace 
par  2^.  Clausius  réduit  le  mouvement  d'une  molécule  à  celui  d'un  point  ma- 
tériel en  assignant  à  toutes  les  autres  molécules  une  sphère  d'action  concen- 
trique d'un  rayon  de  la  double  valeur;  alors  il  s'agit  du  mouvement  d'un  point 
matériel  à  travers  un  espace  diminué  de  huit  fois  le  volume  des  molécules. 
l)"après   des   recherches   antérieures,  on    obtient   une    \alonr   deux   fois    trop 


grande  par  la  su 
repos;  doDc,  «firi 
Cela  posé,  l'auli'i 


d«  la  quantité  c 
des  sphères  d'acl 
Eipression  b»  n 


SECONDE  PAUTIE. 

Liiin  que  ces  mol^culrs,  liun  fui»  ]>luj  Brainln, 
c:ii1fui,  il  fuut  prendre  la  mollit  du  L-uetiiricnl 
ui[  une  preinii^rc  valeur  approclife 


:-^^) 


lin,  en  ajanl  égard  a 
li^iia  niolérules  Iri^s  vi 

«  la  ïulcur  de  b  pour 

rniiilc  plus  gÉnériilc 


1.1  K'"'» 


Lorents  (//.•^.).  —  Sur  un  théorème  général  relatif  au  mouve- 
ment d'uo  fluide  visqueux.  (168-175). 

Soient  t  on  espace  limité  par  la  sarface  fermée  9  et  ealiérenieni  rempli  dn 
fluide,  a,  p,  r  les  coainus  dea  angles  entre  OX,  OY,  OZ  et  la  oomiBle  eiiè- 
rieore  n  de  I,  p  la  deotité,  )i  le  coerScient  de  viicosité,  H  et  M'  deox  état* 
différents  de  mouTiment.  Soient,  pour  le  premier  de  ce*  état*,  u,  t>,  se  les  com- 
pountes  de  la  vitesse,  X  dv,  Y  dv,  Z  dt  celles  de  la  force  extérieare  agiuaat 
■url'éléraent  dt,  X.ds,  Y.ds,  Z.ifa  cellade  la  Torce  exercée  sa  r  l'élément  d», 
soit  par  un  corps  étranger  avec  lequel  le  fluide  est  eo  contact,  mÏI  par  le  flaide 
qui  se  trouve  i  l'eilérieur  de  sa  snrrace.  Désignons  par  u',  9',  nr*,  X'df, ... 
le*  quantités  analogues  pour  l'état  M',  Alors  on  trouve  la  relation 

+  ar*    -[''("'t    I,  tX"")        àlu«/n 
./  (     L   ''•'^  ày  •  M     \ 

\_    lix  ay  d;      J  i 


/"(H'x.+  i'ï.+  .vz.)di-/{Hx;  +  fY;+wz;)d»  =  o. 


mule  flui  peut  f 
iMdéré.  les  vîtes 


iflerminer, 

pou 

ir  un  poinl  quelcouqi 

ic  P  de  l'espace 

,.«„"fcn^»i 

on  des  quantités  qui 

se  rapportent  1 

eiclut  di 

1  champ  d'intégration  nm 

[  sphère  infini- 

de  P  .-l 

l'on 

prend  pour  M"  le  mouven>ent  bien 

m   fluide 

illii 

nité,  si   l'on   impose 

«'  =  cw 

.  '  =  n-'  =  1  1  U  <ur(afe  de  la  i>phère. 
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Le  résultat  s'exprime  par  la  formule 

Ici,  u  représente  la  vitesse  u  en  P;  des  formules  analogues  donnent  v  ciw  . 
Dans  ces  expressions  jr,  y^  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  Q  de  9  par 
rapport  à  P  et  /*  indique  la  distance  PQ. 

Ce  résultat  permet  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Un  liquide  remplit  la  partie  de  Tespace  située  du  côté  positif  du  plan  YOZ, 
ce  plan  coïncidant  avec  une  paroi  fixe  le  long  de  laquelle  le  fluide  ne  peut  pas 
glisser.  De  quelle  manière  un  mouvement  stationnairc  scra-t-il  réfléchi  parce 
plan? 

Pour  y  parvenir,  l'auteur  cherche  d'abord  la  relation  entre  deux  états  de  mou- 
vement (tip  ^p(^i»/'i)»  (  c/}!  ^3'  ^"^1^  Pi)  ^c  c^  demi-espace,  où  l'on  a  dans 
tous  les  points  du  plan  YOZ  les  relations  w,  ~  w,,  v^-^  v^=  o,  iv, -i-  iVj=  o.  Il 
trouve 

du.        x^  dp.  du.        X'  ôp. 

u^—      U.—  2X  -,     -\ :    »         tv,  =  —  jv,  —  .<-c  -—'  H ;  ' i 

Ox         ^    dx  •  dz         ^    dz 

du.       x-  dp.  dp,       ,     du. 

'  dy        ^    dy  ^'  '  '  dx  dx 

Ensuite  il  en  déduit  en  quelques  lignes  la  solution  du  problème  posé. 

Enfin,  l'auteur  s'occupe  du  cas  où  un  corps  solide  se  trouve  à  l'intérieur  de 
la  surface  9,  ce  corps  étant  en  repos  ou  bien  animé  d'un  mouvement  donné 
compatible  avec  un  état  stationnairc  du  fluide. 

Gegenbauer  (L*)-  —  Deux  lliéorèines  généraux  sur  des  chaînes 
de  Slurm.  (i85-i()3). 

Si  la  fonction  entière /„(jr)  salisfail  à  Téquation 

et  si  sa  dérivée  satisfait  à  une  équation  analogue 

les  fonctions 

forment  une  série  de  fonctions  de  Sturm  à  certains  facteurs  numériques  près. 
Avec  la  même  restriction,  une  seconde  série  de  fonctions  de  Sturm  est  formée 
par 

/h(J?).      /^xi'^)y       /«-2(^)'       fn.A^) 

pourvu  que  les  racines  d'une  certaine  équation  quadratique  se  trouvent  en 
dehors  de  l'intervalle  qui  comprend  les  racines  de  /^{x)  =  o. 

Ces  deux  théorèmes  généraux  contiennent  comme  cas  particuliers  les  résultats 
de  M.  J.  de  Vrics.  L'auteur  en  donne  plusieurs  applications.  Si  1>^/  désigne 
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la  dérivée  V*'^*  de/  par  rapport  à  Xj  ces  applications  ont  trait  aux  cas 

e^'D^Ce-*'),         — r— ^^ r DiCe-'^*"^*) 

•^^         ''         II(X)Il(m-hX)x-     -^^  ' 

et  aux  coeflicients  C^(J7)  du  développement  de  (i  — aaa:  H- a*)-*  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  a. 

De  Vries  {J-)-  —  Dcmonslralion  géomélrique  de  quelques  ihéo- 
rcmes  arilliinétiques.  (218-224  el  284-289). 

En  évaluant  de  différentes  manières  le  nombre  des  points  dont  les  coordonnét^ 
rectangulaires  s'expriment  par  des  nombres  entiers,  et  qui  sont  situés  à  l'inté- 
rieur d'un  contour  plan  fermé  ou  dans  une  figure  à  trois  dimensions  limitée 
par  des  surfaces,  l'auteur  arrive  à  plusieurs  relations  entre  des  fonctions  nu- 
mériques. Ainsi,  il  trouve,  à  l'aide  d'une  ligure  plane, 

.f  =.tn  .1  =  m 

où  E(a)  représente  le  plus  grand  entier  compris  en  a  et  où  t)/(j:)   indique 
le  nombre  des  diviseurs  de  J7,  et 

X  =  m  X-  —  m 


2:-Kr)=:iK^)K^-> 


X  =1  X=il 


Dans  une  seconde  Communication,  l'auteur  revient  sur  le  même  sujet.  Ainsi 
il  trouve  encore  des  valeurs  pour  ^(  2/1  —  i),  <}/(2/i),  ^*(2/i  —  i),  M^'(  a/i),  .. ,, 
où  M*(tf  )  représenlc  la  somme  des  diviseurs  de  a.  Il  termine  son  ctudc  par  b 
déduction  d«;  lu  relalion 


jr  :—  />   —  1      3  —  !•—  1 


V       21    i:(^:)=:;(;,-.r(/>-3) 


.1  =2  c    -  t 


Sicrfsema  (L.-/J,).  —  Les  cocfficienis  de  lempéraliire  de  baro- 
mrlrcs  an^Toïdcs  de  Naiidel.  (233-24  1). 

Lorentz  [II. -A.).   —  Sur  l'entropie  d'une  masse  gazeuse.  (2J>- 

2()l). 

La  fonclion  II,  iiitroduilc  par  M.  Holt/mann  dans  la  lliéorie  cinétique  d»-$ 
gaz,  a  la  jnopriélé  de  tondre  vers  un  minimum  en  verlu  des  cbocs  enire  les 
molécules.  Il  est  donc  naturel  d'admeUre  que  II  multiplié  par  un  roeffiricnl 
constant  représenlc  l'entropie.  C'est  ce  que  l'on  vérifie  aisément  dans  le  ea> 
d'un  état  stationnaire  en  comparant  la  valeur  de  H  avec  celle  de  l'enlropie. 
Pour  élucider  celle  queslion,  M.  Lorcnlz  considère  un  gaz  qui,  tout  en  chan- 
geant délai,  s'éloigne  à  chaque  inslant,  infiniment  peu,  d'un  état  stationnaire. 
En  calculant  d'une  manière  directe  la  valeur  de  d\\.  correspondant    <iu    lcn)p> 
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di^  ii  trouve  2  A'  d\\  — —  3  rfQ,  —  d^  étant  la  quantité  de  chaleur  communi- 
quée au  gaz  et  k  représentant  l'énergie  critique  moyenne  d'une  molécule.  Or. 
celte  dernière  étant  égale  au  produit  de  la  température  absolue  pur  un  facteur 

a 
constant  ji,  il  s'ensuit  que  l'entropie  est  représentée  par  —  5  ixll. 

Schoute  (P.-H,),  —  Sur  la  position  des  foyers  ordinaires  d'une 
cubique  plane  circulaire  de  genre  premier.  (261-269). 

Démonstration  géométrique  de  douze  théorèmes,  en  partie  connus,  en  partie 
nouveaux,  sur  les  cubiques  circulaires  et  les  quartiques  bicirculaires,  dont 
voici  les  principaux  : 

1.  Les  seize  foyers  ordinaires  se  trouvent  quatre  à  quatre  sur  quatre  cercles 
coorthogonaux  dont  les  centres  forment  les  sommets  d'uu  quadrangle  ortho- 
centrique. 

2.  Il  y  a  deux  espèces  de  cubiques  circulaires  C  et  de  quadriques  bicircu- 
laires C*.  Les  courbes  de  première  espèce  se  composent  de  deux  branches 
(ovale  et  serpentine  pour  les  C^,  deux  ovales  pour  lesC*);  leurs  quatre  foyers 
réels  sont  concj'cliques.  Les  courbes  de  seconde  espèce  n'admettent  qu'une 
branche  unique  (serpentine  pour  les  C^,  ovale  pour  les  C*);  cliacun  de  leurs 
foyers  réels  se  trouve  sur  un  des  trois  cercles  d'Apollonius  du  triangle  dont 
les  trois  autres  foyers  réels  sont  les  sommets. 

3.  Les  courbes  C  au  même  quadrangle  orihocentrique  forment  un  faisceau. 

4.  Les  courbes  C*  au  même  quadrangle  orthoccntrique  et  qui  passent  par  un 
point  donné  forment  un  faisceau.  Toutes  les  courbes  0^  au  même  quadrangle 
orthoccntrique  forment  donc  un  réseau. 

L'énoncé  du  dernier  théorème  contenait  une  erreur;  ici,  il  a  été  corrigé  d'après 
un  Mémoire  ultérieur  {Archives  du  musée  Teylei\  2"  série,  t.  V)  du  même 
auteur. 

De  Vrics  (./.)•  —  I-<es  accélérations  d'un  système  plan,  [i^x-'i^'i). 

Si  O,  fa),  -j-  représentent  le  centre  instantané  des  accélérations,  la  vitesse 

angulaire  et  l'accélération  angulaire,  et  que  l'on  détermine  les  points  A,  B  de 
manière  que  les  droites  OA  et  OB  soient  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  et 

«|ue  les  quotients  ~  et  — -  :  fa>'  soient  égaux,  l'accélération  d'un  point  quel- 
conque P  est  la  résultante  des  accélérations  w'PA  et  -7- PB,  dont  la  première 

dt 

est  dirigée  suivant  PA  et  la  seconde  suivant  la  perpendiculaire  en  P  sur  PB. 
Donc,  O  est  point  double  des  deux  systèmes  plans  semblables  parcourus  par  A 
et  B.  Le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  est  le  lieu  des  points  dont 
Taccélération  est  dirigée  vers  A.  Si  M  cl  N  représentent  les  points  correspon- 
dant au  centre  instantané  de  rotation  L,  à  mesure  que  L  est  point  A  ou 
point  B,  les  cercles  décrits  sur  LM  et  LN  comme  diamètres  sont  les  cercles 
connus  de  Brisse. 
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Gegenbauer  (A.).  —  Sur  le  résaltant  des  DumérMesn  dede«s^ 
réduites  consécutives  d*une  certaioe  fracUon  eontiowégoHè^^- 

(289-292). 

Le  délerminant  de  la  forme  qaadnliqse 

P 


4-a|X^+...-t-aM)>X(»)ite 


des  n  quanliiés  a,  est  le  réctproqse  ds  rétaltaat 

des  rangs  n  —  i  el  n  de  la  fracUoa  eontinoe  qai  doaae  le  <éntt|lpB«wi  A 


où  X('*)  ^^^  algébrique  et  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
les  limites  a  et  p. 

Van  de  Sande  Dakhuyzen  (H.-G*).  —  Compte  rendu  de  la  thèse 
de  M.  S.  Khîger  S.  J.  înlilulée  :  Formes  ellipsoïdales  d^ équi- 
libre d'une  masse  fluide  homogène  en  rotation.  (3i6-32i). 

Van  der  Waals  (J.-D.).  —  Sur  la  question  si  Tétat  moléculaire 
de  la  substance  solvante  exerce  de  Tinduence  sur  le  montant  de 
l'abaissement  de  la  pression  de  la  vapeur  causé  par  les  sels  ré- 
solus. (342-35o). 

La  théorie  développée  à  mainte  reprise  par  Tauteur  se  base  sur  Texartitude 
(les  principes  de  réquiiibre  indiqués  pur  M.  Gibbs,  notamment  sur  le  tbé<»rènie. 
sans  doute  ri};oiiroii\,  qu'une  quantité  de  substance  i  une  température  donnée 
se  place  <iaiis  un  espace  donné  de  manière  que  l'énergie  libre  soit  minimum. 
Puis,  pour  lrou\er  rénergie  libre  des  mélanges,  elle  accepte  le  paradoxe  de 
(iibbs  on  admettant  qu'on  trouve  l'entropie  d*ua  mélange  de  matières  gazeuses 
rarélîécs,  contenu  dans  un  espace,  en  prenant  la  somme  des  entropies  qui 
correspondent  aux  divers  cas  de  ce  même  espace  contenant  chacune 
de  CCS  substances  l'une  après  l'autre,  .\ussi  ce  principe  est  au-dessus  de 
tout  doute,  la  correspondance  entre  la  théorie  et  les  expériences  olTranl  un 
support  inébranlable  pour  les  résultats  des  spéculations.  La  variation  de  la 
pressitm  do  la  \tipeur  à  un  degré  extrême  de  raréfaction  est  donnée  par  la 
formule  {\  —  jt)  iip'-  piix —  o^  où  x  représente  le  pourcentage  du  nombre  de» 
molécules  de  la  >ub<taiice  dissoute  par  rapport  au  nombre  total  des  molécules, 
p«>urvu  que  la  iiiatit're  stdvante  et  la  matière  dissoute  consistent  en  molécules 
in\ariablc<.  Ho  plu<.  si  la  matière  dissoute  admet  une  décomposition  en  ions, 
tandis  que  la  matière  suivante  ;;ar«lc  l'invariabilité  de  ses  molécules,  00  troave 
que  rabaissement  peut  atteindre  à  la  limite  la  valeur  double.  L'auteur  se 
dnnando  ici  si  la  >upposition  de  la  variabilité  des  molécules  de  la  matière 
>ol\.)iiti-  peut  mener  a  un  faitour  limite  dilTérenl  de  deux.  11  étodie.  en  par- 
lu'iilicr.  le  cas  .{'un  iiièl.incc  «le  r  iindecub^s  de  U  matière  dissoute  sur  i  —  x 
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molécules  de  la  matière  solvante,  où  y  des  j;  molécules  se  sont  décomposées 
en  iy  ions,  tandis  que  22  des  \  —  x  molécules  se  sont  transformées  en  z  mo- 
lécules doubles.  A  ce  cas  correspond  Téquation  dirTérentielle 

I   dp  IX  X 


p  dx       IX  —  y        \  —  X  -\-  iz 

Y 
qui  ramène  au  facteur  deux  dans  le  cas  d*un  x  infiniment  petit,  quand  '—  —  1 

X 

d'après  la  formule  de  la  dissociation. 

Van  der  IVaals  (J.-D.),  —  Particularités  de  la  forme  de  la  courbe 
de  fusion.  (385-388). 

£)e  l  ries  (G.).  —  Les  équations  du  mouvement  des  cvclones. 
(401.408). 

L'auteur  cherche  à  démontrer  que  Ton  peut  arrivera  une  solution  en  faisant 
des  suppositions  simplifiantes.  D'après  ces  résultats,  ses  suppositions  fuites,  il 
n'est  plus  permis  de  choisir  la  vitesse.  Donc  la  supposition  nouvelle  du 
D'  Pockcis  { Météorologue he  Zeitung^  1893)  est  à  rejeter. 

Van  de  Sande  Bakhuyzen  (//.-C).  —  Charles  Mathieu  Schols. 
Nécrologie.  (4i5-4»8). 

ïVind(C.-fL),  —  Sur  Tinfluence  des  dimensions  de  la  source  de 
lumière  sur  les  phénomènes  de  diffraction  et  sur  la  diffraction 
des  rayons  X.  (448-455). 

Van  der  Waals  (J,-D,).  —  LVquilibre  d'une  substance  solide 
composée  en  présence  de  gaz  et  de  fluide.  (482-491). 

Si  l'on  érhaufTc  une  substance  solide  simple  se  trouvant  dans  un  espace  vide 
jusqu'à  la  température  de  fusion,  on  lrou\e  à  une  même  température  et  à  une 
môme  pression  les  trois  états  réunis.  En  chauiïant  encore,  l'état  solide  disparaît  ; 
en  refroidissant,  l'état  gazeux  fait  défaut.  Cette  température  unique  de 
réunion  des  trois  états  s'appelle  le  point  triple.  Dans  cette  Communication, 
Tauteur  s'occupe  de  la  question  si  un  corps  composé  admet  aussi  un  point 
triple.  Pour  démontrer  que,  même  dans  le  cas  d'une  substance  dont  les  deux 
composantes  se  retrouvent  dans  la  vapeur,  il  n'y  a  pas  toujours  un  point  triple, 
il  se  sert  des  propriétés  géométriques  de  la  surface  ^  {Archiv.  néerl., 
t.  XXIV). 


> 
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VERIIANDHLIN'GEX  uer   Koninklijke  âk.idriiib   van  Wbtbxschappbx 

Ainslordam.  Ecrslo  seclio.  In-V  (')• 

Toino  III;  1896. 

Kapteyn  (  IV,).  —  Sur  les  points  remarquables  d'un  triangC 

(11^3,  3i  p.). 

C.e   Mémoire  forme   un   Irait  d'union  enlrc  la  Géomélrie  vectorielle  et 
riéoiiiétric  du  triun;;ie.  Lu  des  sommcU  et  un  des  cAtés  adjacents  du  trian 
forniciil  l'origine  el  Taxe  réel  des  vecteurs.  Dans  cul  ordre  d'idées,  ao  poi 
est  déieriniiié  |>iir  la  valeur  correspondante  du  vecteur  compleie  et  les  équ 
lions  (les  lieux  présentent  la  parlirularilé  c]u*elli!S  ne  changent  pas  quand  c 
V    rempliiee  siniuitanément   la    variable   et   les  constantes   par  leurs  valcu 
conjuguées.  Comme  introduction,  l'auteur  applique  ce  système  de  coordonné^»' 
à  l'élude  de  la  droite,  du  cercle  el  des  coniques.  Ensuite  il  déduit  les  formula- 
de  transformation  {termettant  de  trouver  le  vecteur  complexe  d'un  point  <loni  * 
(lonl  on  connaît  les  coordonnées  homogènes  normales  cl  récipro<)uemeiii,  el  ff  • 
relation  entre  les  vecteurs  complexes  de  deux  points  inverses.  Après  celle  inlr*  ^ 
duciion,  il  calcule  les  vecteurs  complexes  des  points  remorquahics  el  s'«ic<  iif»« 
des  é(|ualions  des  droiles,  des  cercles  el  des  coniques  remarquable^  cnuméir'' 
dans  le  Premier  inventaire  de  ta  Géométrie  du  triangle  de  M.  E.  Vi^ari  «.' 
{Association  française.  Cimi grés  de  Toulouse,  i'^87).   La  comparaison  <lc  ce?» 
résultais   cuire  eux   conduit  à   des   résultais   nouveaux,  en   rapport  avec  ilc^ 
recherches  de  .M.  K.  Dellrami  |  Jiicerche  sutla  geometria  dette  forme  binaric 
vubicke  {Mcrn.  di  lioloi^na.    iS»Jij)l  et  de   AI.   V.  .Morley  [On  the  coi'ariant 
geometry  of  the  triant^le  (Quart.  Journ.  of  Math.^  >**îi')J'  Ainsi,  il  tronvr 
que  h'.'*  p«»inls  de  lîmc.ird  sont  h'^s  cj'iilrcs  iMidynaniiquc>  du   Iriplr  f«irnn-  |';ii 
le  point  di;  Lrnioinr  et  les  deux  crntre>  isud}  namiquc<«  du  triangle  1  Mnrlcy  ,i.  el< . 

Di^jcs  (I^, '//.),  —  Lu  llicoric  du  niyonncnicul  en  rapport  avec  le*» 
idées  (le  Kourier.  (  fi"  i,  :>.\  p.j. 

La  rccitcrclK!  de  r.iiitcura  trait  aux  sujets  auxquels  Kirclihotl,  rJau<«iu>,  i-lc. 
nul  a|)|dii|uc  l.i  seconde  loi  de  la  'l'iieorie  mécani<]ue  de  la  chaleur.  \  côté  du 
principe  de  re<|uilil)i-e  tli.'  la  température,  il  s'ot  servi  de  rhNpothé>e  particu- 
lière du  rayonnement  de  Kourier.  Aiii>i.  il  admet  que  chaque  tdéinrnl  de 
\ohimi'  d'un  «  orp>  eujet  d»"»  r*i>oii.s  m  toute  dirtrclion  el  i|ue  ci-»  rav-iU'», 
absorlu-'.  en  p.niie  p;ii-  les  CiMielirN  enve|o|>p:inte<,  arrivé?»  à  la  surliin;  unie-, 
oixioriii  à  jriir  |ia>«ai;i-  d.iiis  le  milieu  <'n\ ironiianl.  aux  lois  ordin.iirr*»  de  Li 
rélVaelion.  l'ourun  eoip^  (ernilné  par  un  plan  perpendiculaire  <i  um*  dimrri<*i,.ii 
et  d'une  étendue  <^>n'«id<'rable,  il  calcule  l'énergie  émisi?  pendant  l'iiniti-  tic 
lemp<.  |).ir  un  «iriiieiit  de  l.i  >urfiiee,  ru  (les  direction'*  limitées.  L  expressinii 
qu'il  trouve  ctHilient   deux  cou^lanles  qui  [)e  dépendent  pas  de  la  tempémlure 
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cl  tfe  ia  durée  dos  oscilialions;  Taulcur  les  appelle  les  coejficients  d'émission 
et  d'absorption  spécifiques  du  corps.  De  plus,  l'expression  contient  l'angle  du 
rayon  réfringé,  l'indice  de  réfraction  et  un  coefficient  qui  détermine  la  partie 
de  l'énergie  qui  est  réfléchie.  Quant  à  rinflucncc  du  milieu  environnant, 
l'expression  est  d'accord  avec  un  résultat  de  Clausius. 

Ensuite,  l'auteur  s'occupe  de  deux  substances  rayonnantes  et  absorbantes, 
situées  de  part  et  d'autre  d'un  plan.  L'égalité  des  quantités  d'énergie  émises 
fait  voir  que  le  quotient  des  deux  nouveaux  coefficients  ujuitiplté  par  le  carré 
de  la  vitesse  de  propagation  a  la  même  valeur  pour  les  deux  substances. 

Enfin,  Tauteur  étudie  un  corps  rayonnant  en  contact  avec  un  milieu  diathcr- 
mane  comme  l'éthcr.  Il  trouve  que  la  densité  de  l'énergie  rayonnante  dans 
Téther  ne  dépend  que  de  la  température  des  corps  et  que  deux  milieux  dialhcr- 
manes  en  équilibre  avec  le  même  corps  rayonnant  admettent  la  même  quan- 
tité d'énergie  en  des  cubes  dont  les  arêtes  sont  égales  aux  vitesses  de  propa- 
gation, etc. 

'Tiviers  (ff.-J,),  —  Recherches  sur  Torbile  de  la  comète  pério- 
dique de  Holmes  et  stir  les  perturbations  de  son  mouvement 
elliptique.  (n°  3,  162  p.). 

'^rt/i  Oi'ereemJr.  (/î/.).  —  Les  points  remarquables  du  polygone 
inscriptibie.  (n°  7,  27  p.,  i  pi.). 

L'auteur  donne  d'abord  les  définitions  suivantes  : 

* 

a.  Si  l'on  divise  les  sommets  d'un  polygone  V^„  à  n  sommets  en  deux  groupes, 
\.  cl  V,,,  chacun  de  ces  deux  groupes  est  dit  le  polygone  résiduel  de  l'autre. 

b.  Le  centre  de  gravité  des  sommets  d'un  polygone  figure  comme  centre  de 
çravité  de  ce  polygone. 

c.  La  droite  qui  passe  par  le  centre  O  du  cercle  circonscrit  et  par  le  centre 
«le  gravité  G  d'un  polygone  inscriptibie  V\,,  est  appelée  la  droite  d'Euler  de  ce 
polygone. 

d.  Imaginons  sur  la  droite  d'Euler  OG  du  polygone  inscriptibie  \  „  des  points 
A,  H,  C,  . . .  de  manière  que  l'on  ait,  en  faisant  attention  aux  signes, 

C)A  :  OB  :  OC  : . . .  :  OG  =  -  :  — —  :  — —  : ...  :  -  • 

n     n  —  in  —  2  1 

Alors  les  points  A,  B,  C,  . . .  s'appellent  les  n  points  remarquables  de  \\. 
lU  sont  désignés  par  le  symbole  F//',  où  m  se  rapporte  au  rang  dans  la  suite 
-V,  H,  C, ...,  G  et  où  n  a  trait  au  nombre  des  côtés  de  V„.  Ainsi,  1*',,  P],  Fij  repre- 
s^cnient  sucressiveinent  le  centre  de  gravité,  le  centre  du  cercle  d'Euler  et  l'or- 
thocentre  d'un  triangle. 

Cela  posé,  l'auteur  énonce,  par  exemple,  les  théorèmes  suivants  : 

1.  Les  {n  —  I)  points  remarquables  des  polygones  résiduels  <les  n  sommets 
du  polygone  insrriplible  V„  forment  les  sommets  de  (/i  —  i)  poIygon<.*s  inscrif»- 
tibk's  \'"  tous  homotliélit|ues  à  V„.  Le  point  F^*  est  centre  de  similitude  de 
V«  et  Vîî'.  Le  cercle  circonscrit  à  V'"  est  indi(|ué  par  O/J';  Fj"*"*  en  est  le 
rentre. 
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2.  La  droiie  P^pJ  qui  joint  le  point  P^  d'un  polygone  à  a  sommets  faisant 
partie  de  V^,  au  point  PJ^  du  polygone  résiduel  (a  -h  à  =  n)^  passe  parlepoiot 
pP+1-^  du  polygone  V^  et  s'y  partage  en  deux  segments  pjpj*^"*  et 
pp+q-i  pjj  qui  som  entre  elles  comme  b-hi  —  g  et  a-+-i  —  /?. 

Pour  démontrer  ces  théorèmes,  l'auteur  prouve  d'abord  quelques  propriétés 
du  centre  de  gravité.  Apres  les  avoir  démontrées  il  les  applique  successivement 
aux  cas  /i  =  4»  ^>  ^* 

Kluyver  {J,-C.).  —  Sur  une  surface  minima  à  connexion  double, 
(n"  9,  4^  P-î  2  pL). 

On  donne  deux  définitions  diiïérentes  des  surfaces  minima.  Quelquefois oa les 
désigne  comme  des  surfaces  qui  jouissent  de  la  propriété  qu'en  chacun  de  leurs 
points  la  somme  des  rayons  principaux  de  courbure  est  zéro;  quelquefois  on 
les  désigne  comme  des  surfaces  d'aire  minima  entre  des  courbes  limitantes 
données.  Pourtant  ces  définitions  ne  sont  pas  équivalentes.  Comme  on  sait, 
chaque  surface  d'aire  minima  possède  la  propriété  caractéristique  des  rayons 
principaux  de  courbure;  mais,  réciproquement,  chaque  surface  qui  jouit  delà 
propriété  des  rayons  principaux  de  courbure,  ne  présente  pas  encore  le 
caractère  d'un  minimum  analytique. 

L'auteur  s'occupe  du   problème  connu  de  la  surface  minima  entre  Icsdcui 
contours  de  deux  faces  opposées  d'un  parallélépipède  rectangulaire.  En  suivant 
la    méthode    de    la    représentation    conforme    de    Hiemann.   Weierslrass  ei 
M.  Schwarz  et  développée  récemment  par  M.  Darboux,  il  exprime  en  fonction 
de    deux    paramètres  indépendants  les  coordonnées  des  points   d'une  surface 
quelconque  satisfaisant  aux  conditions  des  contours  limitants  et  jouissant  de  \a 
propriété  caractéristique  des  rayons  principaux  de  courbure.  Ainsi,  il  trouve \e 
théorème  suivant  : 


«  Afin  (jue  la  surface  soit  possible,  il  faut  que  la  distance  des  plans  des  deu\ 
rcclanjîles  liinilants  ne  surpasse  pas  une  certaine  limite.  El  quand  celle  dislance 
est  au-dessous  de  cctlc  limile,  il  y  a  toujours  deux  solutions.  » 

.Mors  la  queslion  se  pose,  laquelle  des  deux  solutions  présente  le  caractère 
(l'un  uiininium  analyliqno.  Ce  point  délirai  se  décide  à  l'aide  du  raisonnement 
îic<»riiclri<jue  par  buiuel  .Moigno  et  M.  Liiidcluf  ont  distingué  Tune  de  l'autre  les 
deux  solutions  calcnoïdalcs  du  problème  analof;;ue  des  deux  cercles. 

Ensuite  l'autour  considère  un  cas  particulier  cl  les  déjîénérations  de  la  sur- 
face élndiée.  Le  cas  parlirulicr  se  présente  quand  les  rectangles  sont  des 
carrés;  j)()ur  ce  cas,  M.  Kiuvvcr  relnmlie  sur  des  résultats  de  M.  Srbwaiz. 
Sous  le  nom  de  degétiérations,  l'autour  comprend  les  surfaces  ([lie  l'on  obtient 
(juand  on  fait  croître  indélinimonl  la  longueur  des  rectangles  liiiiitanls  :  il  en 
tiécril  deux.  D'abord  il  suppose  (jue  du  parallélépipède  une  face  seulement 
s'éloigne  à  l'inliiii;  ensuite  il  fait  disparaître  de  cette  manière  deux  faces 
o[)posécs.  Les  deux  surfaces  correspondantes  ont  été  trouvées  par  M.  Scberk. 

Enfin,  Taulcur  éludio  les  surfaces  conjuguées  d'Ossian  Bonnet  que  Ion 
obtient  en  dororuianl  les  surfaces  minima  trouvées. 
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NIEUW  ARCUIEP  voor  Wiskunor,  seconde  série  (»). 

Tome  I;  iSgS. 

ZJierens  de  Ilaan  {D,).  —  Franciscus  Johannes  van  don  Berg. 
(i-io).  Biographie.  (i-5)  et  liste  des  travaux.  (6-10). 

J'an  den  Berg  (F.-J,).  —  Sur  des  systèmes  de  coordonnées  pour 
des  cercles  dans  le  plan  et  pour  des  sphères  de  l'espace,  (i  i-44)« 

Ce  M<^moire  met  un  Irait  d'union  entre  deux  travaux  de  M.G.Loria  {Aîem, 

di  Torino^  série  2,  t.  WXVI  et  Atti  di  TorinOy  t.  \X)  et  une  petite  étude  de 

M.  P.- II.  Schoute  (  Wiener  Sitzungsber,,  XCIV).  D'après  M.  Loria  une  sphère 

5 


quelconque  de  l'espace  est  représentée  par  l'équation^  ^^11?=  o,  où  les  ci 


nq 


équations  U,=  o  indiquent  cinq  sphères  fixes  indépendantes  données;  d'après 
M.  Schoute  un  cercle  quelconque  du  plan  est  représenté  par 

si  a\  —  ii^  b\  =  o^  c\=-  o  sont  les  équations  des  cercles  infiniment  petits  dont 
les  sommets  du  triangle  de  référence  sont  les  centres  et  si  U  =  0  indique  le 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

L'auteur  étudie  l'extension  du  système  de  M.  Schoute  à  l'espace  et  la  spé- 
cialisation du  système  de  M.  Loria  pour  le  plan.  En  particulier,  il  calcule  les 
ttoordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle  (X,  jx,  v)  et  de  la  sphère 
(x,  X,  jx,  v)  en  fonction  de  ces  paramètres. 

Van  den  Berg  [F.-J,),  —  Chapitres  algébriques  supplémentaires 
des  Ouvrages  sur  l'Analyse  élémentaire.  (4îî-'^4)- 

Compte  rendu  détaillé  du  livre  hollandais  publié  sous  ce  litre  par  M.  C.-L. 
Landré  :  1.  Progressions  arithmétiques  d'ordre  supérieur.  2.  Séries  diverses. 
3.  Convergence  et  divergence  des  séries  infinies.  \.  Fonctions  symétriques. 
5.  Élimination.  G.  Une  classe  d*é<|uutions  solubles  algébriquement.  7.  Division 
du  cercle.  8.  Impossibilité  de  la  résolution  algébrique  de  l'équation  générale 
de  degré  supérieur  à  quatre.  9.  Conclusion. 

Ekama  (II*)-   —   Lieux    géométriques   déduits  de   systèmes  de 
courbes,  (jj-f)^). 

Lieux  dos  points  sur  les  courbes  F (  j.  ^')  =  «,  où  ar  ou ^  est  maximum.  Lieu 
des  points  d'inflexion.  Cas  des  leinniscates  confocales.  Trajectoires  obliques. 

f^an  U  ettum  (77i.-Z^.).  —  Sur  le  quotient  de  deux  vecteurs  dans 
l'espace  et  sur  un  quaternion.  (68-^5). 


(  '  )  Voir  nulletin,  t.  \I\,,  p.  ?:>s. 
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L'auteur  a  pour  but  de  démontrer  i(ue  la  théorie  algébrique  qui  forme  la 
base  de  la  théorie  des  ({uaternions  est  artificielle,  sinon  fausse,  et  que  le  veneur 
dépend  de  quatre  variables  indépendantes  et  non  de  trois. 

Van  Ëlfrinkliof  {L.),  —  L'équation  Vp^p  =  o.  (76-87). 

L'étude  de  l'équation  V  <t>  =  o,  surtout  dans  des  cas  spéciaux,  fait  suite  à 
un  travail  antérieur  {Nieuw  Archief^  t.  \LX)  sur  réquation  90  =  y  et  a 
pour  but  d'en  achever  la  théorie.  Cas  général.  Racines  égales.  Cas  où  Tune  des 
fonctions  T  s'annule.  Méthode  de  M.  Laisant.  Fonctions  conjuguées. 

Van  Elfrinkliof  {L,).  —  Sur  des  matrices  qui  représentent  une 
rotation  et  sur  des  quaternions.  (88-100). 

L'auteur  livre  une  seconde  critique  sur  les  travaux  de  M.  van  Wetluni 
(Aïewtv  Archief,  t.  XVII,  XVIII,  XIX)  et  se  propose  de  démontrer  que  les 
matrices  du  troisième  ordre  étudiées  par  M.  van  Wettum  ne  sont  pas  en  con- 
tradiction avec  les  principes  de  Hamilton.  tlnsuilc,  il  fait  connaître  une  matrice 
du  quatrième  ordre  qui  est  parfaitement  d^accord  avec  les  verseurs  et  qui 
permet  de  démontrer  rapidement  tous  les  principes  du  Calcul  des  quaternions. 

Bes  {K,),  —  Solution  de  l'équation  différentielle  de  Jacobi.  (101- 

io5). 

L'auteur  transforme  l'équation  en  un  système  de  trois  équations  simultanées 
et  en  donne  d'abord  la  solution  et  ensuite  l'extension  à  un  système  de  n  équa- 
tions simultanées. 

De  Vf  l'es  (//.).  —  Sur  la  congruence  des  droites  dont  les  pro- 
jeclions  sur  le  plan  liorizonlal  cl  le  Iroisiènitî  plan  de  projertion 
coïncident.  (i()--is>6). 

Los  (Uoiles  en  question  sont  les  séranlos  <l(>ublc>s  d'une  cubique  uauclic  âé- 
j^cnérct;  «jui  se  compo><'  de  la  droite  x——y-=zvi  de  la  conique  d'inlerscclioii 
(lu  côiR'  orthojïonal  j- =  :r;;  el  du  plan  à  l'inlini;  elles  forment  donc  la  c«)n- 
^^luence  (o,  i)  de  toutes  les  droites  de  ce  dernier  pian  et  une  congrucnce 
(',  -). 

La  conslrurtion  des  doux  droites  de  la  conjjrucnce  a  été  donnée  par  M.  K. 
NVacIsrJi  { Monatslie/tt\  t.  III,  [>.  9?).  L:i,  l'auteur  donne  une  solution  plu^ 
simple.  De  plus,  il  étudie  la  surface  réglée  des  droites  de  la  con;;ruence  qui 
reucoriticiil  une  droite  donnée  et  indique  une  généralisation  du  proldènie  duo 
à  M.  l'icdlcr  (  Monatsiiefte.  t.  III,  p.  m).\  ). 

De  Vrirs  (//.).  —  Stir  les  sécantes  doubles  d'une  courbe  gauche 
(pil  passent  par  tin  point  iî\.c.  (i.>.--i36). 

Nouvelle  démonstration  analyti<|uc  de  la  formule  connue 

,         t 

//     :  -  m  n  (  m  —  \){  Il  —  \) 
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qui  se  rapporte  à  rinlcrsection  R*""  des  surfaces  F'"  et  F".  Démonstration  syn- 
thétique à  l'aide  de  la  courbe  R*"*  "-•)  qui  forme  avec  R"'"  l'interseclion  com- 
plète de  la  surface  F"  avec  le  cône  projetant  de  R""*.  Déduction  synthétique  de 
la  surface  F^^'-'ï^»^*)  qui  figure  dans  la  démonstration  analytique.  Dans  le  cas 
/i  =  a,  m  =  quelconque,  les  m(m  — i)  sécantes  doubles  se  trouvent  sur  un 
cône  d'ordre  m  —  i.  Étude  des  cas  spéciaux  m  —  /i  —  a  et  m  =  3.  n  -.  a. 

Godefroy  {A.'l\,).  —  Déduction  élémenlaire  des  équations  des 
surfaces  cubiques  réj^lées.  (i3j-i()9-). 

Les  surfaces  considérées  sont  les  lieux  géométriques  de  la  droite  qui  joint 

un  point  quelconque  (Xg,  y^^)  d'une  directrice  ^{Xj  y)=:  o^  située  dans  le  plan 

^  =  o,  avec  le  point  de  Taxe  des  z  indiqué  par  la  relation  z  =/(x„,  y^).  La 

directrice  est  :  i*  une  conique  qui  passe  par  l'origine;  a*  une  cubique  à  point 

double  à  l'origine.  La  fonction  f{Xy  y)  est  successivement  x^y,  x-±y,  mx, 

Cl  Y    b  jp 
ny,  mx-TznVj  a:'-'  x,  briy,  -->  — -y  ••••  En  particulier,  Tauleur  s'occupe 

"      X       y 

de  la  surface  cubique  réglée  de  (^ayley  et  de  ses  diverses  générations. 

Kempe  (A.).  —  La  division  de  Tanj^le  en  v/'-j- i  parties  égales. 
{  i63-i-  1 ,  1  |)i.). 

La  division  d'un  angle  se  fuit  à  Taide  d'une  série  de  courbes  auxiliaires  A, 
R,  C,  ....  La  courbe  A  est  uu  cercle  (M)  à  centre  M  qui  touche  un  des  côtés 
de  l'angle  au  sommet  O.  La  courbe  R  est  le  limaçon  que  Ton  obtient  en  pro- 
longeant les  rayons  vecteurs  OP  du  cercle  (  M  )  par  le  segment  constant  MP. 
En  général,  d'une  courbe  auxiliaire  on  passe  ii  la  suivante  en  prolongeant  les 
rayons  vecteurs  OP  par  les  segments  variables  .M P. 

Maniel  (  H  .).  --  Résidus  de  suites  récurrentes  après  division 
par  un  nombre  premier  />.  (i7';i-i8  j). 

Application  de  la  théorie  développée  par  M.  Scrret  {Cours  d'Algèbre  supé- 
rieure. Section  3,  Chapitre  III).  La  suite  o.  o.  o.  i,  ...  ù  échelle 

donne  un;»  période  de  8o  termes  pour  p  3  et  de  336  termes  pour  p  —  ",. 
Extension  du  théorème  de  Fermât  à  des  polynômes /(x)  d'ordre  n.  Démons- 
tration. Suites  récurrentes  à  échelle  réductible  par  rapport  au  module />.  Pro- 
priétés se  rapportant  aux  fractions  décimales  périodi(|ucs.  Solution  de  la 
question  {'\%)  de  V Intermédiaire. 

Knpteyn  (U  ,).  —  Sur  les  triangles  de  M.  Scliwarz.  (iS.Vv.ooK 

Déduction  élémentaire  des  relations  entre  les  côtés  et  les  angles,  trouvées 
par  M.  Poincaré  à  l'aide  de  la  Géométrie  non  euclidienne.  Transformation  d'un 
triangle  quelconque  en  un  autre  dont  le  centre  du  cercle  fondamental  est  un 
des  sommets.  Les  substitutions  elliptique,  parabolique,  hyperbolique.  Rapport 
avec  les  projections  stércopraphiqurs  de  triangles  sphériqucs.  \ulre  déduction 

//////.  des  Sciences  matheni.,  i'  série,  l.  Wll.  (Juin  i^(|S.)  \\.>< 
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(le  la  formule  fDiuluincnlalc.  Solution  de  cinq  problèmes  posés  par  M.  X.  Slouff 

{An/iafes  de  l'École  Normale,  1888). 

Je/{rl  (A.).  —  Nouvelle  démonstralion  du  ihéorème  de  Tavlor. 

(201-30;")). 

fiascli  (./.-H  .).  —  Application  de  la  ihéorie  des  prolMiliililés  au 
tirage  pour  le  recrutement  militaii'e.  (ao6-2io). 

liéfuialion  de  la  solution  d*un  problème  posé  et  résoU  par  J.-B.  f'ia|;n* 
(  Calcul  des  probabilités,  etc.,  \^  édition,  p.  35).  Au  lieu  du  résultai  j*  l'au- 
teur trouve  4. 

Krcdiet  (C).  —  Un  problème  de  Mécanique,  (ai  i-»i2). 
Krediet  (C.)»  —  Un  lliéorèine  de  lVïérîinic|nr  élémentairr.  ('^i.'U 

«1.1).  ' 

Kcmpc  (</.).  —  Un  division  d^in  an*|;;le  en  un  nombre  (|nelconc|ii<* 
de  parties  égales.  (:>- i5-a  i()). 

Nouvelle  série  de  courlies  auxiliaires  qui  eflfertue  la  division  en  s" —  1  partn** 
orales.  Kxteiision  de  la  division  à  un  nombre  quelconque  de  parties  à  l'Hidcdii 
tliéorèriic  de  Fermât. 

]'an  Thvn  (./.").  —  Sur  nn  problème  de  Jacobi.  (--«ij-a'iîlj  ». 

|)rmonslriition  «'Icmoutuirc  du  théorème  <le  Ponrelel  sur  les  polyf;i>n<'s  â  l.i 
fois  inscrits  à  une  mniquc  v\  rirroiivrrits  à  une  autrr,  pour  Ir  tas  tic  diMi\ 
riTrlr-i.  Dcun  ll»oi»n*iut's  sur  k'*^  pc»i>f;oncs  du  las  jiénôral.  Ik*nioii>triitioii  (i.mo 
le  iM*i  do  deux  i-llip-^r"». 

Tome  II;  i8i|«'i. 

A/tn'\'rr  (./.-('.).  l\nrt('\vt'i:  ^  iK-J.,  Srhoiitr  1  P.-ll.\.  —  l>«i\i«i 
lîion-ns  (h'  llaiiii.  i  i8:>'.- i  S()5  1,  iH*ri'oloj;ie.  <  1  i   p.k 

knitcwci:  yh.-J.'.  —  Uiï»l('  (K's  Iravaux  dt*  I).  l^ierriis  dr   lltuii. 
^i()  p.K 

Mnnrs  1 //.-/'.».  —  .lauiroa.m'  do   tonneaux   ii<'>erlandai>.  m-ii  '». 

I  pi.-. 

l"\p<»>0  1*1  lit  «lu*  li'Il  ■!•  ^  f"l  IMJlli'-  il'iUt  "Il  »C  •»«.l  l  d.lO^  l«.'  jiMiï«-U;:(.'.  M1'*lM|i  I  i<i|| 

P'Mir  I'  ^  |iuu«"'iir^ 
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ARCHIVES  NÉERLANDAISES  des  Sciences  exactes  et  naturelles,  publiées 
par  la  Société  hollandaise  des  Sciences  à  Harlem  et  rédigées  par  M.  J.  Dos- 

SCIIA   (*). 

Tome  XXVIH;  1895. 

Schreinemakers  {F. -A  .-II.).  —  Déductions  graphiques  tirées  des 
isothermes  de  dissolution  d\in  sel  double  et  de  ses  constituants. 

(1-27). 

Schreinemakers  {F, -A. -IL),  —  Sur  la  courbe  de  transformation 
de  deux  sels  doubles.  (28-49)' 

Bakliuis  Boozeboom  {IL-TV,),  —  Étude  d'ensemble  sur  les  états 
d^équilibre  des  solutions  de  deux  ou  trois  corps  avec  des  phases 
solides,  etc.  (78-120). 

Vander  JJ'aals  (J.-D.),  —  Théorie  thermodynamique  delà  ca- 
pillarité dans  rhjpothèse  d'une  variation  continue  de  densité. 
(121-209)  C-^). 

Julius  {V,-A.).  —  Sur  les  fonctions  de  Bessel  de  deuxième 
espèce.  (221-225). 

L'auteur,  ayanl  besoin  de  connaître  la  valeur  vers  laquelle  convergent  les 
fonctions  de  Bessel  de  deuxième  espèce,  s'est  servi  d'une  formule,  donnée  en 
1868  par  E.  Lommel  dans  ses  Studien  uber  die  Bessel'schen  Functionen.  Cette 
formule  est  fautive.  Déduction  d'une  expression  exacte  qui  s'accorde  d'ailleurs 
avec  la  seconde  formule  de  Lommel  {Math,  Annalen,  t.  IV,  p.  io3;  1871). 

Julius  (V.'A,).  —  Sur  les  ondes  lumineuses  sphériques  et  cylin- 
driques. (226-244)- 

La  modification  de  phase  qui  accompagne  le  passage  d'une  onde  sphériquc 
par  un  foyer,  ou  bien  le  passage  d'une  ligne  focale  par  une  onde  cylindrique, 
est  expliquée  à  l'aide  de  la  théorie  de  l'élasticité. 

Tome  XXIX;  189G. 

Bakhuis  Roozeboom  {/f,-  IF.),  —  Représentation  graphique  des 
systèmes  hétérogènes  formés  de  un  à  quatre  corps,  etc.  (69-80). 


(  •)  Voir  Bulletin,  XI\.,  p.  -.îoc. 
(2)  Voir  Dulletiiiy  \\\,,  p.  JvVS. 
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Mecvhurg  [J.-ll,).  —  Sur  la  polarisation  éleclroljtique.  (162- 

Bosscha  (./.).  —  Chrislian  Huygens.  (352-4 12). 

Discours  prononcé  dans  FAuIa  de  l'Université  d*Amsterdam,  le  8  juillet  1895. 
à  l'occasion  du  deuxième  centenaire  de  la  mort  de  Huygens. 

Tome  XXX;  1897. 

Kamerlingh  Onnes  (I/.u  —  Théorie  générale  de  Fëtat  fluide. 
(ioi-i36). 

Extrait  d'un  Mémoire  antérieur  (  '  ). 

Van  der  IVaa/s  (./.-/>.).  —  L'inlerprëtalion  cinétique  du  poten- 
tiel ihermodynaniique.  (i3--i53)  (^). 

Van  der  fVaals  (J,-fh),  —  Sur  les  caractères  qui  décident  de 
Tallure  de  la  courbe  de  plissement  dans  le  cas  d'un  mélange  de 
deux  substances.  (2GG-27J)  (^). 

]'an  dar  Uaals  (J.-/).).  —  Sur  les  conditions  criliqties,  ou  de 
plissement,  d'un  mélange.  (278-290)  (M. 


IIANDtLINCiEN  van  lict  Nederlandsch  Natuur-en  Genceskundig  Congres  r^  1. 

3' Congrès,  1891:  Utreclil. 

horfr^vra  (/).-,/.).  —  (Questions  en  rapport  avec  la  création  de  la 

Sous-Section.  (1  10-1  is>. ). 

Sc/inn/e  (/\'f/.).    -  Les  corps  réguliers  dans  l'espace  polvdinien- 
sional.  (  1  1  y. -1  18  ). 


(  ')  Voir  liiilletin,  \I\,,  p.    '.">i. 
(-')    \'oir  plus  haut.  p.  f)\ . 
(  ^  )   J'oir  plus  haut,  p.  (»'. 

(  '  )     Voir   plus   llHUU    p.    (jn. 

(•')   Momoires  <iu   Onnprès  néerlandais  de   IMiysique  el  rie  Médecine.  l>rs  li^'ji 
1' V^^ocialioM  rt)u»pr«Mi(i  une  Snu'^-Scrtion  de  Mathémaliqurs. 
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Déduction  des  polystéres  réguliers  de  l'espace  à  quatre  diraensious  à  l'aide 
des  angles  dièdres  des  corps  réguliers  de  l'espace  ordinaire.  Déduction  des 
angles  dièdres  de  ces  polystéres  réguliers  indiqués  dans  le  Tableau  suivant  : 


5. 

8. 

IG. 

24. 

120. 

GOO. 

75»3i'2i"' 

go* 

lîO* 

120* 

i44'»o'i2'' 

i64<»28'39' 

Les  trois  figures  régulières  des  espaces  de  cinq  et  de  plus  de  cinq  dimensions 
jet  la  déduction  des  trois  figures  de  l'espace  E^^,  de  celles  de  l'espace  E^. 
Extension  de  la  loi  d'Euler  dans  la  forme  t^ — 'j-H^j — t^-i-. .  .=  i--  { — i)**. 
Détermination  du  caractère  des  polystéres  de  E4  à  l'aide  de  leurs  projections, 
d'après  la  méthode  de  M.  V.  Schlegel.  Les  modèles  de  Brill  de  Darmstadt. 
Littérature. 

Cardinaal  (./.).  —  La  construction  d'une  cubique  plane  et  du 
cjiindroïde  de  Cajlev.  (1  18-120). 

L*auteur  rappelle  la  génération  d'une  cubique  plane  comme  lieu  du  point 
d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  projectifs,  un  faisceau 
de  rayons  du  premier  ordre  et  un  faisceau  de  rayons  du  second  ordre,  ou 
bien  un  faisceau  de  rayons  du  premier  ordre  et  un  faisceau  de  coniques. 
En  considérant  la  cubique  engendrée  par  l'intersection  du  plan  de  la  figure 
et  d^une  surface  cubique  réglée,  il  développe  deux  générations  de  cette  surface. 
Il  applique  la  première  à  la  construction  du  cylindroTde  de  Cayley  et  indique 
l'importance  de  cette  surface  par  rapport  à  des  sujets  de  Mécanique  (Théorie 
de  Bail). 

Kapleyn  (K.).  —  Déduction  simple  de   fonctions  doublement 
périodiques.  (120-126). 

Les  fonctions  doublement  périodiques  ont  été  trouvées  par  A  bel  et  Jacobi 

/*"                           du 
en  étudiant  Tin  version  de  l'intégrale  /        .-     -    -— -  ■=.  z, 

Jq     v^  G^  (w—  a)  ("  —  f»)  (w  —  T)  ("  —  S) 
L*auteur  les  déduit  par  l'intégration  directe  de  l'équation  différentielle  cor- 
respondante 


( 


du    2 


Il  cherche  à  satisfaire  ù  l'équation 


'  fin  ^  - 

à  Taide  de  la  substitution 

Il  =  ■ 1 -• i-. . .  —  >    -  -    r.  _  _;  .  -    -^   .  _u  iv  (  -  ^. 

5—^1        5  —  «2  ^  z  — 11^       z  —  a^         ' 

Équations  entre  les  inconnues  et  les  cinq  coefficients  C-.  Simplification  de  la 
solution  de  ces  équations. 
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Eschev  {n.-J.),  —  Remarques  sur  la  Communicalion  précédenle. 

(l2()-I2S). 

L'auteur  donne  une  autre  déduction  en  rapport  avec  la  manière  dont 
Halphen  introduit  dans  son  Traité  des  fonctions  elliptiques  la  fonction  p  de 
Weierstrass.  II  est  d'avis  que  cette  introduction,  très  belle  d'ailleurs,  possède 
une  lacune,  en  ce  que  Halphen  déduit  des  fonctions  elliptiques  la  périodicité 
double  de  la  fonction  p.  l\  donne  une  nouvelle  déduction  de  cette  périodicité, 
indépendante  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  basée  sur  le  théorème 
suivant  : 

«  Afin  qu'une  fonction  soit  dcUnie  univoquemcnt  à  Taide  d'une  équation 
diiïércnticlle  du  premier  degré,  il  faut  que  Ton  connaisse  la  valeur  initiale  de 
la  variable  /  et  celle  de  la  fonction  u.  Dans  le  cas  d'une  équation  différentielle 
du  second  ordre,  il  faut  de  plus  que  l'on  choisisse  entre  les  deux  valeurs  cor- 
respondantes de  la  dérivée.  » 

De    Vries  (./.).   —   Configurations  comhinaloires  dans   le  plan. 

(ia8-i3o). 

L'auteur  continue  ces  études  des  Math,  Annalen  (t.  XXXIV,  p.  227  et 
t.  XXW,  p.  '|Oi)  en  s'occupant  des  configurations  T^  représentées  par  le  sym- 
bole Cf  M      )      M  îi  )    r  ^ctle  configuration  T^  est  déterminée  univoquemcnt 

par  deux  polygones  à  w  —  2  sommets  en  perspective.  Ainsi,  une  T^  est  engen- 
drée de  six  manières  diflTérentes  à  l'aide  de  deux  pentagones  inscrits  Tun  à 
l'autre.  Dans  chaque  T^^^,  il  se  présente  des  configurations  plus  simples  com- 
posées d'un  cycle  de  polygones  à  An  -h  i  eûtes,  de  manière  que  chacun  de  ces 
polygones  est  inscrit  dans  le  précédent  et  circonscrit  au  suivant.  1>éduction  de 
ronliguralions  plus  simples  par  l'omission  de  points  et  de  droites. 

yaiiden  Bcrs^  (F.-J,).  --  Sur  des  courbes  planes  aulopolaires. 

(i3o-i3f). 

l'Undo  sur  les  courbes  qui  peuvent  coïncider  avec  leurs  courbes  polaires  rôci- 
pn)(|ues  par  rapport  à  une  conique  à  clioisir  à  volonté.  Le  rapport  étant  pro- 
jeolir,  l'auleur  cherclie  d'abord  les  courbes  qui  jouissent  de  la  propriété  indi- 
qua»* par  rapport  à  un  cercle;  plus  lard,  il  généralise  les  résultats  obtenus  à 
l'aide  de  la  |)rojccli()n  cenlrale.  Première  mélhoile  :  on  chcrcbe  à  déleriiiiner 
les  cocflicicnls  «l'uni*  cipialion  gcncralo.  par  exemple. 

j>""  —  A  j:  "  -i-  B  X  "   '  -i- ...-,-  K  X  -t-  L, 

lie  manière  <|ue  celle  courbe  coïncide  avec   sa   courbe  polaire  réciproque  par 
rapport  à  j:--h  )--«-.  Hèsullal  :  la  parabole  semi-cubi(|ue  et  ses  projcclioii'i 
centrales.  Klude  du  cas  des  coniques.  Relation  avec  les  coniques  harmoniquc- 
ment  conjuguées  de  Slciner.  Deuxième  méthode  en  rapport  avec  les  équations 
a?  =/(a  )  sina  -+-/'(  a  )  cosa,  >*  ^-^  — /(a)  eosa  ^-/'(3t  )  siua.  Applications. 

Klityver  (J.-(\).   —    Vpplkcaùou  de  riiomograpliie  à  la  Méca- 
nique. (i35). 
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Sachant  comment  sept  systèmes  de  forces  font  mouvoir  un  corps  inva- 
riable libre,  on  peut  trouver  par  une  construction  géométrique  comment  ce 
corps  se  mouvra  sous  l'influence  d'un  autre  système  de  forces  quelconque 
donné.  Application  des  dynames  de  M.  R.-S.  Bail. 

Schoiiten  (G.).  —   La  méthode  gi^aphiqiie  dans  la  Mécanique. 

(i3()-i:i8). 

A  mainte  reprise  Fauteur  s*est  servi  d'une  méthode  bien  simple  pour  analyser 
plusieurs  problèmes  de  Mécanique.  En  voici  Tidéc  fondamentale.  Si  y  est  fonction 
de  J7  et  que  cette  fonction  se  divise  dans  les  deux  parties/,  (j?)  cX  f^{x)^  de 
manière  que  Ton  ait  y  =  f^{x)rzf^{x)  et  si  l'on  construit  les  courbes 
y  —  f^(x)  et  y  =z^f^{x)  par  rapport  aux  mêmes  axes  de  coordonnées,  les 
points  d'intersection  de  ces  courbes  font  connaître  les  valeurs  de  x  qui  cor- 
respondent à  ^  =  o.  Première  application  :  vitesse  radiaire  dans  le  mouvement 

central.  La  fonction  en  ;r  =  -^(r  =  distance  au  centre)  se  compose  de  deux 

parties  dont  la  première  correspond  à  la  courbe  potentielle,  tandis  que  la 
seconde  est  une  droite;  les  points  d'intersection  correspondent  aux  apocentres 
et  aux  péricentres  de  la  trajectoire.  Seconde  application  :  le  roulement  exact 
d'un  corps  de  révolution. 

J/olenbroek  (P.).  —  La  représentation  géométrique  des  points 
imaginaires  de  Tespace.  (i38-i4o). 

L*aulcur  représente  un  point  imaginaire  («r, -+- «Xj,  >'i-}- 1^3,  ;;,-{- t^j)  par 
le  lieu  des  points  réels  à  distance  zéro  de  ce  point.  Ce  lieu  est  un  cercle  de 

centre  P,(ar|,  ^^j,  5,),  de  rayon  v'xl-i-yr^-^  z\f  situé  dans  le  plan  par 
(  j:„^p  z^)  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  l'origine  au  point  ^2(^^X2^  -s)* 
Distinction  entre  les  deux  points  imaginaires  conjugués  ù  l'aide  de  cycles 
(cercles  parcourus  dans  l'un  ou  l'autre  sens). 

Ces  idées  de  l'auteur,  développées  dans  les  Nouv.  Annales^  oct.  1H91,  ne  sont 
pas  nouvelles.  Elles  se  sont  présentées  en  1872  à  Laguerre.  Toutefois  la  dé- 
duction en  est  nouvelle. 

Grinivis  (C.'/J.'C).  —  La  décomposition  des  nombres  en  une 
somme  de  carrés.  (i/Jo-i  41). 

Es({uisse  historique.  Diophante,  le  géant  de  l'antiquité.  Les  deux  théorèmes 
de  Fermât  en  rapport  à  la  dcromposilion  en  deux  carrés.  Extension  et  dé- 
monstration de  ces  Lhéorènics  par  Euler  et  Lagrange.  La  Théorie  des  nombres 
de  Legendre  et  les  Disquisitiones  arithmeticce  de  Gauss.  Décum position  en 
i,  3  et  4  carrés.  La  remarque  do  Eisenslein  par  rapport  à  la  décomposition  en 
H  carrés.  Les  Fundamentn  noi'a  de  Jacobi.  H.-J.-St.  Smilh  et  sa  solution 
complète  de  la  décomposition  en  5  et  en  7  carres.  Hésumé  des  résultats 
obtenus. 

Kovtewcg  (/>.-./.).    —   Sur  les  particularités  de   premier  ordre 
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(l^excepllon   qui  se  présentent  à  rap|)arition  et  à  la  disparition 
(l'un  pli.  (i/\^'i4[))' 

Quand  le  plan  tangent  double  d'une  surface  roule  sur  elle,  les  deux  points 
de  contact  (connodes)  A|  et  A,  se  meuvent  sur  la  ligne  connodale.  Sî  le  plan 
à  l'infini  n*a  pas  de  position  particulière  par  rapport  à  la  surface,  ce  roulemeoi 
mène  à  Tua  des  trois  cas  suivants  : 

i"  Les  deux  connodes  coïncident  pour  devenir  imaginaires  (point  de  plisse- 
ment). Si  ce  cas  se  présente  en  roulant  d'un  côté  il  se  présente  aussi  en  rou- 
lant de  l'autre  côté.  Les  points  de  contact  limitent  un  pli  fermé» 

2<*  Les  deux  connodes  reviennent  dans  leurs  positions  principales  :  pli  annu- 
laire double. 

3<*  Les  deux  connodes  A,  et  A;  changent  de  place  :  pli  annulaire  simple. 

Os  trois  espèces  de  plis  ont  le  même  degré  de  généralité. 

Le  but  de  cette  Communication  est  d'examiner  la  variation,  l'apparîtioD  et 
la  disparition  des  plis  sur  une  surface  dont  l'équation  se  change  d^une  manière 
continue.  Il  se  borne  aux  particularités  qui  s'expriment  par  une  seule  relation 
entre  les  coofltcients  de  l'équation.  Les  deux  espèces  de  points  de  plissement 
{\o'\v  Bulletin,  XIX,,  p.  2Jo),  etc.  Idées  générales  sur  les  particularités  réelles 
d'une  surface,  etc. 

•î"  (Congrès,  1893;  Groninj^ue. 

(îirinwis  (C-//.-C.).  —  Jean  Bernoulli,  professeur  ;i  Groiiingue 
de  i6()5  H  i^oT).  (148-149). 

Kuplcyn  (  \\  .).    —  Deux  ihrorèriK^s  de   M.  Poincar»'*.  (  i  î(j-i5î  1. 

Si  \\a\  Iransfornic  un  point  z  du  plan  complexe  en  un  point  t  ù  l'aide  delà 
suh>tilulion  t  {c  z  -i-  d  )  a  z  -  0.  condition  ad  —  bc  1,  dh  trouve  que  Ie> 
expressions 

jouissent  de  la  f»rr>priété  d'èlrc  invariantes.  Démonstration  de  ces  théor«''nie> 
énoncés  par  M.  Poiin  are  {Artrt  math.,  t.  I).  Calcul  de  S  dans  le  cas  d'un  po- 
lyjione  à  côlés  circulaires,  rectangulaires  à  un  cercle  de  rayon  1  ;  on  trouve 
que  S  ne  dépend  (|ue  du  nombre  des  côlés  et  de  la  somme  des  angles  poK- 
gonaux. 

KUiyK'cr  (./.-<'.).  —  La  réduclion  des  intégrales  clliptic|iie.s.  (  1  .*>  j- 

Coninienl  reconnaître  les  cas  particuliers  dans  lesquels  l'intégrale 
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oa  y^  représente  un  polynôme  cubique  ou  quartique  en  x^  n'est  qu'une  inté- 
grale pseudo-elliptique?  Introduclion  historique  :  LUntégrale 


r  x^  dx 


x"^  dx 

~x' 


étudiée  par  Euler.  Les  recherches  systématiques  d'Abel  {OEuvreSy  1. 1,  p.  io4) 

/p  dx 
)  en  rapport  avec  des  fractions  continues 

périodiques.  Les  éludes  de  Tchebycheflf,  Tiolroduclion  de  Targument  elliptique 
par  Weierslrass,  son  critérium.  Démonstration  de  M.  Hermite  que  ce  crité- 
rium s'applique  aux  cas  d'Euler.  Introduction  de  la  fonction  p  de  Weierstrass 
par  Halphen. 

Caractère  général  :  Si  l'introduction  de  l'argument  elliptique  à  l'aide  des 

formules  d*inversion  d'Halphen  donne  /  »(ar,  y)  dx  —  j  f{u)  du^  cetle  inté- 
grale est  pseudo-elliptique  s'il  est  possible  de  déterminer  quelques  arguments 
i',,  i^*  ...,  v„,  de  manière  que  l'on  ait 

Démonstration  et  application  au  cas 

/  —  -■■■rnr-^-:  dx 

1/  x""  \-  x" -^  X  -'-  -, 

(>     ^ 'ïi  X'  —  y)-\-^        b      ^  i^x^  —  y)  -  \         la         x*— v 

Van  Elfrinkhof  (1^.).  —  L'équalîon  Vp'^p=  o.  (i  57-161). 

Extrait  d'un  Mémoire  antérieur  (  A'icmv  Archief,  série  a,  t.  I,  p.  76)  (  •  ). 

Aticliaelis  (G.-./.).  —  1/infliience  du  froltement  sur  le  mouvemeiiL 
tourbillonnairc.  (i()i-i65). 

Frottement  intérieur,  potentiel  de  rotation,  potentiel  de  flexion,  dispersion 
de  l'énergie.  Le  mouvement  stationnaire  rectiligne  dans  un  tuyau  cylindrique 
est  un  exemple  du  mouvement  fini  admettant  un  potentiel  de  flexion;  expéri- 
menls  de  M.  Heynolds.  Théorie  de  M.  Basset. 

De  l  ries {,/.).  —  Les  groupes  isodjnamiques  el  mélaharinoniques. 
(165-167). 

Centres,  cercle,  sphère,  quadruple  et  quintuple  isodynamiques.  Groupe  hnr- 
monique.  Sextuple  et  octuple  métaharmoniques. 


(  *  )    loir  plus  haut,  p.   ir.>, 


iiA  SECONDE   PÂHTIË. 

Van  Dorsten  {11,-11,),  —  Mouvelles  méthodes  de  la  reprësenlalion 
géométrique  des  quantités  imaginaires.  (1G7-172). 

Introduction  historique  :  Argand,  Cauchy,  Hamillon,  Grassmaûn;  M.  Marir. 
G.  Tarry,  Laguerre;  nouvelle  Théorie  des  acceptions  de  Taibbé  George,  publiée 
par  Evrard,  en  rapport  avec  les  idées  de  Moucbol. 

Molenbroek  (/^.).  —  Les  méthodes  de  transformation  par  rapport 
aux  mouvements  finis  d^m  fluide  sans  frottement.  (173-1*4)- 

Introduction  historique  :  Lagrange,  Weber,  llelraholtz,  KirckkofT,  Planck. 
Nouvelle  transformation  a  Taide  de  quaternions. 

Landré{C,-L,).  —  Arrondissage  des  tables  mortuaires,  (i  74-"  7^>)- 

Formule  de  MaWeham.  Calcul  basé  sur  l'hypothèse  que  les  difTéreoces  de  la 
mortalité  forment  une  suite  géométrique. 

Sc/ieUerna(C,'A .),  —  Les  applications  principales  de  la  Stalique 
graphique  et  son  importance  pour  renseignement  de  la  Méca- 
nique élémentaire.  (176-180). 

Polygone  de  forces  et  de  tiges.  Le  plan  des  moments  de  Culinann.  L'ellipse 
d'inertie  de  figures  planes.  Construction  de  la  courbe  élastique.  Courbes  d'iu- 
lluencc.  Planimctres  et  intégraphes. 

Quint  (/V.).  —  Le  développement  de  la  théorie  des  tourbillons  et 
son  état  actuel.  (180-184). 

IvlUiic  historique  coiilenauL  l'iudiculioii  de  la  littérature  tlu  sujet. 

Cardinaal  (./.).  —  Une  surface  développahie  de  la  quatrième 
classe.  (18/Î-187). 

KUidc  synllu'tique  de  la  surface  développablc  circonscrite  à  une  surface  qua- 
drifjue  le  long  de  son  intersection  avec  une  surface  d'ordre />;  celle  surface 
e^t  diins  l'espace  la  ligure  corrélative  de  lu  courbe  d'intersection.  Déduction 
des  nombres  caractéristiques  de  la  courbe  d'intersection  et  «le  la  surfac** 
développablc.  Appliculioii  au  ras  de  la  courbe  gauche  ralioniielle  du  quatrième 
ordre. 

V"  (longrès,  i8<p,  Amsterdam. 
SrJioutr  {l\-lf.).  —  Klo«»;o  <le  Uescarlcs  sur  Auislordam.  (2->3- 

\f'uh('i'ii  (,/.).  —  Sur  un  cas  parliciiilor  de  riioiiiulo^ie.  <•>.•>.*)- 
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Soit  S  un  plan  quelconque  du  plan  du  triangle  ABC  ;  soient  A,,  13,,  C,  les  pro- 
jections de  S  sur  BC,  CA,  AB;  soient  Aj,  Bj,  Cj  les  points  de  BC,  CA,  AB  sé- 
parés harmoniquement  de  Ap  B,,  C,  par  les  sommets  du  triangle  et  soit  s  la 
droite  AsB^C,;  alors  il  s'agit  de  Thomologie  à  centre  S  et  à  axe  5  dans  laquelle 
les  triangles  ABC  et  A,  B,Ci  se  correspondent  l'un  à  l'autre.  Le  rapport  d'homo- 
logie  est  égal  à  —  2.  Applications  diverses  menant  à  des  correspondances 
géométriques  et  à  des  résultats  de  la  Géométrie  du  triangle. 

Zeeman  (/^.).  —  Transformation  des  équations  de  la  Dynamique. 

(Sî3'2). 

Allersma  {T.-J.),  —  Les  axes  d'inertie  d'un  triangle.  (233-237). 

Construction  des  axes  d'inertie  d'un  triangle  qui  sont  en  même  temps  les 
axes  de  symétrie  de  Tellipsc  de  Steiner. 

J^aes  {I'\-J.),  —  Tiges  articulées.  (238-243,  1  pi.). 

L'auteur  fait  connaître  des  constructions  de  la  vitesse  et  de  l'accélération 
d'un  point  quelconque  de  la  bielle  dans  le  mouvement  de  trois  barres.  Points 
conjugués.  Position!^  conjuguées. 

y^esch  {J,"ir.).  —  Le  problème  des  normales  à  l'ellipse.  (2/î3- 

247)- 

II  s'agit  des  normales  issues  d'un  point  quelconque  P.  A  l'aide  de  Thypcrbolc 
qui  passe  par  P  et  pur  les  points  où  les  quatre  normales  par  P  rencontrent 
Tellipse  pour  la  seconde  fois,  l'auteur  confirme  le  résultat  connu  des  trois  lieux 
de  points  P,  pour  lesquels  la  construction  des  quatre  normales  est  possible 
(  Wiener  Sitzungsberichtey  t.  XCVIII,  p.  iSig).  Ensuite  il  suppose  l'ellipse 
dessinée  et  fait  connaître  d'autres  lieux  en  rapport  avec  le  problème. 

Kempe  {A.),  —  Les  courbes  à  nœud  et  leur  utilité  dans  la  pol^- 
seclion  de  l'angle.  (247-250)  (*). 

J^e  \  ries  {//.)»  —  Sur  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre.  (200- 
«55). 

La  courbe  en  question  est  l'interseclion  complétante  de  deux  cônes  cubiques 
à  base  C*  commune.  Cette  courbe  H*  se  trouve  sur  une  quadrique  F'. 
Construction  de  R*  point  pour  point.  Construction  de  la  tangente.  La  courbe 
se  projette  encore  suivant  une  cubique  plane  d'un  troisième  point  déterminé, 
situé  sur  la  droite  de  jonction  des  sommets  des  deux  cônes  originaux,  comme 
crenlre.  Cas  particulier  où  B*  est  l'intersection  de  deux  cônes  F=  et  P. 

Neuberg  (./.).  —  Sur  les  quadrilatères  articulés.  (255-2G7). 


(  '  )    loir  plus  haut,  p.  i  \\. 


1 


iij  SBCONOU  fARTIBJ  •'  I  ' 

Étutle.dei  propriétés  gjométrlqnn  qui  se  conterveni  ilinï  louttra  I»  tl<Iut 
mations  du  quadrilaUri^,  en  rapport  ■««<-.  Jes  ruétanicmei  (aciiut  (//rrnnpti»Jili . 
mechaniimen  )  de  M.  Burmstcr.  Parmi  ks  résultais  on  Iroave  ijue  : 

Si  l'on  conslruit  sur  les  côté»  o^fotit,  Ali,  UC  d'un  quadrilatère  ABCb  dru 
triangles  ABX,  DCZ  directement  Mnthlablcs,  et  aussi  sur  les  eâlés  AD,  BC 
deux  iriangtes  ADU,  liCY  directement  semblables,  les  ti-iaiiglc*  nonstrutu  aar 
les  droites  UV,  \Z  comme  homologues  Je  AD.  AU  el  dirc>.'lenient  sriublablc* 
i  AB\,  ADU  unt  même  sommet. 

Les  points  qui  divisant  les  cAtéi  d'un  qa«driluèM  «ftia^K  tPMtWlllWiMl 
dans  le  rapport  des  carrés   de*  cAI^  adjacents  MBt  «omUbupmK  MT  «M 

BoÈscka  (J.).  —  Christiaan  Huygens.  (583-6ii)  (•)• 

ti-' Congrès,  18-4,  Oelfl. 

Kapteyn  iM'.).  —  F,-J.  van  deii  Berg.  {200-201). 

Atuvier  (J.-C).  —  Le  ihéorèine  de  Caucliy  pour  des  inLëgrales 
doubles. 

L'auteur  donne  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  MM.  Picard  el 
Po  in  rare,  d'après  lequel  le  théorème  de  Cauchy  peut  être  étendu  aux  intégrale* 
doubles.  Énoncé  de  la  question.  Démonstration.  Application  au  ca* 


.(■"',r''"i'::.":::™r::;'J"«'' 


I  (les  {F.-J .  I.  —  Pi'h^'ones  i'i  contour  ininimuiii  inscrits  dans  un 
polygone  donné,  (-..oli-st  [  1). 
La   mclhode  des  denii-révolutioni>  successives  de  Sleîner,  qui   rectifient   \e 

.lanss<-n  v,u,   /l,un   {  il  .//.'/..).  ~  Les  recherches  récentes  sur 

l'Inlini.  (aii-.tiS). 

K^qnis>;c  hiMoriqiie  :  Lires  de  l.eibnii:.  Pascal.  Cauchv.  Moicnn.  Notions  plus 
rL-rfnles  inlnirluilts  p.ir  Holiiino  {i**'"')  ft  développées  par  SI.  (i.  Cantor.  etc. 
La  pluralité  de  Ilnliann,  l'enseniLlc  de  Cantor.  Sa  puissance.  Équivalence  et 
simililuile  de  deux  ensembles.  Les  nombres  cardinaux  de  deux  ensemble» 
?enililatiles.  Les  dilTérenles  classes  de  nombres  positifs  :  nombre^  ordinaire'. 
nombres  Iranslinis.  I,c  rarrc  bïpcrbolique.  cic. 
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Cardinaal  (J.),  —  Sur  une  cubique  plane  particulière.  ('218- 
220). 

Il  &*agit  de  la  cubique  circulaire  qui  passe  par  son  foyer  singulier,  étudiée 
par  la  Géométrie  de  Quételet,  Steiner,  Schrôter,  Kttpper,  Hermès,  Schoute  et 
par  la  Cinématique  de  Burmester,  Schônllies.  Ici,  elle  est  considérée  d'abord 
comme  lieu  des  foyers  des  coniques  à  quatre  tangentes  communes,  ensuite 
comme  lieu  des  couples  de  points  qui  peuvent  former  les  six  points  doubles  de 
quatre  positions  d'un  système  plan  mobile,  avec  quatre  points  fixes  donnés,  etc. 
Enfin,  elle  est  mise  en  rapport  avec  la  courbe  à  longue  inflexion  de  Watt. 

Molenbroek  (P-)»  —  L'application  de  la  théorie  des  vecteurs  à  la 
Géométrie  de  la  droite.  (si20-223). 

Les  deux  vecteurs  de  la  droite.  Ces  vecteurs  x  cl  a  vérifient  l'équation 
SxX  — o.  Si  4>  indique  une  fonction  vectorielle  linéaire  quelconque,  x  =  <I>X 
représente  un  paraboloïde  hyperbolique.  L'équation  du  complexe  linéaire.  L^n- 
variant  de  Klein,  etc. 

Ont  (F,-L.).  —  La  prédiction  des  marées.  (223-236). 

Comparaison  des  deux  méthodes  de  construire  les  tables  de  marées,  la  mé- 
thode de  l'analyse  harmonique  et  la  méthode  empirique. 

J'^an  El/rinkho/{L.),  —  Une  propriété  de  la  substitution  ortho- 
gonale du  quatrième  ordre,  (^i-^-'^iio). 

Décomposition  de  la  matrice  correspondante  en  deux  facteurs,  en  rapport 
avec  la  décomposition  d'une  rotation  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  en 
deux  rotations  en  des  plans  complètement  perpendiculaires  Tiin  à  l'autre. 

t'^an  de  Griend  (./.).  —  L'évaluation  de  moments  d'inertie  à 
Paide  d'une  courbe  intégrale. 

Élude  des  intégrales  /  x  ^/w,  j  y  dto,  j  x-  dto,  1  xy  r/».*,  1  y-  dta  à  l'aide  de 
la  Statique  graphique. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  i/Acadêsiik  des  Sciences. 

Tome  C.XXIV;  1897  (M. 

f^ioiivilfe  (fi-)'  —  Sur  le  mouvement  d'un  solide  dans  un  liquide 
indéfini.  (72-73). 


(*)  Voir  liidletin,  l.  WII,.  p.  3i 


i>.r)  SECONDE  PARTIE. 

Dans  une  rêccnle  Conimuaication  (Compiéi  rendus^  a8  décembre  189I6). 
M.  Strkloiï  sijçnalait  deux  cas  dans  lesquels  le  problème  du  moavemcnl  d'ua 
solide  dans  un  liquide  indéfini  admet  une  quatrième  ÎDtègrale  quadruliqae.  Le 
premier  avait  été  obtenu  par  M.  SteklofTluUmème,  Je  second  par  M.  Liapoonoff. 
Les  conditions  exigées  par  ces  deux  cas  ne  semblaient  pat  ft  M.  Siekloff  com- 
prises, comme  elles  devraient  l'être,  parmi  celles  que  M.  R.  Lîoaville  •  douBérs 
pour  lexistence  d'une  quatrième  intégrale  algébrique  {Comptes  rendus,  aS  no- 
vembre 1896). 

M.  Liouville  explique  on  quoi  cette  dÎTcrgcoce  n*est  qu'apparente. 

/^ainlevr.  —  Sur  les  intégrales  premières  des  systèmes  difTéren- 

liels.  (iii(j-iii()). 

Soit  un  système  d'équations  diiïérentirlles 

■ 

clx,  dx. 


( 


(/x  —. 


I *"'*'iK 


^|(»^>'^l»    •  •  •-  *^m^  Xl'    •••I.J'ii)  -^iw  (•'^f  "^l*    •  •  •  *  •'*i»i»,''l Xm^ 

j     ^_ 'Jy, =....  =  -. ^ 

OÙ  If's  \,  Y  sont  alj^ébriqucs  par  rapport  à  ,i',,  ...,.?'«  i-'t  peuvent  par  suilf 
s'exprimer  rationnellement  ù  l'aide  des  (/i  -t-i)  variables  ^>',,  ...,  y^j  z,  li«''c^ 
pur  une  relation 

r>  (  «,  ^*|,  .  .  .  •  V^,  JT,.   .  •  .  )  X^  )  ^^  O, 

où  S  est  un  polynôme  en  c,  y^,  ...,  v„  qui,  de  même  que  les  \,  V,  dépend 
analvtiquement  de  x,  jt,,  . . .,  x^,. 

M.  Puinlevé  étudie  les  intégrales  premières  d'un  tel  système  algébriques  par 
rapport  à  ^'p  ...,  r„;  plus  préciAcmenl,  il  se  propose  de  déterminer  toutes  le» 

intégra  les 

(  '.» )  < I  ^~  K (  -3».»'i>  •  •  •  j  ^'„f  X,  x^,  . . .,  j*,,,  ) 

«le  de^ré  v  en  z,  )' r„. 

Deux  ras  sont  à  dixliii^Mier  2.ui>ant  <|ue  le  Mstèuie  (1)  admet  ou  non  des  iiilè- 
srales  prenjières.  de  la  forme 

(  '.\  )  l'  {  X.  .r, /•„,  )  :-  eoiist. 

/'rrrm'cr  ras.  —  Le  SN>lèiii"  (1)  n'admet  pas  d'intégraicN  première*  de  \a 
forme  (.i).  Mori  ic"  inlèi;ial«;s  (  j)  ne  eomportenl  «ju'nn  nombre  fini  de  para- 
iiiètre-i  arbitraires:  elles  dépendenl  <le  l'intégration  d'une  équation  dilTérentietli* 
ordinaire  ù  points  erititjues  et  esM'nliel>  lixes. 

/icuxû/ne  ras.  —  Le  s>sii'ino  (i)  adnnît  «les  intégrales  première^  de  la 
foriiH-  (  i).  MnrN  b's  inl<''j;rales  (  j),  .s'il  «'ii  existe,  n'nferment  des  fonction^  ar- 
bitraires. Les  iiité^rales  (  i)  )  une  lois  déterminées,  la  détermination  des  int<-o 
;:i-aies  (2;  dépcinl  d  iin<'  éipiation  dinérenti«'lle  à  poinl>  «  rili(|ues  et  esM-ntir-N 
lixrs. 

L'auleiii  pa-isi"  cnsuili"  à  VctinU'  thf»  tntcf^ra/cs  jt/cniirrcs  /ttirlirtt/ari.sn* 
t\c  (1),  dont  l«*s  singularités  >(iti<^l<>nt  a  «  ortaines  «-onditiiuis  «|ui  jniicnt  un  i«"ilr 
tiiipitrtjiit  i\du^  I.i  rfcliL'rebe  de^  inlc^^rales  premières  «le  la  I)\namique. 
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Il  applique  les  conditions  générales  qu'il  a  développées  aux  systènios  de  lu 
forme 

^•*'         -dt-''''         "rfr-y« œ;,x xj  ^'-''' "'' 

OÙ  les  P,-  et  Q  sont  des  polynômes  en  x\,  ...,  x'^. 

M.  Painlevé  détermine  les  intégrales  premières  de  (A)  rationnelles  et  de 
degré  v  en  x\f  ...,  x'^  et  où  t  ne  figure  pas  explicitement. 

^•tâtonne,  —   Sur  les  pôles  des  fonctions  uniformes  à  plusieurs 
variables  indépendantes.  (iSq-I'I?). 

Étant  donnée  une  fonction  uniforme  X  de  r  variables  indépendantes  y,  x^y 
JT;.  ...,  x^_^f  coordonnées  d*un  point  ^  dans  un  espace  E^  à  r  dimensions,  un 
point  bi{y  =  6,  07,  =  a,,  . . .,  x^_^  =  a^,  )  sera  un  point  singulier  non  essentiel 
ou  un  pôle  si,  dans  le  voisinage  de  co,  \  peut  se  mettre  sous  la  forme 

X  _  y*x{y  —  b,x,  —  a^,   ..,3?,,,  — «,_,) 

r,,  p.  étant  des  fonctions  uniformes,  régulières  en  w,  qui  s'évanouissent  pour 
(les  valeurs  simultanément  nulles  de  tous  leurs  arguments.  Si  les  deux  séries  P, 
cl  P«  sont  premières  entre  elles,  to  sera  pour  \  un  point  singulier  dont  M.  Au- 
tonne  enseigne  à  définir  et  à  évaluer  l'indétermination. 

Ftibry  {Eug.).  —  Sur  les  séries  de  ïajlor.  (i4'^-i  1«i). 

Le  théorème  de  M.  Borel,  d'après  lequel  une  série  Sa^^**,  dont  les  coefficients 
su>nt  arbitraires,  a  pour  coupure  son  cercle  de  convergence,  peut  être  déduit 
des  méthodes  que  M.  Fabry  a  indiquées  pour  la  recherche  des  points  singuliers 
i  Annales  de  V École  Normale^  octobre  1896). 

f^r  Roux.  —  Sur  l'équation  des  télégraphistes.  (i43-i4^>)- 
Il  s'agit,  comme  on  sait,  de  déterminer  une  intégrale  de  l'équation 

d"u  _  cr-n  ^ 
dt-  ~  dr^       " 

se  réduisant  à  une  constante /(o)  pour  /•  — .  f  cl  à  une  fonction  donnée /(f) 
pour  r  —  o. 

Cette  question  revient  au  problème  suivant,  un  peu  plus  général  : 

m  Déterminer  une  intégrale  de  Téquation 

d^-z 
dx  dy 

se  réduisant  pour  y  =  u  ii  /{ x)  et  pour  j'  =  x  à  ?  C*^)-  " 

Voici  la  solution  que  donne  l'auteur  et  (|ui  lui  donne  l'occasion  de  montrer 
l'utilité  pratique  des  intcf^rales  principales  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielle» du  second  ordre. 
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flj^O-)  -/(")  ".(^.J-)  +jr'/<«>fc(f  T7fr>î)(b,, 
l'intégrale  clicrcliés  sera  donnée  pir  la  [urmnie 


n  du  prolilènie  précédent  propoaé  par  H.  Curalloi  H.  Pieud  Bnil 
dcmonlré  qu'on  peut  CD  général  déterminer  nnetntécraledeféqBBtîoa  liMéaitv 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  prenant  de*  Talenr*  doanée*  tar  «ac 
caractéristique  et  <ur  une  autre  droite.  M.  Le  Roux  généralise  un  pea  ce  théo- 
rème de  M.  Picai'd,  en  nionlranl  qu'on  peuu  remplacer  la  droite  par  une  courbe 
analytique  quelconque  qui  coupe  la  caractéristique. 

Paiiilevé.  —  Sur  les  inlégrales  premières  de  la  D¥nani)()tic  cl  sur 
Ip  prublùiiic  des  n  corps,  (171-17*»)- 
On  ronsidt-re  un  stsléme  d'équations  de  la  Ihnamiqnc  , 


(I) 


Il,(-r 


..,-a-.)4-\,(j-, 


•r.> 


ainii   que   les   \,,   dépendent   analïtiqucmc 


,  j^,  dont  les  coerHcirnis. 

r,.  Si  le  Mslénie  (1 1 


Artrr:)  d'un  >>si,.„,c  (,  )  dunué.  Il   mont 

peiulrnl  inie  d'uu  nonilirc  fini  rie  par^imélres  arlMtraircs.  et  i|ur  leurs  ^inRuli- 

rilrs  (uiin  pol;iire'i)  rolnciderl  an-o  les  singularilés  îles  11,.  \,. 

1»;,  il  leurs.  i.nr  foi»  raifiilécs  les  inléRrales  (  î  )  du  M^itènie  li)  sans  force-.  Ir 
rnl.ul  .I.-S  iulraral.-  [■>).  ponr  des  fnrre.  \,  .inelconques.  iiV*iKe  plus  qur  de, 
qu,MlrHLur,-'. 


l/ji 


ludc  .1.1    c 


incU  . 


Ap[.,.ll,    —    Sur  lin   lu.id.-    a'invoisimi  .l.s  iolépralrs  miiliiplr*. 

*r>^l..i;n.    ,i„    [„..l.lrme   d'in*er'ino   d^<    mlrpial.-  .impie.  ei    qui   rondnii   »„v 
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mêmes  questions    (extension    du    théorème  cI'Abel,   uniformité   des   fonctions 
inverses,  périodicité,  etc.  )• 

Pour  cela,  on  considère  des  équations  dont  les  deuxièmes  membres  sont  des 
variables  indépendantes  u^t  f/^,  ...,  i^„  et  dont  les  premiers  membres  sont  des 
sommes  d'intégrales  multiples  portant  sur  des  fonctions  données  et  étendues  à 
des  champs  d'intégration  dont  la  définition  dépend  d'une  manière  uniforme 
de  n  variables  ap  a^t  . . .,  a^.-  Ces  équations  définissent  a,,  a,*  . . .,  a^  en  fonc- 
tion de  u^,  U2,  .. .,  u^. 

Picard  (Em.).  —  Sur  l'inlégralion  de  cerlaines  éqnïitîons  difTé- 
renlielles  par  des  séries.  (214-217). 

L'auteur  montre  que  dans  bien  des  cas  sa  méthode  des  approximations  suc- 
cessives peut  donner,  au  point  de  vue  du  calcul,  une  solution  rigoureuse  et 
complète  des  problèmes  de  Mécanique. 

Pain  levé.  —  Sur  les  intégrales  quadratiques  des  équations  de  la 
Dynamique.  ('221-224). 

Dans  quel  cas  un  système  d'équations  de  Lagranj^e 

d  /dT\       OT   _^  .  .  .    _       '  . 

où  T  est  une  forme  quadratique  en  x\,  ...,  x'^,  admet-il  des  intégrales  qua- 
dratiques? C'est  là  un  problème  extrêmement  compliqué  qui  a  déjà  fait  l'objet 
d'importantes  recherches. 

M.  Fainlevé  indique  une  classe  de  pareils  systèmes  beaucoup  plus  étendue 
que  celles  qu'on  a  signalées  jusqu'ici. 

Soient  i^  j\  ...,/>  m  l'un  des  entiers  positifs  quelconques  dont  la  somme  est 
égale  à  /i,  et  «7  le  nombre  de  ces  entiers.  Soient 

l'^iJ  •  •  •  ,  <2/|  ,  J7p   ...yX-)% 


ç  forces  vives,  composées  la  première  avec  les  variables  a:,,  ...,  x,,  la  seconde 
avec  les  variables  x-^.,,  ...,  :r.^., Soit  enfin  A  le  déterminant 


A  = 


9!     ?i      •••      "ri 


ri     r-î     •  •  •     r 


7 


où  ?if  9^«  -"j  97  sont  des  fonctions  arbitrairement  choisies  de  x,,   ...,j:,; 
?î»  ?î»   •••»  9Î  de  x..^,,   ...,  x,^^;  cp^,  ç},   ...,  9j  de  x^^-^^^i^^,  ...,  x,^.  La 
lettre  A;  désignera  le  mineur  de  A  relatif  à  l'élément  9;. 
Si  l'on  pose 

BuU.  des  Sciences  mathcm.,  1*  série,  t.  \XII.  (Juillet  iSijS.)  n.çj 
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et  qu'on  adjoigne  à  T,  la  fonction  de  forces  U,  définie  par  l'égalité 

OÙ  les/^  sont  des  fonctions  arbitrairement  choisies  des  variables  ÎDdiqnces,  le 
système  de  Lagrange  (T^U,)  admet  q  intégrales  quadratiques  distinctes  (en 
comptant  l'intégrale  des  forces  vives),  à  savoir  les  intégrales  T^ —  ^fi~  ^h'  *^" 
l'on  a 

^  I         Aif  AÇ  Af    "1 

ÏV=  -^(/i'^î-+-/3'^î-+--"-+-/f^f  >         (ix  =  i,a,  ...,7). 

Cette  solution  du  problème  proposé  est  tellement  générale  qu'elle  épuise 
vraisemblablement  la  question. 

Il  n'est  même  pas  nécessaire  de  supposer  que  les  forces  dérivent  d*un  polen- 
tiel.  La  force  vive  T,  étant  donnée  par  (i),  le  système  (T,,  X.)  admettra  l'inté- 
grale quadratique 

T, —  v{x^^  . . .,  x^)  =  const,, 

«i  l'on  astreint  les  forces  aux  seules  conditions 


4!" 

X.-, 

àv 

_  a; 

iiX^ 

ôx^ 

<>-^.>l 

dx.,.,. 

Si  tous  les  entiers  i,  y,  ...,  m  srmt  égaux  à  i,  ^  est  égal  à  /i  ;  on  retombe 
sur  le  cas  de  M.  Stseckel,  qui  dépend  de  n}  fonctions  arbitraires  à  une  seule 
variable. 

Si  tous  les  entiers  /,  y,  ..  .,  m  sont  éf^aux  à  1,  sauf  le  premier,  et  si  de  plus 
T  est  orthogonale,  on  retombe  sur  le  cas  <le  M.  di  Pirro,  qui  dépenil  de  n  fon« - 
lions  arbitraires  de  ^,,  . . . ,  .r,  et  de  (/i  —  i  —  i)'-t-  (  n  —  i)  fonctions  arbitraires 
à  une  seule  variable. 

Si  dans  A  on  assujettit  les  ç;  aux  conditions  ç;  —  (  ç^)*  et  si  de  plus  on 
remplace  par  des  constantes  ceux  ries  9^  011  peut  figurer  plus  d'une  variable  j, 
on  retrouve  les  c/5-  de  M.  Lcvi-Civita. 

De  MoutcL  —  Sur  les  lois  de  l'inlérêl.  (î>2,i-225). 

Desaint.  —  Sur  les  zéros  de  certaines  fonctions  analytiques.  (2-6- 

279)- 

Soit  la  fonction  /"(c)  définie  par  la  série 

•'  "    ■    w      {z-h,).:.{z-b,.)   ' 

on    \jj'.  «,.  ...,  «i,  /-/, />4,  sont  des  quantités  variables  avec  /?*,  />,   .,.,  ,<; 

\ji-  est  réel  et  garde  un  sifjne  constant  quand  m,  n *  pronnont  toutes  l^^i 
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valeurs,  la  dilTérence  k  —  k'  étant  la  même  pour  toutes  les  fonctions  ration- 
nelles qui  forment  les  termes  de  cette  série;  de  plus  tous  les  points  a,,  .  ..^  a^^ 
à^y  ...,  b^f  sont  à  distance  finie.  Si  l'on  considère  le  cercle  C  (de  rayon  R)  de 
surface  minima  parmi  tous  ceux  qui  entourent  tous  les  pôles  et  les  zéros  des 
termes  de  la  série /(-s),  les  zéros  de  f{z)  sont  à  l'intérieur  d'un  cercle  con- 
centrique au  cercle  C|  de  rayon 

R 


sin 


2  (  A:  -h  Ar'  ) 


où  A' +  Ar'  est  la  plus  forte  somme  des  degrés  des  dénominateurs  et  numéra- 
teurs respectifs  des  fractions  rationnelles  de  la  série. 

Parmi  les  conséquences  que  l'auteur  tire  de  ce  théorème  général,  nous  cite- 
rons la  suivante,  relative  à  la  position  possible  des  points  singuliers  des  fonc- 
tions uniformes  données  par  leurs  valeurs  sur  un  cercle: 

Une  fonction  uniforme /{z)  étant  donnée  par  ses  valeurs  le  long  d'un  cercle  C 
de  centre  a  et  de  rayon  R,  soit  M  son  module  maximum  sur  C.  Désignant  par  A 
rintégrale 


-Z   f     /(«-4-Re'?)rf?, 


si  l'un  peut  trouver  une  quantité  u  diiïérente  de  A  telle  qu'il  existe  au   moins 
une  valeur  z,  de  Zy  à  l'intérieur  d'un  cercle  F  concentrique  à  C  et  de  rayon 

R 


V  2         IH r ,    ) 

^     \  |A-M|/ 


qui  fasse  prendre  à  /(z)  la  valeur  u,  la  fonction  /(<z)  a  certainement  des 
points  singuliers  à  l'intérieur  de  C. 

Signalons  encore,  comme  seconde  conséquence,  une  propriété  des  fonctions 
entières  qui  complète  le  théorème  bien  connu  de  M.  Picard  : 

Soit/(z)  une  fonction  entière  donnée  par  ses  valeurs  le  long  d'un  cercle  C 
quelconque  de  rayon  R;  soient  M  son  module  maximum  sur  Cet  A  sa  valeur  au 
centre  de  C.  Il  ne  peut  exister  deux  valeurs  a,  à  de  u  pour  lesquelles  /{z)  =  u 
n*ait  pas  de  racines  à  l'intérieur  d'un  cercle  concentrique  à  C  de  rayon 

R 


De  Jonquières,  —  Sur  certains  points  de  la  théorie  des  résidus 
des  puissances.  —  Caractères  distinctifs  des  nombres  ou  racines 
d'où  proviennent  les  résidus  générateurs.  (334-3-io). 

Si  p  est  un  module  premier,  n  un  exposant  diviseur  de  />  —  i  et -  e. 

on  sait  que  : 

!•  Le  nombre  des  résidus  différenis,  de  la  /i'**'  puissance,  est  e.  chacun  d'eux 
se  trouvant  répété  n  fois: 


iSo  SIÎCONDE  PAHTIE. 

'>.**  Une  parlio  sciilomenl  de  ces  n^sidus  jouissent  de  la  propriété  de  les  repro- 
duire tous  par  les  résidus  (selon  le  module  p)  des  puissances  consécutives  de 
l'un  quelconque  K  d*enlrc  eux,  depuis  Texposant  i  jusqu'à  Texposant  e  inclu- 
sivennent,  ce  qui  leur  a  fait  donner  le  nom  de  générateurs.  Il  s'ensuit  que  tout 
résidu  générateur  appartient  à  l'exposant  e,  c'est-à-dire  que  R*=  i  (mod.  />). 
sans  abaissement  possible  de  l'exposant; 

3"  Lorsque  l'exposant  n  est  un  nombre  premier,  les  racines  r,  d'où  provien- 
nent les  fîénéraleurs  H  et  qui  sont  au  nombre  de  n  pour  chacun  de  ceux-ci. 
appartiennent  :  les  unes  à  l'exposant  p  —  i  —  we,  ce  sont  les  racines  primitivcî 
de  p\  les  autres  à  l'exposant  e,  ce  sont  les  racines  primitives  de  la  cnngruencc 
jC —  I .  -  o  (  mod  p)  oX  dont  le  nombre  est  ?(e). 

Mais  l'intervention  de  multiples  de  e,  intermédiaires  entre  e  et  ne,  dans  les 
caractéristiques  de  quelques-unes  des  racines  génératrices  et  les  conditions  où 
celte  intervention  s'exerce  n'ont  été  jusqu'ici  ni  expliquées,  ni  même  signalées. 
Elles  forment  le  sujet  des  recherches  actuelles  de  M.  de  Jonquières  et  sont  une 
conséquence  du  théorème  suivant,  où  n  est  essentiellement  un  diviseur  de  />  —  i  : 

«  Lorsqu'un  résidu  R,  de  puissance  /?'♦«»'  selon  le  module  y?,  est  générateur, 
donc  appartient  à  l'exposant  e  = >  les  n  racines  r  d'où  il  provient  indis- 
tinctement, appartiennent  à  quelque  multiple  ke  de  e,  le  facteur  entier  A  ayant 
toujours,  pour  quelques-unes  au  moins  d'entre  elles,  la  valeur  n  et  étant  pt>ur 
celles  qui  restent  (s'il  y  en  a)  un  diviseur  de  n  qui,  selon  les  cas,  n'est  pas  h* 
même  pour  toutes  ces  dernières  ». 

Successivement,  l'auteur  prouve  que  k  est  toujoui-s  égal  à  n  pour  quelques- 
unes  au  moins  des  racines/*,  précise  les  cas  où  il  l'est  pour  toutes,  définit  ceux 
où  e  n'intervient  qu'avec  le  multiplicateur  /•  —  i,  enfin  ceux  où  k  prend  plu- 
sieurs valeurs  autres  que  /i  ou  i. 

Bourlet.  —  Sur  les  opérations  en  «général.  (  348-3.*)!). 

M.  nmirlct  noiiiriie  transmutation  à  n  variables  toute  opération  qui  tran>- 
forrno  une  fonction  //  de  //  VHriables  en  une  autre  fonction  <l<*s  niênu's  \a- 
riables  C  //,  (ju'il  nomme  la  transmuée. 

Voici  k*  problème  général  qu'il  s'est  proposé  de  résoudre  : 

'  htlcrniiner  (oul«'s  U'.>  transmutations  telles  qu'il  existe  une  relation  ilonme 
à  l'uvance  entre  les  transmuées  des  trois  fonctions  //.  r  et  n{n^  v),  quollon  que 
soirnt  |«'s  fondions  //  ri  v •;  n(^-,  v)  étant  une  fonction  donnée  drs  v.iriablr'i  .r 
et   r,  swnélrique  et  telle  que  n\  u\  t7((  y,  z)]  soit  aussi  symétriijue  »>. 

La  solution  est  donnée  par  la  proposi(i<»n  que  voici  : 

■<  On  p«  ut  di'lerniinfr  d«*u\  font  lion»;  \(z)  cl   B(«)  telles  (|uc  la   liansniut;) 
liotj  <oil  (l«(inic  par  ré^aiité 

OÙ  -S  (^l>^i^n«'  jr  s\inbi>le  npér.itif  d'une  transmutation  telle  que  l'on  ait.quclle" 
(jue  soient   l<'v  functious  //  et  v, 

^  '  u        V'  )     ■  -S  //    -  -S  w  » 
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Le  problème  primitif  esl  donc  ramené  à  celui-ci  : 

«  Déterminer  toutes  les  transmutations  additives,  c'est-à-dire  qui  transfor- 
ment une  somme  en  somme  ».  Or  celles-ci  peuvent  être  obtenues  de  la  manière 
suivante  : 

«  r)  désignant  le  symbole  opëratif  d'une  transmutation  additivc,  uniforme  et 
continue,  à  n  variables,  on  a,  (|uellc  que  soit  la  fonction  régulière  u^ 

V^i,  -i-ij, -»-...  4-*„  f^ 

les   coefficients  rtfc,,i, *^  étant  des  fonctions  données  des   variables  x,,  x,, 

En  appliquant  cette  proposition  aux  opérations  connues,  on  arrive  à  des  for- 
mules intéressantes. 

L'auteur  fait  ensuite  une  étude  spéciale  des  transmutations  additives,  uni- 
formes, à  une  seule  variable  x, 


du 
is  H  —  a^u  -\-  a^-y-  -f  . . . -f- 


rf"»*/  ^/       d  \ 


et  des  transmutations  inverses. 

Il  met  en  lumière  les  propriétés  {^[énérales  de  la  fonction  opèrative  de  la 
transmutation,  savoir  : 

f{x,z)  =  r/„ -+-  a,  5  -I- . . . 4-  «„, ^'" H- . . . , 

«.'t  montre  comment  ces  propriétés  peuvent  être  utiles  dans  la  théorie  des  équa- 
tions dilTérentielIcs  linéaires. 

Par  exemple,  lorsque,  dans  une  telle  équation 

d'**y  d'^-^y  ,     . 

le  polynôme  opératif  a«2'"-f-a^  ,5"»-*-f-. . .-;- «^  est  un  polynôme  entier  m 
-  —  kx  à  coeffîcienls  constants  (A-  étant  une  constante),  celte  équation  se  ra- 
mène à  une  équation  à  coefficients  constants  par  le  changement  de  fonction 

r* 
k  -- 

y  =  e    *  u. 

Maillet.  —  Sur  une  série  de  groupes  primitifs  lioloédriquemenl 
isomorphes  à  des  groupes  plusieurs  fois  transitifs.  (35 1 -353). 

Soit  C  un  groupe  de  substitutions  de  tlej^ré  /i,  k  fois  transitif;  C  opère  entre 
les  Cî  combinaisons  des  n  lettres  a  à  a  un  groupe  V^  de  substitutions;  cr 
groupe  est  transitif  si  A-  ^a. 

M.  Maillet  fait  connaître  une  série  de  résultats  qu'il  a  obtenus  relativement 
à  CCS  groupes  P^. 

f^évi-Civita.  —  Sur  les  intégrales  quadratiques  des  é(]nalions  de 
la  Mécanique.  (3f):>.-3f)5). 
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Faisant  allusion  à  la  Note  dans  laquelle  M.  Painlevé  indique  une  classe 
extrêmement  éicnilue  de  problèmes  dynamiques  qui  admettent  des  inlé^^rale» 
quadratiques  en  <lohors  de  relie  des  forces  vives,  M-.  Lévi-Civila  croit  que,  no- 
nobstant sa  grande  généralité,  le  résultat  obtenu  dans  cette  Note  est  loin 
d'épuiser  la  question.  Il  signale  un  cas  qui,  suivant  lui,  ne  rentrerait  dans 
aucun  de  ceux  qu'a  prévus  M.  Painlevé. 

AppelL —  Remaraiiesurla  (Communication  précédenledeM.  Lévi- 
Civila.  (395). 

M.  Appell  fait  remarquer  que  les  forces  vives  indiquées  par  M.  Painlevé  com- 
prennent notamment  les  forces  vives  de  la  forme 

(1)  ^ 

et  que  ces  der:iiores  renferment  toutes  les  forces  vives  qui  comportent  une 
transformation  inOnitésimaie  en  elles-mêmes.  La  force  vive  d'un  s^ilide  fixé  par 
un  point,  citée  par  M.  Civita*  possède  trois  transformations  infinitésimales  dis- 
tinctes: elle  est  donc  réductible  d'une  infinité  de  manières  à  la  forme  (1). 

Picard  (/'S m.).   —   Sur  les  résidus  des  intégrales   doubles  des 
fonctions  rationnelles.  (433-438). 

M.  Poincaré  a  étendu  le  théorème  de  ("aucliy  aux  intégrales  doubles  de  fonc- 
tions de  deux  variables  complexes  et  introduit  dans  la  Science  la  notion  de 
résidu  d'une  intégrale  double  de  fonction  rationnelle.  M.  Picard  s'est  placé  à 
un  autre  point  de  vue  pour  faire  le  calcul  de  ces  résidus.  II  indique  avec 
quelques  détails  la  marche  c^  suivre  pour  traiter  la  question  dans  toute  sa  géné- 
ralil»'. 

PcUct.  —  Sur  I;i  ihrorie  des  surfaces.  {\:)\-^^)i). 

Si  l'on  rapporte  une  surface  au  système  daxcs  rectangulaires  formé  par  la 
nonnalc  cl  les  tangcriles  aux  lignes  de  courbure  en  un  point,  011  aura 

1  0  \0s  Os^  os     "^  d5,  *      .' 

a,   b  (lé>ignanl    les  c<»urbures   principales   et  — »    -—   indiquant    les    dérivée*. 

Os     Os^ 

prises  par  rapport  aux  arcs  des  lignes  de  courbure  tangentes  aux  axes  des  x  et 
des  y. 

Olte  formule  permet  de  calculer  très  simplement  certains  éléments  infinité- 
simaux d'une  surface  et  den  exprimer  très  aisément  les  propriétés. 

Riquier.  —  Sur  la  réduction  du  prohlème  général  de  rinlëgralion. 

(49o-î()0- 

M.  Riquier  iiwliqne  une  nouvelle  réduction  qu'il  vient  de  faire  subir  au  pro- 
blème gêner.»!  dv  lintèjiration.  Il  rappelle  d'abord  la  définition  suivante  : 
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Étaol  donné  un  système  du  premier  ordre  résolu  par  rapport  à  un  certain 
nombre  de  dérivées,  on  peut  en  écrire  les  diverses  équations  dans  les  cases  d'un 
quadrillage  rectangulaire  dont  les  lignes  correspondent  aux  variables  indépen- 
dantes et  les  colonnes  aux  fonctions  inconnues.  Parmi  de  tels  systèmes  il  y  a 
lieu  de  distinguer,  sous  le  nom  de  systèmes  réguliers^  ceux  dont  les  lignes 
peuvent  être  rangées  dans  un  ordre  tel  que,  en  faisant  abstraction  pour  un 
instant  des  colonnes  vides  et  des  colonnes  pleines,  chacune  des  autres,  parcourue 
de  haut  en  bas,  soit  formée  par  la  succession  d'un  fragment  vide  et  d'un  frag- 
ment plein.  Enfin,  on  appellera  système  simple  un  système  dont  le  tableau  ne 
contient,  avec  une  seule  ligne  entièrement  pleine,  que  des  lignes  absolument 
vides. 

Cela  posé  : 

I*  Tout  système  orthonome,  passif  et  linéaire  du  premier  ordre,  peut,  par  un 
simple  changement  linéaire  et  homogène  des  variables  indépendantes,  se  rame- 
ner à  un  système  régulier,  passif  et  linéaire  du  premier  ordre,  dont  les  co- 
lonnes comprennent  respectivement  les  mêmes  nombres  d'équations  que  les 
colonnes  correspondantes  du  proposé; 

a*  Dans  tout  système  régulier,  passif  et  linéaire  du- premier  ordre,  la  recherche 
d^ntégrales  ordinaires  répondant  à  des  conditions  initiales  données  se  ramène  à 
une  recherche  semblable  exécutée  successivement  sur  divers  systèmes  simples. 

En  résumé,  l'intégration  des  sytèmes  dilTérenticIs  quelconques  est  réductible 
à  celle  des  systèmes  simples. 

Uadaniard.  —  Théorème  sur  les  séries  entières  (49^0- 

Étant  données  les  séries  entières 

f{x)   -  a^-\-  a^x  -\-  a^x^ -{-.., -f-  a„^x'^-^. .  -^ 
»  (  J7  )  —  ^„  -h  ^,  a:  H-  ôja;'  -t- . . .  -i-  6^  x'^  -■..... 

si  Ton  multiplie  entre  eux  les  coefficients  correspondants,  la  série  ainsi 
obtenue 

"^{x)  -  a^b^-^  a^b^x  -r-...-r  a^b^^x'^-{-. .. 

n'a,  dans  tout  le  plan,  d'autres  points  singuliers  que  ceux  qu'on  obtient  en 
multipliant  Taffixc  d'un  point  singulier  de  /  par  l'aflixe  d'un  point  singulier 
de  9. 

Duporcq.  —  Sur  les  cenlres  de  gravité  des  surfaces  parallèles  à 
une  surface  fermée.  (492-493). 

Le  lieu  des  centres  de  gravité  A  des  surfaces  S,  parallèles  à  une  même  sur- 
face fermée,  est  une  conique  (A). 

Quand  les  surfaces  S  s'éloignent  indéfiniment,  le  point  A  tend  sur  (A;  vers 
une  position  limite  C;  soit  (H)  la  tangente  à  (A)  au  point  C  :  la  droite  (B) 
est  le  lieu  des  centres  de  gravité  des  courbures  moyennes  des  surfaces  S  et  le 
point  C  est,  pour  toutes  ces  surfaces,  le  centre  de  gravité  des  courbures 
totales. 

Il  y  a  des  cas  particuliers  où  ce  lieu  des  points  A  se  réduit  à  une  droite  : 
relui,  par  exemple,  où  les  rayons  de  rourbure  principaux  de  S  sont  liés  par  une 
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rclalioii  involutivc,  ce  qui  arrive  lorsqu'une  des  surfaces  fermées  S  est  à  cour- 
bure lolaie  constante  et  encore  si  l'une  d'elles  est  une  surface  minima. 

Picard  (Ém,).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  algébriques  au 
point  de  vue  de  la  Géométrie  de  situation  et  sur  les  intégrales 
de  différenlielles  totales.  (532-533). 

L'auteur  a  montré  dans  des  recherches  antérieures  Pintérét  qu'il  y  a  à  intro- 
duire dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques  les  considérations  d^Analysis 
situs»  Actuellement  il  indique  un  théorème  qui  complète  cette  étude  en  un  point 
important. 

La  première  question  qui  se  présente  dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques 
est  relative  à  la  réduction  des  singularités.  Il  est  possible  de  faire  correspondre 
uniformément  une  surface /(x,  y,  ;;  )  =  o  à  une  surface  F  d'un  espace  E  à  cinq 
dimensions,  cette  surface  F  n'ayant  aucun  point  multiple.  Si  Ton  ramène  à  la 
surface  d'une  sphère  chacune  des  dimensions  complexes  de  l'espace  E,  on  peut 
reirarder  la  surface  F  comme  étant  un  continuum  fermé  à  quatre  dimensions 
réelles  ne  se  coupant  pas  lui-même.  Or  on  sait,  d'après  Hiemann  et  Belli,  qu'il 
y  a  lieu,  dans  une  variété  à  quatre  dimensions,  de  considérer  trois  ordres  de 
connexion  />,,  ^Oj,  p^  relatifs  respectivement  à  une,  deux  et  trois  dimensions. 
La  variété  ici  coitsidérée  étant  fermée,  on  aura  p^  —  p^. 

Un  résultat  paradoxal  obtenu  antéri<;urement  par  M.  Picard  est  relatif  au 
nombre  /),;  on  a  eu  général  /?,=:i,  c'est-à-dire  <|ue  tous  les  cycles  linéaires 
d'une  surface  se  ramènent  à  un  cycle  nul.  Ce  n'est  que  pour  des  surfaces  spé- 
ciales que  /?,  est  supérieur  à  l'unité,  et  la  question  se  pose  de  déterminer  le 
nombre  /?,  pour  une  surface  donnée.  Cette  question  est  liée  à  la  considération 
des  différentielles  totales  attachées  à  la  surface. 

Si  une  surfarc  a  une  intégrale  de  première  espèce,  celle-ci  aura  au  moins 
i\o\\\  péri(Mlis,  par  suite  />,£-3,  et  il  r«'sulLe  immédiatement  de  là  qu'il  n'y  a 
pas  en  i^'c/icnil  ^\^'  telles  inléi; raies. 

he  |iliis  iiiH?  Mii'fin'c  pour  Ia(|iielle /;,  =  I  n'a  pas  (rintéj^ralo  de  dilTércrilielIc 
lolali;  de  seconde  espèce  qui  ne  se  réduise  à  une  fonction  rationnelle  de  j-,  v,  z. 

tnfui,  et  c'est  là  que  l'auteur  voulait  en  venir,  toute  sur/ace  algébrique 
possède  Pi  i  iinéi^rales  distinctes  de  dij/érentielles  totales  de  seconde 
esj>ère. 

V\u>\  se  trouve  établie  une  relation  étroite  entre  la  connexion  linéaire  /?,  et 
les  iiilé^^raies  des  différentielles  totales.  D'ailleurs,  le  nombre  des  intégrales  dis- 
tinctes d<*  seconde  espèce  pouvant  être  obtenu  par  un  calcul  régulier,  on  a  par 
là  même  Tordre  de  la  ct)nnexion  linéaire. 

Pcllct,    —    Sur   les   syslèiïies    do    surfaces    orlho^onales    et    iso- 
ihcriïics.  (  ') j'i-.K*)  î ). 

Zdnnnbd.  —  Sur  la  mctiiode  dos  iij)|)roxiuialions  successives  de 
M.  Picard.  (55/1-55(3). 

L'<\ tension  de  la  inétliode  des  approximations  succcssi\es  d<^  M.  Picard  aux 
i<|iialion<   au\    d«riN«'es    paitielje'i    à   trois   variables  in<lépendantf'S    pnu\anl  •" 
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mettre  sous  la  forme 


d^9       d^ 
dx'  "^  ùy 


'Jl  ^'l3.-~  fix  y   -  ^i  î^,  î^,  '^\ 


dépend  de  trois  théorèmes  que  Ton  peut  énoncer  ainsi  : 

SoitG(jr, ^,  Zf  Ç,  ir^,  Ç)  la  fonction  de  Green  relative  à  une  surface  fermée  (S). 
Posons 

9  =  {x-\y-h{y-T,y-\-{z-:,f 

et 

Gix.yyZ,  ç.  T„;)  = V. 

P 

i"  On  a,  en  désignant  par  Dv  la  dérivée  première  de  la  fonction  v  prise  par 
rapport  à  Tune  des  variables  Xj  y  ou  z, 

|Dv|<^, 

\  étant  une  constante  positive  dépendant  uniquement  de  la  nature  de  la  sur- 
face (S)  et  ne  croissant  pas  indéfiniment  lorsque  l'étendue  de  cette  surface 
décroit  indéfiniment  suivant  une  loi  convenable; 

2*  Si  Ton  désigne  par  DjV  une  des  dérivées  secondes  de  la  fonction  v  prise  par 
rapport  aux  variables  x,  y  et  Zy  on  aura 

I1>2V|<7,> 

P 

la  constante  B  jouissant  de  propriétés  analogues  à  celles  dont  jouit  la  con- 
stante A  ; 

3-     L'intégrale 

r  r  r 

DnV  d\  d'T,  d\^ 


fff' 


étendue  à  tout  le  domaine  limité  par  la  surface  (S),  ne  dépasse  jamais  en 
valeur  absolue  une  constante  positive  C  dépendant  uniquement  de  la  nature  de 
la  surface  (S  ). 

Atoutard.  —  Sur  les  diflerenlielles  successives  d'une  fonction  à 
plusieurs  variables.  (603-607). 

Les  diiïérenticlles  successives  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  sont  des 
formes  homogènes  par  rapport  aux  accroissements  des  variables.  M.  Moutard 
appelle  solution  d'une  différentielle  tout  système  de  fonctions  des  variables 
qui,  substituées  aux  accroissements,  annulent  cette  différentielle.  Cela  posé,  les 
difTércntielles  jouissent  dés  propriétés  suivantes  : 

I.  Lorsqu'il  existe  une  solution  commune  à  des  difTérenticlles  consécutives  en 
nombre  égal  à  celui  des  variables,  celte  solution  appartient  à  toutes  les  diffé- 
rentielles suivantes. 

n.  Lorsqu'une  différentielle  admet  une  solution  multiple,  cette  solution  ap- 
partient avec  le  même  de^^ré  à  toutes  les  suivantes. 

JIL  Lorsqu'un  groupe  de  diirérenticlles  consécutives,  en  nombre  inférieur  h 
relui  des  variables,  admol  un<!  solution  (•r)mmun«"  dou!>lr,  eelle-ri  est  une  solii- 
ri«»n  double  de  tout  ;iroupe  plu-*  éioijjnr. 


SBCOM)!':   l-AllllK 


IV.  Lorsque  d«ux  diOiireBtieneii  i.i> 
(fonclioD  des  sccroiMcmenta),  ea  lue 

V.  Lorsqu'une  diffrirenijelle  aduifi 
mtme  degré  dans  tes  suiTiotM. 


Cm  proposition»  saggéreat  «tet  piobl^m»  de  Cakal  intégra)  Iri»  varK*. 


mcttcat  oudiviicur  cumi 
JVC  Jant  1«*  éuivJtiU. 
oiulilple,  f*  [ar-lenr  enir 


f  I  lulfur,  t  In 
uici  les  plu*  *tinpli 


r^auliR  ilr  rélimtn«llou  daki 
ibrci^KBl  A  celui  il»  n 


U  r^solation  se  railBche  éUttilem  pi: 
employée  pour  la  démoDstralion  île  a 

I'  Intégrer  l'équalioD  difléreatiellr 
méats  ealK  lesdilTércntiellMeok«é('.uliyi;>i  on  no 

s*  Intégrer  réqiiution  réiatunt  rfc  l'Éli(iiin«lli 
dériTées  premières  d'une  dilHieaiiclle  psr  rapport  »ux  «rcj^iitsemciiu. 

Marotte.  —  Sur  la  détermination  du  groupe  des  tranafarnialion^ 
d'une  équation  difl'érentielle  linéaire.  (6u$-6io). 

L'auteur  fait  voir  que  les  dÎTersrésulUts  obtenus  daos  It  théorie  des  gronpn^^ 
par  MM.  Klein,  Jordan,  Lie,  PainlcTé  permettent  de  résoudre  complètement  li^ 
question  suivante  : 

•  Reconnaître  si  une  équation  linéaire  donnée  admet  comme  groupe  de  traDi 

fonnatioas  un  groupe  itonné,  c'est-i-dire  un  groupe  tel  que  tonte*  le*  con 

staotes  entrant  dans  les  équations  du  groupe  sont  connues  numériçuement.  •—• 

S'attacliaot  en  particulier  aux  équations  du  second  ordre,  M.  Marotte  monlref:! 
qu'un  théorème  de  M.  Paiolevé  permet  la  détermi nation  effective  de*  traostor — 
mutions  d'une  équation  de  cet  ordre  ou  ramène  celte  déterroioatioa  1  la  m 
recherche  de  deux  nombres  entiers  p  tl  ç  satisfaisant  à  une  certaine  cnsJi-   ' 


ment. 

(in   peut  construire  elTeclivemenl    toute»  \n  équations  II-    - 

néairesdu  se< 

cond  u 

rdre  admettant  un  groupe  de  transfurnialions  donné.  CeUr  - 

dernière  prci|: 

lositioi 

1  cmplrte  les  tl.éoiémM  de  M.  Klein  sur  la  formation  de)  - 

équations  du 

sccnil 

1  ordre  inlégrabirs  algébriquenienl. 

Ifrioschi.  — 

-    Sur 

I;i    ti-.insfoiniiili<>n   des  «kgiialions   ulgébrîque!-. 

(6(ii-tifi.V) 

Gtiichard.  - 

-  Su 

r  les  coiignicnccs  associées.  (fi6()-6-i). 

correspondent  droite  par  droite  sont  dites  par  l'ai 


vrloppablcs  se  ciirres[Hindcot:  i*  les  arcs  correspondants  des  arêtes  de  rehrous- 
seinen)  de  ces  d>'vrlopp;ililcssiial  égaui  ;  i'  les  distances  focales  correspondante! 


M.  tàuirhanl  nu 
i^stèmcs  rvriiqut 


:t>ngrucnces  particulières  se  rattachent  au i 
de  re  rapprochement  dédoîL  une  propriété 
I  spbérique  des  congruences  qui  uni  une 

^<  oxnpriienccs  dépcod  de  la  ronnats^anic 
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de   trois  surfuccs  qui   ont  même  représentation  sphérique  de  leurs   lignes  tie 
courbure,  et  pour  terminer  il  énonce  les  propriétés  suivantes  : 

I*  Les  réseaux  conjugués  découpés  par  les  développables  sur  les  deux  con- 
gruenoes  se  correspondent  ; 

a*  Si  l'une  des  deux  congruenccs  est  une  congruence  de  normales  à  une  sur- 
face, il  en  est  de  même  de  l'aulre.  Les  surfaces  correspondantes  ont  aux  points 
correspondants  les  mêmes  rayons  <le  courbure  ; 

Z*  Si  les  développables  de  l'une  des  congruences  correspondent  aux  lignes  de 
courbure  d'une  focale  de  cette  congruence,  il  en  est  de  même  pour  la  con- 
gruence  associée. 

II  est  intéressant  d'examiner  le  cas  où  une  congruence  peut  être  associée  à 
plusieurs  autres.  Il  faut  pour  cela  que  deux  systèmes  correspondants  de  sphères, 
touchant  les  deux  nappes  de  leur  enveloppe  suivant  des  lignes  de  courbure, 
aient  leur  centre  en  ligne  droite  avec  un  point  fixe. 

Beudon,  —  Sur  Jes  singularités  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. ((>- 1-6-3). 

Cette  Note  a  pour  objet  d'étendre  la  notion  de  caractéristique  aux  équations 
aux  dérivées  partielles  linéaires  et  du  second  ordre  à  plus  de  deux  variables 
indépendantes. 

Soit  Téqualion 


n 


OÙ  les  \-^  et  9  sont  des  fonctions  de  z,  x,,  ...,  x„  et  des  dérivées  du  premier 
-— ^-  ~  Pi).  Si  l'on  se  donne  une  multiplicité  ponctuelle  à  n  —  i  dimen- 
sions et  une  orientation  d'éléments  du  premier  ordre  unis  le  long  de  cette 
multiplicité  M)^_,,  on  définit  de  ce  chef  une  multiplicité  intégrale  à  n  dimen- 
sions de  réqiialion  proposée.  La  multiplicité  initiale  M«. ,  peut  être  définie  en 

se  donnant  s,  j*„,  />„  arbitrairement  en  fonction  de  x,,  ....  x,, .,;  /?,,  ...,  />„_, 
étant  déterminées  par  les  relations 

<)z                      ôx^ 
J^  -A  +  /^-^         ('    ^'-^ "-M. 

Pour  qu'il  y  ait  indétermination,  il  faut  et  il  suffît  que  les  fonctions  «,  x^,  p^ 
vérifient  les  conditions 

p-i  1=1  ^      p— I  ^ 

«  —  lu  —  !  -  n-1 

2-   Zé  ^?'  \ox^      ôx,  àxj      2-  ^?-  ox,  ♦  P  -  '^• 

p.rl    I  -1  ^  p  =  l  ^ 

r)n  dira  alors  qu'on  a  affaire  à  une  multipficilé  sinf^itlicre  M|,_,.  M.  Beudon 
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développe  les  principales  propriétés  de  ces  multiplicités  sioguliércs.  Les  résul- 
tats sont  d'ailleurs  analogues,  quoique  d*énoncé  plus  compliqué,  dans  le  cas 
des  équations  d'ordre  et  de  forme  quelconques. 

BoreH^Ém,).  —  Sur  l'interpolation.  (673-675). 

Pour  former  une  fonction  entière  /{s)-,  qui  pour  z  =  a^,  a,,  —  prenne  les 
valeurs  c,,  r,,  ...,  on  calcule  la  fonction  entière  ?(«),  qui  s'annule  pour 
z  =  Oi,  a^f  . ..,  et  l'on  a 


/(-'-ZfT^ 


r,?(i) 


(--««)?'(««) 


La  seule  difficulté  est  relative  è  la  convergence  de  la  série.  M.  Borel  indique 
comment  dans  un  cas  très  étendu  on  peut  rendre  la  série  convergente  en  rem- 
plaçant 9(2)  par  9(^)6(2),  6(^)  étant  un  polynôme  ou  une  fonction  entière 
suivant  les  cas. 

Une  remarque  intéressante  est  qu'on  peut  dans  certains  cas  rendre  détermine 
le  problème  indéterminé  de  l'interpolation  au  moyen  d'une  condition  d'inéga- 
lité; cela  d'ailleurs  n'est  possible  que  si  les  données  elles-mêmes  vérifient  des 
conditions  du  même  genre. 

Far  quelques  exemples  bien  choisis,  M.  Borel  montre  l'intérêt  qu'il  y  a  à 
rapprocher  de  la  théorie  des  zéros  des  fondions  entières  et  du  problème  connu 
de  l'interpolation  les  nombreuses  questions  dans  lesquelles  on  se  propose  de 
déterminer  une  fonction  par  des  conditions  discrètes  quelconques. 

Goursat.  —  Sur  les  difTérenlielles  successives  d'une  fonction  de 
plusieurs  variables  indépendantes.  (6-6). 

Réclamation  de  priorité  à  propos  de  quelques-unes  des  propositions  contenue^ 

dans  la  Nulc  riconle  de  M.  Moutard  {Comptes  rendus,  p.  ^)o3). 

Poincdré.    —    Les   solutions    périodiques   et    le    principe    de  la 
moindre  aclion.  (713-716). 

\jn  mouvemrnL  plan  élant  rô;ii  par  les  équations 

(Px  _  fir  dry^  _  fUJ 

dt-        (ix  dt'         fiy 

la  trajccloirc  qui  correspond  à  une  solution  périodique  est  une  courbe 
fermée  (T):  mais  la  solution  périodique  peut  être  stable  ou  instable.  Si  la  so- 
lution est  instable,  deux  cas  sont  à  distinguer  :  »"  les  trajectoires  correspondant 
aux  solutions  asymptoiiijues  sont  des  courbes  spirales  s'enroulant  autour 
«le  (T)  et  s'en  rapprochant  asympt<»li<jucmenl  sans  la  couper  et  sans  se  coup»er 
entre  elles  (solution  instable  dite  (/c />rt'/?H"è/*e  5or/c)  ;  2°  les  solutions  as\!n- 
ptoti<jues  coupent  une  infinité  de  fois  la  courbe  (T)  (solution  instable  dite  d( 
seconde  sorte). 

Cela  posé,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  solution  pério- 
<lique  représentée  par  une  «onrbe  fermée  (T)  corresponde  à  une  action 


.1  -    I  yj\:  -i~  hds. 


KEVUE   DES  PUBLICATIONS.  141 

moindre  qae  toutes  les  courbes  fermées  in  fini  ment  voisines,  c'est  que  cette  so- 
lution soit  une  solution  instable  de  la  première  sorte. 

Si  l'on  fait  varier  d'une  façon  continue  la  fonction  IJ  et  les  conditions  ini- 
tiales du  mouvement,  de  manière  qu'une  solution  périodique  varie  aussi  d'une 
manière  continue,  on  ne  pourra  jamais  passer  directement  d'une  solution 
instable  de  la  première  sorte  à  une  solution  instable  de  la  seconde  sorte.  On 
pourra  seulement  passer  d'une  solution  instable  de  l'une  des  deux  sortes  à  une 
solution  stable,  ou  inversement. 

Ce  qui  précède  s'applique  sans  changement  au  cas  du  mouvement  relatif. 

Baillaud .  —  Sur  les  quadratures  mécaniques.  (737-739). 
Pellet.  —  Sur  la  théorie  générale  des  surfaces.  (739-741). 

Cosserat  (E.)*  —  Sur  la  déformation  de  certains  paraboloïdes  et 
sur  le  théorème  de  M.  Weingarten.  (741-744)- 

L'auteur  commence  par  établir  que  la  recherche  des  surfaces  applicables  sur 
un  paraboloïde  tangent  au  plan  de  l'infini  en  un  point  du  cercle  de  l'infini  et 
la  détermination  des  surfaces  à  courbure  totale  constante  sont  deux  problèmes 
qui  se  ramènent  l'un  à  Tautre. 

Considérant  ensuite  une  transformation  de  Backlund,  ainsi  déterminée 

ôx  X  —  y       '        ^       ' 
"            "^-^(.x—y^^pq^.  2-r— , 


x-y       ^'  -    .    v^      ^  ,  i  M       -^^, 

(/>  et  q  étant  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x  et  à  ^;  />'  et  q'  celles 
de  z'  par  rapport  à  x'  et  y';  w  une  fonction  des  seules  variables  x'  et^''),  il 
montre  que  l'équation  du  second  ordre  qui  définit  z'  en  fonction  de  x'  et  y'  est 
Féquation  bien  connue  dont  dépend,  d'après  O.  Bonnet,  la  recherche  des  sur- 
faces ayant  pour  élément  linéaire 

,   ,         àw    ,   ,   ,  ,        t>tv        , 
ils-  —  dx^  -f-  2  -7— r  dx  rt  V  -f-  2  3— ,  a V  -, 

ùx'  "  ày'    ' 

tandis  que  l'équation  qui  définit  z  comme  fonction  de  ^  et  ^  est  celle  dont 
M.  Weingarten  a  fait  dépendre  la  recherche  des  surfaces  ayant  ce  même  élément 
linéaire. 

Une  autre  transformation  analogue 

âw  X  -h  y  , 

7*  -i  ■  >'  ÔW 

* ^    ■=/>',  5--f-  {X  —y)'-¥-pq  -  2  — -, 

X  -  y       '  .'Il  ^^y 

conduit  pour  5  à  la  niômc  équation  que  la  précédcnle,  el  pour  z'  à  l'équation 
que  vérifient  les  coordonnées  cartésiennes  des  surfaces  qui  admettent  rélêment 
linéaire  ci-dessus. 

L'équation  de  M.  Weingarten  se  trouve  par  là  rattachée  aux  équations  anié- 
rieuremcnt  employées  dans  la  théorie  de  la  déformation  des  surfaces. 


ijv  SHCONDK  PAUTIË. 

Colion.  —  Sur  les  tM|iiiiiions  linéaires  aux  dérivées  parliclles  du 
second  ordre  »  deux  viiriables.  {'^H-'^iG), 

Si  Ton  ronsidri'c  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  ircond  ordre 
lini'airc,  à  deux  variables  in  dépendantes,  et  le  groupe  formé  par  l'eDtemble 
des  transformations  suivantes  :  rliangement  des  Tariables  indépendaotes  et 
changement  de  la  fonction  «v  en  X(j?,,  âr^)!!',  on  peut  le  proposer  de  rechercher 
les  équations  qui  admettent  un  groupe  continu  de  transformatioas. 

M.  Cotton  a  trouvé  que  ces  équations  rentrent  dans  l'un  des  qaatre  types 
canoniques  déterminrs  en  iSi^a  par  M.  Lie,  pour  les  équations  ndmellaal  une 
transformation  de  contact  infinitésimale.  Deux  de  ces  groupes  sont  à  trois  pa- 
ramètres, doux  ik  un  j>araniclre. 

Certaines  équations  qui  se  rencontrent  dan«  la  théorie  de  la  distribution 
électrique,  celles  auxquelles  satisfont  les  fonctions  spliériques,  enfin  Téquation 
dite  des  lé/égraphixtes  admettent  un  groupe  continu  à  trois  paramétres. 

Desaint.  —  Sur  les  propriélés  des  fonetiuns  eulirres.  l,7{<>-7  {7  ^ 

Knoncé  de  deux  propriétés  des  fondions  définies,  soit  par  des  séries,  soit  par 
dos  éfiuatioDs  dilTêrcnlielles.  PropoHJiioii  permettant  de  caractéri>er  niinm^ 
unift»rme  ou  roiiime  non  uniforme  une  fonction  donnée  j>ar  des  valeiiis  *»iir  un 
cenle  et  tendant  vcr'o  une  valeur  roniine  quand  l'aflixc  de  la  variald«*  -«'«'lnijene 
à  l'inlini  dan-  unr  certaine  direction. 

Zaremlm,  —  Sur  l<»  pi'ohlùine  de  Uirichlel.  (940-941). 

L'auteur  montre  que  l'on  peut  étendre  à  l'espace  le  procédé  altrrnv  de 
M.  Scliwai^..  <*ii  élalilis>aiit  le  théorème  suivant,  relatif  à  une  ««urface  iS» 
fermée,  siniplnnent  connexe,  admet  tant  en  chacun  de  ses  points  de»  r^jun»  de 

coiirhurc  délcrminé>,  dillérnils  de  z«"'ro  : 

■t  Si  7  di"«»ii:n«'  l.i  pl«i«»  «-ourle  (li>lan«e  du  poiui  Mi  j-,  ï'.C)  à   la   ««uif.n'i*  ,  < 

cl   si    fou    posi; 

/•-       (  .r       ./■)■■}-(>■       »''i'-'-'-'c  —  z' )-. 
la  dilTtrcu"  c 


-  //> 

s  •  ■■  •  s 


I  iiy  jr.)\  :.  y ,  y  \  z    >  fi  .r' .\    '^^ds-    ^    j 

•    s  •    '■  .    V 

\vi\i\  unir<>i-iiii-iii«'iil   v«iH  /iT')  lni<«ijin'Y  Iriid  vrc*»  /ir«»  • 


f  'osscrnl  i  /'.  K         Sni'  r('m|»l«»l  <lr  l'cspiM-e  à  (|u:ilit'  <llni(Mi<ion'« 
(hius  1  ('tuilr  i\i">  Mii'l;i<'('>  iili;rl)ri(|ii('.s  ailniellanl  pliiNJeiirs  M'rii'^ 

de  eoilHJIK's.  (  Mu»  j-  I  n«  >S  I. 

I.i'^  «.urf.H»'"»  I"  ilmil   il  >»".i;^it  «ioiil  «  flli  •»  dont  \r^  i'oordoiiiiri  >   lioiiiii:;«'-iif-<  ,r 
./■  .  ./•  .  ./■,  >  r\piMiitnl  i-ii  ItMnMion  d«*«|ru\  p.ir;nn«-trc«»  a  ri  ;x.  p;ir  |c>  fiiiinijl.-^ 

o.r        i  (t  A-       />  A    •    c  )'x--:    iV/'a*       //!  a       r!  )  ;i -*   a.\-       ///.    >    r  , 

OU    l«*s  //,  //.  r  v.Mit    *\r>,  «iin-ldiitf-.   I.«  iir   ilutlr   m  Htcuiainpie  «»\i^i-   <r.ilH..rti  |.i 
rcriiri  i-lir  i|i-  l.i  ii>iiili«'  II' il  tlf»  pojnt^  iiiiiliipli"«.  I'!lli'  i"«l   t.)«  iliti-e  et   «itnpliii<-i 
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par  la  considération,  dans  Tespaco  à  quatre  dimensions,  de  la  variété  V  lieu 
d'un  point  dont  les  coordonnées  homogènes  x,,  ...,  x^  sont  définies  par  les 
formules 

OÙ  les  fi  sont  cinq  formes  quadratiques  des  quatre  paramétres  t,..  Aux  diffé- 
rents cas  particuliers  présentés  par  le  système  linéaire  du  quatrième  ordre  défini 
par  les  cinq  quadriques  /«=  o  correspondent  des  variétés  V  particulières,  au 
moyen  desquelles  on  parvient  à  une  classification  complète  des  surfaces  F. 

De  Sahert.  —  Sur  une  formule  d'Analyse  relative  à  certaines 
intégrales  de  fonctions  elliptiques  par  rapport  à  leur  module. 
(1008-1010). 

La  notion  des  intégrales  elliptiques  envisagées  comme  fonction  de  leur  mo- 
dule joue  un  rôle  considérable  dans  TAnalyse.  Mais  on  s'est  peu  occupé  de  leur 
intégration  par  rapport  au  module.  L'auteur  fait  connaître  une  formule,  à 
laquelle  il  a  été  conduit  dans  ses  recherches  sur  l'attraction  du  parallélépipède 
ellipsoïdal,  où  figurent  des  intégrales  de  première  et  de  seconde  espèce,  inté- 
grées par  rapport  au  module,  et  des  intégrales  de  troisième  espèce. 

Boulanger,  —  Sur  l'intégration  algébrique  des  équations  difTé- 
renlielles  linéaires  du  troisième  ordre.  (loi  i-i()i3). 

Étant  donnée  une  équation  à  coefficients  rationnels 
(i)  y"^- ^ay" -b^by'-\- cy —  o, 

les  quotients  U  =^'2  *Ti  ^^  ^'  —Xi  *  .>'i  ^^  trois  intégrales  linéairement  dis- 
tinctes vérifient  un  système  (  S  )  de  deux  équations  différentielles  du  quatrième 
ordre;  et  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  générale  do 
l'équation  (i)  soit  algébrique  est  que  a  n'ait  que  des  pôles  simples  à  résidus 
commensurables  et  que  l'intégrale  générale  du  système  (S)  soit  algébrique. 

A  ce  système  l'auteur  en  substitue  un  autre  formé  de  deux  équations  diffè- 
rentielles  du  quatrième  ordre  en  P  et  Q,  qui  admet  une  intégrale  (P,Q)  ra- 
tionnelle^ quand  l'intégrale  générale  de  (1)  est  algébrique  et  réciproquement 
(la  condition  relative  à  a  étant  toujours  supposée  remplie).  Or,  on  peut  recon- 
naître s'il  existe  une  telle  intégrale  rationnelle  et  la  déterminer  dès  qu'on  n 
linnité  les  degrés  de  1*  et  de  Q;  c'est  ce  que  l'auteur  a  pu  faire  dans  deux  ras 
(groupe  0,15  de  liesse  et  groupe  0,6,  de  Klein). 

Demoulin,  —  Sur  les  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent  à 
lin  complexe.  (»o---io79). 

Soient  I)  une  droite  appartenant  a  un  coinpirxr  quolron<{ue  et  O  un  point 
pris  arbitrairement  sur  cette  droite.  On  considère  les  courbes  C  dont  les  tan- 
gentes font  partie  du  complexe  et  qui  touchent  en  O  la  droite  D. 

M.  Demoulin«  rectifiant  un  énoncé  de  M.  Sophus  Lie,  montre  qu'/7  existe  en 
général  la  même  relation  linéaire  entre  le  rayon  fie  courbure  0  et  le  rayon 
de  torsion  x  de  chacune  de  ces  lignes  au  point  <>. 


SECONDE  PAHTIE. 


Si  la  droite  D  n'est  pu  aingnli 


A,  B,  C  éunt  de*  constantei. 

Si  la  droite  D  e«t  liognlièra  tt  ^î  Ir  p'iinl  0  n'cH  put  le  point  de  & 
cette  droite  avec  la  surface  dM  Eioguliirit^»,  le  Mppirl  i>e  p  4  t  est  ciwstaabV 

Si  la  droite  D  eat  «ingnUin  tt  liiiichi^  en  0  la  snrfoce  ilcs  «in^uUrlttc,  p  oaI 
CD  nf tant. 

Guichard.  —  Sur  quelqa<?9  appl 
tèmes  cycliques.  (1079-11181). 

Énoncé  d'nn  tbéorime  coBcanut  o 

1*  TrouTCr  lex  «urracea  dont  le*  centrei  de  conrbarc  sont  tus  d'ua  point  &xe 
tous  un  angle  droit; 

!•  TrouTcr  les  surfaces  telle*  qae  le*  plan*  menés  par  ddc  droite  fixe  et  le* 
centre*  de  courbure  soient  rectangulaire*. 

Petrovitc/i.  —  Sur  un  procédé  d'intégralion  graphique  des  équa- 
tions diflVîrcD  lie  Iles.  (io8i-io84)- 

Bousiinesq.    —   Lcoulement  graduellement   varié  des   liquides 

dans  les  Uts  à  grande  section  fondamentale.  (1  igG-ivoa). 

fort    Weber.  —  Sur  les  équations  aun  dérivées  partielles  du 

second  ordre,  dont  les  deux  systèmes  de  caractt^risliques  sont 
confondu!*.  (121  j-iaij). 

Cunsidtrant  une  ciiualton  du  second  ordre  i  caraclémliqucs  confondue». 
raulCMi-  cberclic  inutvs  li^s  caractéristiques  du  truisiéme  ordre  passant  par  une 
caractéristique  donnée  du  «ccund  ordre.  11  montre  d'abord  qu'en  général  une 
CMractérisliqne  du  si^rond  ordre  ne  peut  appartenir  A  plus  d'une  surface  inlé- 
grak",  cp  i|ui  établit  une  différence  profonde  avec  les  équations  1  caracléris- 
liques  ilislinctcs  tnutc  caractéristique  de  res  dernières  apparteuiinl  i  une  inlî- 
oité  d'inléjimti's.  Il  t'idbtit  ensuite  que  ['cn^snible  des  caractéristiques  du 
second  ordre  apparti-niint  à  des  surfaces  intégrales  non  singulières  ne  dépend 
que  de  sept  paramétrrs.  Il  détermine  enfin  les  équations  i  caractéristiques  cua- 
fooducs  qui  sont  linéaires  par  rapport  aui  dérivées  secondes. 

Caiiaii.  —  Sur  les  svstéines  de  nombres  complexes.  (i2i--i2ao). 

Sur  la  convergence  des  substitutions  uniformes. 


Léincray. 


'  de  l'équation  /j: 


-  n.  fi  étant  une  fonction 
iC  Ui'  fx.  Si  />  est  un  mul- 
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tipic  «le  /i»  pour  que  les  y>  premières  dérivées  de  /"x  —  x  s'annulent  au  point 
JT  —  a,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  p  :  n  relations  convenables  entre  les 
valeurs  que  prennent  en  ce  point  les  dérivées  de /x. 

La  substitution  {x,  fx)  indéfiniment  répétée  fournit,  pour  une  valeur  donnée 
«le  jr,  des  valeurs  qui  peuvent,  <lans  certains  cas,  converger  vers  une  racine  a 
de  Téqualion  /x  —  x  =  o.  Soii  toujours  p  un  multiple  de  n.  Si  les  p  premières 
dérivées  de  /"x  —  x  sont  nulles  au  point  x  =  a  (mais  non  la  dérivée  sui- 
vante), le  cercle  décrit  de  a  comme  centre  avec  un  rayon  infiniment  petit  se 
décompose  en  2p  secteurs  égaux  qui  sont  alternativement  régions  de  conver- 
gence et  régions  de  divergence  pour  la  substitution  considérée  ;  l'auteur  enseigne 
à  distinguer  les  premiers  des  seconds. 

Painlevc,  —  Sur  les  petits  mouvements  périodiques  des  systèmes. 

(1222-1225). 

M.  Poincaré  a  discuté  les  mouvements  périodiques  d'un  système  dans  le  voi- 
sinage d'une  position  d'équilibre,  ce  qui  revient  k  étudier  le  système  diffé- 
rentiel 

(i)  -^  -  a^^-x,-^  a..x,-h . .  .-h  a„-x^         (y  =  1,2 n). 

où  les  seconds  membres  sont  nuls  et  holomorphes  pour 

et  à  chercher  s'il  existe  des  solutions  périodiques  d'amplitude  aussi  petite  qu'on 
veut  et  dont  la  pério<le  (i>  reste  inférieure  à  une  limite  finie  )^.  Il  a  montré 
que  o)  diffère  très  peu  de  a/nr  :  X,  m  désignant  un  entier  et  i\  une  racine  de 
Téquation 


0-_  A(.0   -z: 


a^^       s     rtj^,      . . .  <7„^| 


«l,n  f'i.n       ••-•       «,.,»—  -^ 


Mais  la  discussion  ultérieure  prête  à  une  objection,  que  M.  Painlevé  indique  et 
qu'il  réussit  à  lever.  Il  arrive  à  cette  conclusion  : 

«  Si  l'équalion  A  =  o  admet  des  racines  purement  imaginaires  qui  soient 
toutes  simples  et  n'admet  aucune  racine  nulle,  le  système  (1)  possède  une  infi- 
nité de  solutions  périodiques  réelles  et  distinctes  qui  diffèrent  peu  de  la  solu- 
tion JT,  ::s  j:,  — . . .  —  a?^  —  o.  » 

L*autear  énonce  ensuite  un  théorème  relatif  au  cas  où  A  =  o  admet  une 
racine  nulle  et  d'où  résulte  notamment  cette  conséquence  :  un  solide  pesant 
étant  fixé  par  un  point,  il  existe  une  infinité  de  mouvements  périodiques  réels 
dans  lesquels  le  centre  de  gravité  G  reste  très  voisin  de  sa  pr»ilion  la  plus 
basse;  en  particulier,  dans  lesquels  (■  décrit  un  petit  cercle  autour  de  la  verti- 
cale. 

'f^cornu,  —  Sur  le  rendement  des  engrenages.  (1225-122-). 

Jf^oincaré,  —  Sur  les  périodes  des  intégrales  doubles  et  le  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice.  (1259-1  2(k»). 

Bull,  des  Sciences  mathv'm.,  -ji'  série,  t.  X\II.  (Juillet  iHyS.)  H.  10 


M6  SliCONDË  l'AHTlC^ 

L'auteur  énonce  quelques  iraiiliuu  qu'il  i  obtenai  «n  avpnqvnnt' !«  IW"*» 
des  périodes  des  inléErales  <l<»il>l(!i  au  di>vctop|irn)cDl  de  la  f<i»cUuK  pertncto- 

Qotad  les  deux  excenlririirs  mmii  nulles,  k»  oneftfcienU  du  liir^ttfpame*! 
sont  des  fonctions  traaseencljnlc»  dt-t  élémeiiln,  in»is  lU  xtM  tiés  par  do  •~<l' 
lions  de  rdcurrence,  dételle  Tur.un  qu'il  n'j  a  quenim)  iransceiulaato  d(*tia*~  ^^ 

Quand  les  eicenlriciUs  nr  «unt  gias  nulles,  %i  l'on  développe aui van l  In»*  ■*' 
cl  lea  cosinus  des  mnliiples  des  auuiiialies  Pi;ecnirit|uek.  lea  todltciffil»  ^sM 
0  qu'il  u'y  •  que  leiae  ■tum*^^*' 

Boussinesq.  —  Théorie  g^nérattt de»  ii5giines  graducUt-iufDl  vu*"* 
dans  l'écoulemenl  totirbilloniianl  des  liquider  :  fomiuIcA 
première  approximalion.  (lutii-iuti^). 

Pettet.  —  Sur  les  surfai-c-s  iivatii  iiiôuic  ifpii's 

(iayi-i3y4)- 
Gottrsal.  —  Remarques  sur  une  Note  rccenle  de  M.  E.  vod  Wflbtf^ 

Les  équations  dont  .M.  von  Weber  s'occupe  k  la  fin  de  su  Note  réceate  (vmt' 
ci-dessus),  savoir  les  équations  linéaire*  aux  dérivées  partieltc*  du  tecuad 
ordre  k  caractérisiiques  confondues,  ont  été  signalées,  de*  1891,  par  H.  Goai^ 
sal  qui  en  a  fait  depuis  une  élude  détaillée  (Acta  mathemMiea,  t.  XIX). 

Cartan.  —  Sur  les  s^slèmes  rëels  de  nombres  complexes.  (1396- 
129;). 

Boussinesq.  —  Vérificalron  expérimentale  de  la  ihéorie  d 
iV'Coulciiicnt  graduellemcnl  varié  dans  les  canaux  découvert; 
(i32(i-i3:i:î). 

/V//f/.  —  Sur  Iwsurfiiccs  isouiétriqiies.  (la^lj-i.'lSy). 

Paintct'é.  —  Sur  les  petits  inouvcuieiils  itoriudiiiuc^dcssvstt't 
à  longue  période.  (i'i.\o-i'S.i'')- 

Aux  n-sultals  ilr  >a  derniùrc  \ule,  l'aiilrur  HJiiulc  roliii-ci  ;  •<  Si   lii  for 

des  forces  e>it  nulle  et  niiiiiina  pour  jr,  ^  x.^^ —  s,   :  "  i-t  m  son  dévr' 

nirnl  ruinmoiL-c  par  ilcs  terme»  di:  degré  Mijicricur  du  •.crunil.  il  existe  1! 
voisinage  de  lu  piMltioii  d'équiliLru  une  inlluili!'  de  pi-tJB  miiuvcuicnlï 
diquc'<.  rc-i^ls  l'I  ili^liiicts  ;  ni.ii»  la  période:  du  ces  miiuieiuciiU  tcod  vers 

Poincfiri-  (//.).  —  Sur  les  fonctions  abéliennes.  (1407-141 
Le  ihcorùiiic  funcUmcnla!  de  ItieiiiaiiD,  aux  ierino>   duquel   toute 
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uniforme  de  p  variables,  ip  fois  périodique,  est  le  quotient  de  deux  fonctions  8, 
peut  être  établi,  comme  Font  jadis  montré  MM.  Poincaré  et  Picard,  si  l'on 
admet  ce  lemme  :  entre  p  + 1  fonctions  uniformes  de  p  variables,  sy?  fois  pé- 
riodiques, sans  point  singulier  essentiel  à  dislance  finie,  il  y  a  toujours  une 
relation  algébrique. 

M.  Poincaré  revient  aujourd'hui  sur  ce  lemme  et  résume  la  démonstration 
qa^il  en  a  trouvée.  Il  donne  ensuite  une  nouvelle  démonstration  du  théorème 
fondamental. 

Boussinesq,  —  Expression  des  petites  composantes  transversales 
de  la  vitesse  dans  les  écoulements  gradtiellement  variés  des 
liquides.  (i4ii-i4i6)* 

Cosserat  {E.),  —  Sur  les  surfaces  qui  peuvent,  dans  plusieurs 
mouvements  différents,  engendrer  une  famille  de  Lamé.  (1426- 

i4a8). 

Aux  quelques  surfaces  connues  qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée  M.  Cos- 
serat en  ajoute  une  nouvelle,  en  indiquant  deux  démonstrations  du  théorème 
suivant  : 

«  Toute  cyclide  de  Dupin  peut,  dans  deux  mouvements  différents,  engendrer 
une  famille  de  Lamé;  parmi  les  mouvements  qui  résultent  de  la  composition 
des  deux  premiers  et  qui  jouissent  de  la  môme  propriété  à  l'égard  de  la  sur- 
face, se  trouvent  deux  rotations  autour  des  deux  droites  rectangulaires  D  et  A 
par  lesquelles  passent  respectivement  les  plans  des  deux  séries  de  lignes  de 
courbure  de  la  cyclide  de  Dupin  considérée,  v 

A  regard  des  familles  de  Lamé  engendrées  par  la  cyclide  de  Dupin  tournant 
autour  des  droites  D  et  A,  les  surfaces  qu'il  faut  leur  adjoindre  pour  composer 
un  système  triple  orthogonal  sont.  Tune  composée  de  sphères  de  rayon  variable, 
l'autre  de  surfaces  qui  (à  une  exception  prés)  sont  toutes  égales  entre  elles, 
mais  transcendantes. 

Darboux,  —  Observations  relatives  à  la  Communication  pi»écé- 
dente.  (14^8). 

M.  Darboux  fait  observer  qu'on  rend  intuitif  le  théorème  de  M.  Cosserat  en 

remarquant  que  toute  cyclide  de  Dupin  est,  de  deux  manières  différentes,  une 

sarface  de  Joachimsthul,  et  que  toute  surface  de  Joachimsthal  engendre  une 

famille  de  Lamé  en  tournant  autour  de  la  droite  par  laquelle  passent  les  plans 

de  ses  lignes  de  courbure  planes. 

ffourget  i^UJ),  —  Sur  une  classe  de  fonctions  h^^perabéliennes. 

Ci4'^8-i43i). 

B^tude  du  groupe  hyperabélien,  auquel  conduisent  les  recherches  de  MM.  Iler- 
f^iîte  et  Picard,  formé  de  substitutions  non  linéaires  relatives  aux  périodes  des 
i  t%%.éz^<a\t%  normales  de  genre  deux. 
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Kn  recherchant  l'effet  des  substitutions  fondamentales  de  ce  groupe  sur  les 
dix  fonctions  &  paires  à  arguments  nuls,  Tauteur  a  reconnu  que  ces  fonctions 
se  permutent,  à  des  facteurs  constants  près,  ce  qui  Ta  conduit  à  partager  les 
fonctions  &  en  deux  groupements,  dont  chacun  forme  comme  un  système 
fermé. 

Bourlet,  —  Sur  cerlaines  équations  analogues   aux    équations 
différentielles.  (i43i-i433). 

Soit  G  le  symbole  opératif  d'une  transmutation  additive  donnée.  Désignant 
par  G^,  G',  ...  les  puissances  symboliques  de  cette  opération,  et  se  donnant 
une  relation  telle  que 

on  a  une  sorte  adéquation  opéraiive  pour  déterminer  la  fonction  inconnue  ii  de 
la  variable  x.  Cette  équation  est  analogue  non  seulement  par  sa  formc^  mais 
par  ses  propriétés,  aux  équations  différentielles  linéaires.  Ainsi,  quand  les  coef- 
ficients Pf  sont  des  constantes,  dès  que  Ton  connaît  une  fonction  ^{a:^  r)  véri- 
fiant réquation  ^ 

on  obtient  m  intégrales  de  Téquation  (i)  en  donnant  à  r  les  m  valeurs  racines 
de  l'équation 

Au  moyen  de  ces  considérations,  Tautciir  est  parvenu  à  un  nouveau  procédé 
pour  intégrer  l'équation  fonctionnelle  de  SchrJider.  Généralisant  la  notion 
d'équation  opérative  dont  la  relation  (i)  n'offre  qu'un  type  très  particulier,  il 
a  établi  que  les  seules  équations  opératives  dont  la  théorie  puisse  présenter  des 
analogies  avec  celle  des  équations  différentielles  ordinaires  sont  les  équations 
fonclionnellcs  opcralivcs. 

AppelL  —  Observations  sur  la  Communication  prccédenle.  (i  {33- 

1434). 

Mention  des  (liffcrenccs  de  principes  et  des  analogies  de  résultats  entre  les 
travaux  de  M.   Boiiriol  cl  «eux  de  M.  Pinclierle,  professeur  à   rLiii\ersilé  de 

n()lo«;ne. 

LcK'i-CiKlta,  —  Sur  une  classe  de  ds-  à  trois  variables.   (i43{- 

1.138). 

Tous  les  types  de  force  vivo,  arlucllement  connus,  dont  les  géodésiques  pos- 
sèdent une  intégrale  quadratique,  sont  réductibles  aux  formes  de  M.  Stàckel  ou 
de  -M.  Painlevé.  M.  Levi-Civila  considère  les  forces  vives  à  trois  variables 


11  ^  V    a 


r,PrP,> 


1 


telles  (juc /?,/?.— const.  soit  une  intégrale  pour  les  géotlésiques.  Il   dtUenninc 


REVUK  DES  PUBLICATIONS.  i/.o 

explicitement  Texpression  H  de  toutes  ces  forces  vives  qui  forment  une  classe 
assez  étendue.  Il  montre  ensuite  que  ces  forces  vives  ne  sont  réductibles  ni  à 
la  forme  de  Stdckel,  ni  à  celle  de  M.  Painlevé. 

Picard,   —    Sur  rintégration   de    réquatîon    Am  =  F(w,^,^). 
(1488-1490). 

Dans  des  recherches  antérieures,  M.  Picard  a  montré  que,  si  ¥{UiX^y)  est 
une  fonction  continue  de  u,  Xy  y  pour  toute  valeur  réelle  de  u  quand  le 
point  {x^y)  est  dans  une  certaine  région  R  du  plan  et  si,  de  plus,  cette  fonc- 
tion croit  toujours  avec  u,  il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale  de  l'équation 

d'à       <^'w       p/ 

qui  soit  continue  dans  un  contour  et  prenne  des  valeurs  données  sur  ce  contour. 
Il  a  enseigné  à  calculer  cette  intégrale,  dans  le  cas  où  la  fonction  F  est  toujours 
positive.  Il  établit  présentement  que  la  même  méthode  de  recherche  est  appli- 
cable quand  la  fonction  F  peut  s'annuler. 

Picard.  —  Sur  les  fonctions  uniformes  quadruplement  pério- 
diques de  deux  variables.  ( 1 490-1 49  >)• 

Pour  établir  les  relations  entre  périodes  sur  lesquelles  repose  leur  démons- 
tration du  théorème  fondamental,  relatif  aux  fonctions  uniformes  3/1  fois 
périodiques  de  n  variables,  MM.  Poincaré  et  Picard  considéraient  des  intégrales 
simples  de  différentielles  totales  relatives  à  une  certaine  surface.  M.  Picard 
montre  que  ces  relations  peuvent  être  déduites  des  propriétés  des  intégrales 
multiples. 

Soussinesq.  —  Parties  tournantes  des  composantes  transversales 
de  la  vitesse  dans  un  écoulement  permanent  graduellement 
varié.  (1492-1497). 

Hadamard,  —  Sur  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  à  cour- 
bures opposées.  (i5o3-i5o5). 

La  surface  est  supposée  à  courbures  opposées,  sans  singularité  à  distance 
finie  et  d'un  ordre  de  connexion  supérieur  à  deux;  les  nappes  à  l'infini  sont 
supposées  évasées.  Dans  ces  conditions,  les  géodésiques  se  répartissent  en  quatre 
catégories:  i*  géodésiques  fermées  (formant  une  infinité  dénombrable ) ;  2*  géo- 
désiques asymptotes  aux  géodésiques  fermées;  ^  géodésiques  s'éloignant  à  l'in- 
fini sans  alternative  de  retour  à  distance  finie;  4*  géodésiques  s'approchant 
d'une  infinité  de  géodésiques  fermées,  avec  apparence  asymptotique,  puis  s'en 
éloignant. 

Dans  le  voisinage  immédiat  de  toute  géodésique  qui  reste  à  distance  finie,  il 
existe  des  géodésiques  appartenant  à  l'un  des  quatre  types  ci-dessus. 

Miller  (J.-A.).  —  Sur  Ténutnéralion  des  groupes  primitifs  dont 
le  degré  est  inférieur  à  17.  (i5o5-i5o8)* 
Buit,  de»  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XXII.  (Août  1898.)  R.ii 
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L'auteur  a  examiné  à  nouveau  tous  les  groupes  possibles  primitifs  dont  le 
degré  ne  dépasse  pas  i6,  et  il  en  a  trouvé  quelques-uns  qai  avaient  échappé  à 
ses  prédécesseurs.  Voici  le  Tableau  qui  résume  cette  longue  et  laborieuse  re- 
cherche : 


Hegré.. . 
Nombre. 


3 

4 

f) 

7 

8 

9 

lO 

1 1 

la 

i3 

«4 

i5 

ifi 

i 

2 

5 

4 

7 

7 

11 

U 

8 

6 

9 

4 

6 

22 

Le  Roy.  —  Sur  la  délerminallon  des  intégrales  de  certaines  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  non  linéaires  par  leurs  valeurs  sur 
une  surface  fermée.  (iSoS-iSog). 

Par  une  application  nouvelle  de  la  méthode  des  approximations  successives  à 

Téquation 

AU  =  Ç/(U,  x,>',5)  -4-  ^{x,y,z), 

où  \  désigne  une  constante  positive  et/  une  fonction  croissante  avec  U  et  nulle 
pour  U  =  o,  l'auteur  détermine  une  intégrale  U  continue  qui  s'annule  sur  une 
surface  fermée.  De  la  sorte,  l'intégration  de  l'équation 

où  F  croit  avec  U,  est  ainsi  effectuée  par  une  véritable  méthode  de  prolonge- 
ment analytique.  Ces  résultats  s'étendent  à  des  équations  d'un  type  plus  général. 
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l'omet  (C).  —  Nouvelles  reclierchcs  sur  les  spectres  des  planètes. 

(5-20). 

Parmi  les  conclusions  auxquelles  parvient  M.  Vogel  citons  celles-ci,  qui  ont 
un  intérêt  général  : 

1"  L'atmosphère  de  Mars  est  de  nature  intermédiaire  entre  celles  de  la  Lune 
et  de  Mercure  d'une  part  et  celles  de  Jupiter  et  de  Vénus  d'autre  part;  sa  den- 
sité est  comparable  à  celle  de  l'atmosphère  terrestre. 

'.>"  Il  semble  que  les  atmosphères  des  satellites  de  Jupiter  soient  semblables 
à  celle  de  Jupiter  lui-même. 

3"  Il  ne  se  peut  pas  que  les  anneaux  de  Saturne  émettent  de  la  lumière  par 
suite  de  chocs  des  corpuscules  dont  on  les  suppose  formés.  Il  est  certain  que 
la  raie  d'absorption  X  6i8  (xji  qui  est  caractéristique  pour  le  spectre  de  Saturne 
manque  dans  le  spectre  des  anneaux.  La  grande  intensité  de  lumière  des 
Himciiux   relativement  à  celle  de  Saturne  s'explique  en  admettant  qu'il  n'v  a 
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pas  d'atmosphère  autour  des  anneaux,  tandis  que  celle  de  Saturne  est  très 
dense. 

Kronecker  (L.),  —   Extrait  d'une  lettre  adressée  par  L.  Kro- 
necker  à  M.  Dedekind,  le  i5  mars  1880.  (11 5- 117). 

Kronecker  annunce  à  M.  Dedekind  qu'il  est  parvenu  à  démontrer  que  l'étude 
des  équations  abéliennes,  dont  les  coefficients  dépendent  rationnellement  de 
racines  carrées  de  nombres  rationnels,  se  ramène  à  celle  des  équations  de 
transformation  des  fonctions  elliptiques  à  modules  singuliers,  tout  comme 
rétude  des  équations  abéliennes  à  coefficients  rationnels  se  ramène  à  celle  des 
équations  de  la  division  de  la  circonférence  du  cercle  en  parties  égales. 

Cette  étude  et  les  propriétés  arithmétiques  des  racines  de  ces  équations  qui 
en  découlent  reposent  essentiellement  sur  ce  que,  d'une  part,  les  racines  des 
équations  abéliennes  sont  aussi  voisines  que  possible  des  nombres  rationnels, 
en  ce  sens  que  si  le  degré  de  ces  équations  est,  par  exemple,  un  nombre  pre« 
mier  p,  les  radicaux  qui  figurent  dans  les  racines  de  ces  équations  ont  comme 
indice,  non  pas  le  nombre/),  mais  seulement  V  un  des  fadeurs  premiers  de  p 
(dans  le  sens  donné  par  Kronecker  à  ce  mot  dans  sa  dissertation  inaugurale) 
formé  au  moyen  de  racines  (/?— i)'*™"  de  Tunité;  et  que,  d'autre  part,  les 
racines  des  équations  de  transformation  des  fonctions  elliptiques  à  modules 
singuliers  sont  encore  plus  voisines  des  nombres  rationnels  que  ne  le  sont 
toutes  les  racines  des  équations  abéliennes,  en  ce  sens  que  si  le  degré  d'une 
équation  à  module  singulier  est  un  nombre  premier/?  par  exemple,  le  nombre 
dont  il  s'agit  finalement  d'extraire  la  racine  est  une  /;•*»*  puissance  dans  le 

sens  arithmétique  du  mot;  ce  nombre  qui  est  de  la  forme  a  -¥-  b  ^ —  D,  où  a 
et  b  dépendent  de  racines /;•*""•  de  l'unité,  est,  en  effet,  la  />•*«»•  puissance  d'un 
nombre  idéal  de  Kummer. 

F'robenius  (G.).  —  Sur  les  groupes  finis.  (163-194). 

I.  Dans  ses  Cours  et  dans  plusieurs  de  ses  publications,  Kronecker  a  insisté 
à  plusieurs  reprises  sur  les  avantages  qu'il  y  a  à  exposer  et  à  développer  les 
théories  de  Galois  en  étudiant,  au  moins  au  début,  au  lieu  des  propriétés  des 
substitutions,  celles  des  ensembles  d'objets  soumis  à  des  opérations  déter- 
minées. C'est  à  ce  point  de  vue  que  se  place  M.  Frobenius;  il  en  résulte  que, 
dans  ce  Mémoire  qui  sera  sans  doute  suivi  de  plusieurs  autres,  il  emploie  une 
terminologie  un  peu  différente  de  celle  de  la  théorie  des  substitutions.  Parmi 
les  résultats  qu'il  obtient,  quelques-uns  sont  nouveaux;  d'autres,  quoique  bien 
connus,  sont  intéressants  par  la  façon  dont  ils  se  présentent;  il  convient  d'in- 
sister particulièrement  sur  ce  que  la  notion  d'isomorphisme  mériédriquc,  ainsi 
que  celle  d'un  certain  isoniorphisme  plus  général  envisagé  par  M.  Capelli,  sont 
rendues  entièrement  inutiles  par  l'introduction  des  facteurs  d'un  groupe. 

Il  semble  donc  nécessaire,  malgré  les  redites  inévitables  pour  le  lecteur 
familiarisé  avec  la  théorie  des  substitutions,  de  préciser  d'abord  la  termino- 
logie employée  par  M.  Frobenius. 

Soit  un  système  A'éléments  bien  définis  tels  que  deux  quelconques  d'entre 
eux  A,  B  en  engendrent  un  troisième  AB  au  moyen  d'une  opération  satisfaisant 
aux  quatre  conditions  suivantes  : 


^^V^V 

iji                                       SliCUNDE  PAHTIE. 

■  •  Elle  est  univoquc  :  ïi  \  =  \'  cl  si  B  =  B;  un  a  Jont  AB=AB';              _ 

1-  Elle  csi  uQiToqucmput  réversible  :  si  AB  =  A'B',  chacune  des  dm  ^•ifl 

tités  A  =  A',  B  =  B'  entraîne  donc  l'autre;                                                        ^H 

3-  Elle  est  aasociRtîvc,  mnU  n'est  pas  nécenairemenl  eommnltllT»  :  *^^Ê 

(iiinc  (AB)C=  A(HC),  maison  n'M  pus  nécc«»»iremrni  Ail  ^  O.V.  de  wrlc  ^^ 

A  et  B  ce  aoni  pas  nLi^ussaireinent  échiinecabic»; 

/f  Son  effet  est  limJLû.de  sorte  que.  quel  que  soit  le  nombre  dr  foii  quR  '"" 

Tiptie  l-opération  sur  un  nombre  fini  et  <i<iterniin*  d'élénicnu,  on   nVli»»"" 

HU'un  nombre  fini  et  di!terminé  d'éléments. 

Il  en  résulte  que  parmi  tous  les  élémenu  cniisagéK  il  j  en  ■  n*cc»»êiT«i»""' 

un,  et  un  seal,  K.  pour  lequel  oa  a  EE  =  E;  il  en  résulte  tniiti  que,  i  diV^"* 

.élément  A.  en  correspond  un  autre  et  un  seul  A->,  tel  que  l'on  ait 

'A  =  E. 

On  nomme  E  Vétèmen,                               immc  A-'  Vêtement  n'cipro'/ue  dr-     -^ 

-     On  eiprime  que  plusieurs  eiem  en  t>  a,,  A,,  Aj,  ...,  A_  sont  envisagé!  siii»  •* 

(«Dément  comme  forninnl  un  eniemble  a  en  écrivant 

ii  =  A,  +  A,+ A,^-...  +  A„, 

et  que  ptuiieari  ensembles  d'éléments  a.p.y....  sont  entisa^és  simuluo*-^ 

ment  comme  formant  un  uouvel  ensemble  3i  en  écrivant 

a  =  «  +  ?  +  T->-... 

On  ne  peut  manifestement  former  qu'un  nombre  Uni  d'ensembles  difTéreoli. 

L'ordre  d'un  ensemble  est  le  nanibre  des  éléments  dijfeit.ntt  rifiuranl  din» 

eet  ensemble;  on  u'envi^:lt:<'r->  <| 1<'-  ^ii-tiiiMi.'-'  <l''>i  ilrcs  finis. 

On  dit  qu'uu  cnseml.ih.'   ,;  i-i  .//m-'/.    |.,ir   iii>  .  n-imblu  3.  ou  que  i  est  rnn- 

ttnu  dans  p.  lorsque  chaque  élément  de  i  figure  dans  p,  mjme  lorsque  quelque 
élément  lîgure  un  plus  grand  nombre  de  fois  dans  a  que  dans  p. 

On  dit  que  deux  ensembles  a,  ^  sont  égaux  et  l'on  écrit  >  =  p,  lorsque  cha- 
cun de  ces  ensembles  est  divisible  par  l'autre. 

Si  a  =  A,-i-A,-i-...-t- A_  et  p=  B,-i-B,-i-,.,-t-  B„  on  désigne  par  3^  l'en- 
semble formé  par  tous  les  éléments  A.B^  (i  =  i,  3.  ...,  m;  t  ^  1,1,  ...,n). 
Quand  n  =  1,  on  écrit  souvent  >B,  au  lieu  de  a.^.  On  a  manifestement 

a?  =  A,p-(-A,p-t-...+  A_p  =  iiB,-t-aB,  +  ...-l-«B.. 

Si  1,  p,  r  désignent  trois  ensembles  quelconques,  on  a 

de  sorte  que  l'on  peut  envisager  les  puissances  a',  a^  ...  d'un  ensemble  quel- 
conque 3.  L'opération  au  moyen  de  laquelle  on  forme  a^  i  l'aide  de  a  et  de  ^ 
vérifie  les  conditions  i*,  3%  4*,  mais  elle  ne  vérifie  pas  la  condition  a*,  elle  n'est 
pas  univoquement  réversible;  ce  n'est  que  si  r  est  formé  d'un  élément  unique  C 
que  l'on  peut  déduire  de  l'égalité  aC  ^  ^C  que  l'on  a  a  =  p. 

On  dit  qu'un  ensemble  G  forme  un  groupe  lorsque  cet  ensemble  est  divisible 
par  l'ensemble  U--  Si  A  est  un  élément  du  groupe  G,  on  a 

r.\  ^  C.        \C,  ^  G. 
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L'élément  principal  E  forme  à  lui  seul  un  groupe,  le  groupe  principal.  Chaque 
groupe  contient  l'élément  principal,  et  s'il  contient  un  élément  A,  il  contient 
aussi  son  réciproque  A"'.  Si,  A  désignant  un  élément  quelconque,  on  a  soit 
GA  =  G,  soit  AG  =  G,  on  peut  en  conclure  que  A  fait  partie  du  groupe  G. 

Les  puissances  a,  a',  a^,  ...  d'un  ensemble  quelconque  a  forment  une  suite 
qui  est  nécessairement  périodique  à  partir  d'un  certain  lermc  a'',  de  sorte  que 
pour  un  certain  entier  positifs  on  a  a'"+'=  a^  Si  «est  le  nombre  entier  dé/ini 
par  les  deux  inégalités 

r  =  ns,        r  >  (/i  —  1)5, 

l'ensemble  a"*  forme  un  groupe.  On  désigne  sons  le  nom  de  groupe  engendré 
par  l'ensemble  a  le  groupe  du  plus  petit  ordre  qui  soit  divisible  par  a. 

Si  G  est  un  groupe  et  si  H  et  S  désignent  deux  éléments  quelconques,  les 
deux  ensembles  GR  et  GS  ont,  ou  bien  tous  leurs  éléments  communs,  ou  ils 
n'ont  aucun  élément  commun;  dans  le  premier  cas,  on  dit  que  les  deux  élé- 
ments R  et  S  sont  équivalents  moclulo  G. 

Si  le  groupe  H  d'ordre  h  contient  le  groupe  G  d'ordre  g,  on  peut  mettr*  H 

sous  une  forme 

H  =  GH,-hGHj-4-...-hGH„, 

telle  que  deux  quelconques  des  ensembles  GH,,  GH,.  ...,  GH„  n'aient  aucun 

élément  commun;  on  a  d'ailleurs  h  =  gn.  On  dit  que  les  éléments  H,,  H,,  ..., 

H.  de  l'ensemble 

Hj  =  H, -f-  Hj-h, .  .H-  H^ 

forment  un  système  complet  de  restes  du  groupe  H,  ou,  d'une  façon  plus 
précise,  qu'ils  forment  un  système  complet  d'éléments  du  groupe  H  nun  équi- 
valents modulo  G. 

On  appelle  plus  grand  commun  diviseur  D  de  deux  groupes  G,  et  G, 
d'ordres  g^  et  ^j,  le  groupe  D  formé  par  les  éléments  communs  aux  deux 
groupes  G,   et  G,.  Si  d  est  l'ordre  du   groupe  D,  l'ensemble  GjG^  contient 

^^f?  éléments  distincts  et  chacun  d  fois;  la  condition  nécessaire  et  suffisanlc 
a 

pour  que  cet  ensemble  GjGj  forme  un  groupe  est  que  l'on  ait  0,62  =  GjG,. 

On  appelle  plus  petit  multiple  commun  M  de  deux  groupes  G,  et  G, 
d'ordres  g",  et  g^  le  groupe  engendré  par  l'ensemble  G,  -f-  Gj  ou  aussi  par  l'en- 
semble GiGj.  Si  m  est  l'ordre  du  groupe  M,  on  a  nécessairement  md^g^g^^, 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Ton  ait  md  =  gig^  et,  par  suite, 
M  =  0,0,  est  que  G,  G,  soit  égal  à  G; G,. 

Si  G  est  un  groupe  quelconque,  R~*GR,  où  R  est  un  élément  d'un  autre 
groupe  quelconque  H,  est  aussi  un  groupe.  On  dit  de  ce  groupe  qu'il  est  sem- 
blable à  G,  ou  encore  qu'il  est  conjugué  à  G  par  rapport  au  groupe  II. 

Les  deux  ensembles  G,  RG,  et  G,  SG,,  où  R  et  S  désignent  deux  éléments  quel- 
conques, ont  ou  bien  tous  leurs  éléments  communs,  ou  bien  ils  n'en  ont  aucun. 
Dans  le  premier  cas  on  dit  que  R  et  S  sont  équivalents  modulis  G,,  G^.  Si  g^ 
et  g.j  sont  les  ordres  des  deux  groupes  G,  et  G,,  renscmblc  G,  RGj,  où  R  désigne 

«T    et 

un  clément  quelconque,  contient  -^-  éléments  différents  et  chacun  d  fois,  si 

l'on  désigne  par  d  l'ordre  du  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  groupes 
ir'G.R  et  Gj,  ou  G,  et  RG,ir'. 
Si   G,  et  Gj  sont  deux  groupes  contenus  dans  un   groupe  II  d'ordre  /«,  on 
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peut  mettre  U  sous  la  forme 

II  =  Gin,G,H-C,HjG,4-...-hG,ir^Gj, 

où  deux  quelconques  des  m  ensembles  G, H, G,,  ...,  GiH^G,  n'ont  aucun  élé- 
ment commun.  On  dit  que  H,,  H,,  ...,  H„  forment  un  système  complet  de 
restes  de  H,  modulis  G„  Gj,  ou,  plus  explicitement,  qn^ils  forment  un  système 
complet  d^éléments  non  équivalents  du  groupe  H,  modulis  G^,  G,.  Si  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  deux  groupes  HJ^GiH,-  et  G,  est  d'ordre  d^ 
(i  =  I,  2,  ...,  m),  on  a 

/i  I  I  t 

=  -j-  -4-  -T-  4-.  ..H-  -j-  • 

gigi       d,        rfj  d^ 

Si  le  groupe  H  d*ordre  h  est  divisible  par  le  groupe  G  d'ordre  g^  et  si  pour 
chaque  élément  A  de  II  on  a 

G\  =  AG, 

on  dit  que  G  est  un  sous-groupe  invariant  de  H.  On  peut,  comme  on  l'a  vu 
plus  haut,  mettre  H  sous  la  forme 

H  =  r,H,-hGir,-h...-4-GH„, 

où  n  =  — ;  les  ensembles  GH,,  GH,,  ...,  GH„  forment  un  groupe  d'ordre  n; 

^  H 

nous  le  désignerons  par  ^  et  nous  dirons  avec  M.  Jordan  qu'il  est  un  groupe 

facteur  de  H;  nous  dirons  aussi  que  le  groupe  II  est  composé  au  moyen  des 

tieuï  groupes  —  et  G  et  nous  écrirons 

n  =  |l  G. 

Il  importe  d'.ippcler  rallenlion  sur  ce  que  ce  genrr  de  composition  est  de 
naliirc  toute  difîércnle  de  la  composition  des  ensembles  formés  avec  des  èlé- 

mcnls  de  même  espèce.  Les  deux  groupes  -:  et  G  sont  égaux,  seulement  dans 
le  groupe  —  on  n'envisage  pas  comme  cléments  les  n  éléments  donnes,  mais 
les  n  ensembles  GII,,GlIj,  ...,  Glï„;  l'opération   —G  indique  donc  que  chacun 

des  n  ensembles  envisagés  comme  cléments  de  —  est  de  nouveau  séparé  dans 

(j 

les  g  éléments  primitifs  qu'il  contient. 

Les  théorèmes  suivants  montrent  qu'il  est  inutile  d'introduire  la  notion 
d'isomorphisme  mériédrique  et  celle  d'un  isomorphisme  plus  général  encore 

Si  à  chaque  élément  A,  B,  G,  ...  d'un  groupe  H  correspond  un  élément  A', 
B',  C,  ...  d'un  groupe  H'  de  façon  que  si  AB  =  G  on  ait  aussi  A'B'=  C,  ..., 
les  éléments  de  H  auxquels  correspond  l'élément  principal  de  H'  forment  un 

sous-groupe  invariant  G  de  H,  et  les  groupes  —  et  H'  sont  isomorphes.  Si  les 

éléments  A,  B,  C,  ...  d'un  groupe  II  peuvent  être  répartis  en  un  certain  nombre 
d'ensembles  et  si  les  éléments  A',  B',  C',  ...  d'un  groupe  II'  peuvent  être 
répartis  en   (\c<  ensembles  «orrespoiulanl   aux   précédents  (en  ce  sens  que  AB 
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et  A'B'  font  partie  d'ensembles  correspondants  lorsque  A  et  A'  d'une  part  et  H 

et  B'  d*autre  part  font  partie  d'ensembles  correspondants),  l'ensemble  G  formé 

par  les  éléments  du  groupe  H  qui  contiennent  rélémcnt  principal  de  II  forme 

un  sous-groupe  invariant  de  II,  et  de  même  Pensemble  G'  formé  par  les  èlc- 

meots  du  groupe  H'  qui  contiennent  l'élément  principal  de  II'  forme  un  sous- 

H        II' 
groupe  invariant  de  H';  les  groupes  r^  et  -^-7  sont  isomorphes  et  chacun  des 

G        G 

ensembless'y  réduit  à  un  élément  unique.  Si  un  groupe  G^  est  échangeable  avec 
chaque  élément  d'un  groupe  G,  et  si  G  =  GtG,  est  le  plus  petit  multiple  com- 
mun de  Gj  et  de  G,,  le  plus  grand  commun  diviseur  D  de  G,  et  de  G,  est  un 

C         C 
sous-groupe  invariant  de  G,  et  les  deux  groupes  7;-  et  7^  sont  isomorphes  ho- 

ce  c 

loédriques;  l'égalité  — -  =  -~  permet  de  définir  le  symbole  -  -  par  l'égalité 

G,        u  u, 

G ,         G         G-» 
G^  ~   G^  ~    D  * 

même  lorsque  le  groupe  G,  n'est  pas  un  diviseur  du  groupe  G3,  pourvu  que  Gt 
soit  échangeable  avec  chaque  élément  de  G,. 

En  s'appuyant  sur  le  dernier  théorème,  dans  le  cas  particulier  où  G,  et  G^ 
sont  tous  deux  des  sous-groupes  invariants  de  G,  on  peut  démontrer  que,  lors- 
qu'un groupe  admet  deux  modes  de  décomposition  différents,  chacun  des 
groupes  facteurs  de  l'une  des  décompositions  est  isomorphe  holoédrique  à  l'un 
des  groupes-facteurs  de  la  seconde  décomposition. 

II.  Voici  les  principales  des  propositions  déduites  par  M.  Frobcnius  des  théo- 
rèmes généraux  précédents:  elles  se  relient  pour  la  plupart  à  des  recherches 
Lien  connues  de  Sylow  qu'elles  éclairent  à  nouveau  : 

I*  Si  G  est  un  sous-groupe  invariant  du  groupe  II,  el  si  l'ordre  g  de  G  et  le 

quotient  —  des  ordres  de  II  et  de  G  sont  premiers  relatifs,  tout  sous-groupe  de  il 

dont  Tordre  est  un  diviseur  de  g^  est  contenu  dans  le  groupe  G;  le  groupe  H 
ne  contient  donc  qu'un  seul  sous-groupe  d'ordre  g  et  ce  sous-groupe  est  fornir 
par  tous  les  éléments  du  groupe  H  dont  l'ordre  est  un  diviseur  i\c  g  (l'ordre 
d'un  élément  A  est  l'ordre  m  du  groupe  A,  A^,  ...,  A*"  —  /,  dérive  de  cet  élé- 
ment )  ; 
1*  Si  G  est  un  sous-groupe  invariant  du  groupe  11  rt  si  II  est  un  sous-groupe 

invariant  du  groupe  K  ;  si  G  est  d'ordre  gy  II  d'ordre  h  et  si  ^  el  -  sont  prc- 

miers  relatifs,  G  est  un  sous-groupe  invariant  de  K; 

3*  Si  p  est  le  plus  petit  des  nombres  premiers  contenus  dans  ^  et  si  /  désigne 
UD  entier  positif  quelconque  inférieur  ou  égal  à  /;,  tout  sous-groupe,  d'ordre  g^ 
d'un  groupe  d'ordre  fg  est  un  sous-groupe  invariant  de  ce  dernier.  Ainsi 
chaque  groupe  d'ordre  /?■-*  contenu  dans  un  groupe  11  d'ordre  p*  est  sous- 
groupe  invariant  de  II  ; 

4*  Si  un  groupe  H  d'ordre  anb  contient  un  groupe  G  d'ordre  ab  et  si  chacun 
des  facteurs  premiers  de  a  est  plus  petit  que  n  tandis  que  chacun  des  facteurs 
premiers  de  b  est  plus  grand  ou  égal  à  /i,  G  contient  nécessairement  un  sous- 
groupe  invariant  de  11  cl  l'ordre  de  ce  sous-groupe  iuviiriant  est  di\isible  par  0, 
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Ajail  p  tuot  nti  des  r«cieuri  pretnie»  Je  l'ordre  A  d'un  groupe  Q,  *i  -  (^' 
diTiuble  par  na  oambre  premier  plus  Eranfl  nu  «gtl  t  p,  un  groupe  noa-cc^M^ 
pofi  d'ordre  A  ne  peut  avoir  de  sous-firnupe  d'artlic  -; 

S*  Si  p>  eu  la  puissance  la  plus  élevée  d'uD  nombre  premier/)  ipil  Mil  t=^  -«■' 
téDue  daui  l'ordre  h  d'un  groupe  H,  si  |i  est  un  entier  positir  plus  pcUi  qn  -^*' 
et  si  G  eu  nn  tous-groupe  de  H  d'ordre  /ji",  les  *lémenl«  de  H  érhaoïKBt^'* 
avec  G  fomeut  un  groupe  G'  dont  l'ordre  g  contient  en  facteur  le  oom  -V*** 
premier^  éleTé  à  une  puissanre  supérieure  A  la  ji""'.  Si  g'  ti'e«l  pandiiiû  ■'''* 
par^',  le  groapc  G'  contl.-in  au  raoio»  un  som-grimpc  dilTtrenl  du  gruupt;^'  ** 
et  CODJogui  t  ce  grnupe  (j  par  cappui't  i  II; 

6*  Si  an  |roape  K,  diinl  l'cirJre  est  une  puissance  p'  d'un  nombre  premier  r 
contient  un  groupe  G  d'ordre  es  groupes  11  coolrnas  dans  K 

contenant  G,  d'ordres  rcspcpli'  aux  diltéreutcs  puiit^anrei  p*  dC      -■ 

plm  petitei  qne  p'  et  plus  graiiut.  ^„^^       i  G  est  un  sous-nroupe  invari*     *^' 
de  K,  il  existe  de«  sous-grnup^s  Invaiidnts  II  de  K,  conteuanl  G.  d'ordres  rr=^=^' 

pectivemeot  igaux  1  cea  nèioei  paiftancei  ^*~'i  I^"^»  ••■%  t^  <!■  •omI^^''^ 
premier^; 

7*  Si  p*  e«t  la  puissance  la  plus  éle*fe  d'an  nombre  premier^  par  laqacF'^ 
•oit  diTisible  l'ordre  h  d'un  groupe  H,  deux  toua-groupes  quelconqaea  de  < 
groupe  H  d'ordre^  sont  néceautremeot  coojngafsparrai^rt  i  F 
toas-groupe  de  H  dont  l'ordre  «t  one  pnlaMDce  de^  e«t  couteau  dans  an  de* 
loua-gToupea  de  K  d'ordre^.  Si  p' est  l'ordre  du  groupcformé  par  IcaiUaaata 
dcHquitont  ichangeablesavec  l'un  des  toaa-groapctd'ordre^conteBiudaaaR 
le  nombrede  ces  tous-groupes  d'ordre />■  est  égal  à  — ;  et  ce  nombre  eat  Mogia 
1  I  modula  ;>*-',  si  f^  ett  l'ordre  maximum  dn  plus  graada  commoas  diaiawn 
de  cea  aoua-groupei  pria  deux  a  dei^  de  toutes  tes  maniires  poatiblea.  Si  eafia  fl' 
d^^igne  le  groupe  formé  par  ceux  des  éléments  de  H  qui  sont  échangeables  avee 
un  aous-groupc  d'ordre  ^  de  H  et  si  les  éléments  de  H  d'ordres  égaux  A  une 
puissance  de  p  engendrent  un  groupe  H',  on  a  H  =  H' H'  et  H  est  le  plus  petit 
multiple  commun  de  H'  cl  de  H'. 

III.  M.  Frobenius  démontre  ensuite  le  théorème  suivant  : 
Si  p'  est  la  puissance  la  plus  élevée  d'un  nombre  premier  p  qui  soit  contenue 
dans  l'iirdre  A  d'un  groupe  H.  formons  tes  plus  grands  communs  diviseurs  de 
ceux  des  sous-groupes  A  de  H  d'ordre  égal  a  p',  pris  deux  1  deux  de  taules  les 
manières  possibles;  parmi  ces  plus  grands  communs  diviseurs,  cboisissons-en 
un  D  d'ordre  le  plus  élevé  possible  p',  et  soit  alors  D' le  groupe  formé  par  ceux 
des  éléments  de  H  qui  sont  échangeables  avec  D.  Si  p*  est  la  puissance  la  plus 
élevée  de^  qui  soit  contenue  dans  l'ordre  E'  du  groupe  D',  Dsera  le  pi  us  grand 
commun  diviseur  de  deux  quelconques  de  ceux  des  sous-graupes  différents  G 
de  D',  dont  l'ordre  est  égal  i  />*.  Chacun  des  soua-groupes  invariants  de  D' 
d'ordre  égal  ji  une  puissance  de  p  est  un  diviseur  de  D.  L'exposant  b  eu  plus 
petit  que  l'exposant  d.  Les  groupes  G  ne  sont  pas  des  sous-groupes  invariants 
de  D'  ;  S'  est  toujours  divisible  par  un  nombre  premier  autre  que  p.  Chacno  des 
grouprs  G  est  cnnirnu  dans  un  groupe  A  et  dans  un  seul,  et  chaque  groupe  A 
qui  cunlieni  D  contient  un  et  un  seul  groupe  G,  A  savoir  le  plus  grand  ci 
diviseur  de  A  et  At  l>'.  Le  nombre  dvs  Ki-'iupt"  V  dili^ibles  par  U  est  i 


\ 
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nombre  des  groupes  G;  il  est  congru  à  i  modulo  p^-^  et  il  est  plus  grand 
que /?*-^.  Aucun  des  éléments  du  groupe  H  n'est  échangeable  arec  D'  sauf  les 
éléments  du  groupe  D'  lui-même.  Chacun  de  ceux  des  éléments  de  II  qui  sont 
échangeables  avec  G  est  aussi  échangeable  avec  le  groupe  A  qui  contient  G. 
Chaque  élément  de  D'  qui  est  échangeable  avec  A  est  aussi  échangeable  avec  G. 
Si  l'on  désigne  par  A'  le  groupe  formé  par  les  éléments  de  H  qui  sont  échan- 
geables avec  A  et  par  G'  le  groupe  formé  par  les  éléments  de  D'  qui  sont  échan- 
geables avec  G,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A'  et  de  D'  est  précisé- 
ment G'. 

Si  A  était  sous-groupe  invariant  de  H,  le  même  théorème  aurait  lieu  à  con- 
dition de  prendre  D  =  A. 

IV.  Si  le  groupe  G  d'ordre  g  est  contenu  dans  le  groupe  H  d'ordre  A  et  si  D 
est  le  plus  grand  des  sous-groupes  invariants  de  H  contenus  dans  G,  on  peut 

représenter  le  groupe  "  par  «a  groupe  transitif  de  permutations  de  ^  lettres. 

O 

On  en  déduit  la  généralisation  suivante  du  théorème  4"*  du  n**  II  : 

Si  un  groupe  H  d'ordre  ng  est  divisible  par  un  groupe  G  d'ordre  ^  et  si  a  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  ^  et  de  (/i  —  i)!,  le  groupe  G  contient  un 

sous-groupe  invariant  de  H  dont  l'ordre  est  divisible  par  — • 

M.  Frobenius  montre  ensuite  comment  on  peut  encore  représenter  de  deux 
autres  manières  un  groupe  H  au  moyen  d'un  de  ses  sous-groupes  G  par  un 
groupe  transitif  de  permutations,  et  comment  on  peut  aussi  représenter  de 
diverses  manières  H  par  un  groupe  intransitif  de  permutations. 

V'.  Parmi  les  sous-groupes  invariants  d'un  groupe  H,  il  y  en  a  qui  jouent  un 
rôle  particulièrement  important  dans  la  théorie  des  équations  algébriques;  on 
leur  a  donné  le  nom  de  sous-groupes  caractéristiques  de  H.  En  voici  la 
déHnition  : 

Supposons  que  l'on  ait  déterminé  par  un  procédé  quelconque  un  groupe  H' 
dont  un  groupe  donné  H  soit  un  sous-groupe  invariant.  Si  R  est  un  élément 
de  H'  et  si  G  est  un  sous-groupe  invariant  de  H,  le  groupe  R-'GR  =  G,  est  un 
sous-groupe  invariant  du  groupe  R-*HR  =  H.  Il  se  peut  que  G,  soit  différent 
de  G;  mais  si,  pour  chaque  élément  R  de  H\  on  a  G,  =  G,  on  dit  que  G  est  un 
sous-groupe  caractéristique  de  H. 

Si  K  est  un  sous-groupe  invariant  de  H  et  si  G  est  un  sous-groupe  caracté- 
ristique de  K,  G  est  aussi  un  sous-groupe  invariant  de  H.  Si  H  n'a  qu'un  seul 
sous-groupe  invariant  d'ordre  g^  ce  sous-groupe  est  nécessairement  caractéris- 
tique. Le  plus  grand  commun  diviseur,  le  plus  petit  multiple  commun  de  tous 
les  groupes  d'ordre  g^  contenus  dans  H,  sont  des  sous-groupes  caractéristiques 
de  H. 

On  peut  encore  donner  une  autre  définition  des  sous-groupes  caractéristiques  : 
Soit  h  l'ordre  du  groupe  H;  soient  H„  II,,  .. .,  Hj^  les  h  éléments  de  11  rangés 
dans  un  certain  ordre;  lia,,  II«„  ...,  Haj^  ces  mêmes  éléments  rangés  dans  un 
autre  ordre  et 


\Ha,,  Ha,,  .  ..,  Hafc/ 


la   permutation  qui   transforme  le  premier  arrangement  dans  le   second.  Si 
(liaque  fuis  que  IIJI^=r  11^  on  a  aussi  lla.lUy=  Haji,  la  permutation  raura  pour 
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eiïet  de  transformer  le  groupe  H  en  un  groupe  isomorphe  idenlique  (bien  en- 
tendu holoédrique,  M.  Frobenius  n'en  envisage  pas  d'autres).  On  peut  montrer 
que  si  G  est  un  sous-groupe  caractéristique  de  H,  les  éléments  de  G  se  trans- 
forment en  éléments  du  même  groupe  G  par  chaque  transformation  du  groupe  H 
en  un  groupe  isomorphe  identique. 

VI.  Les  théorèmes  précédents  permettent  de  reconnaître,  dans  bien  des  cas, 
la  constitution  d'un  groupe  dont  on  ne  connaît  que  Tordre. 

Ainsi,  si  p  tt  q  désignent  des  nombres  premiers  inégaux,  on  reconnaît  aisé- 
ment que  chaque  groupe  H  d'ordre/?'^  est  un  groupe  résoluble.  Il  est  le  com- 

posé  d'un  groupe  -—  formé  par  les  puissances  d'un  élément  d'ordre  />*"**,  d'un 

c  H 

groupe  —  d'ordre  q  et  d'un  groupe  K  d'ordre  /?**.  Le  groupe  Tt  d'ordre  p'~^q 
K.  iv 

qui  contient  un  sous-groupe  invariant  —  d'ordre  q^  peut  être  représenté  par  un 

K. 

groupe  transitif  de  permutations  de  q  lettres.  G  et  K  sont  deux  sous-groupes 
caractéristiques  de  H;  le  groupe  G  est  d'ordre/?''^  :  il  est  formé  par  \esp^{q — i) 
éléments  de  H  dont  l'ordre  est  divisible  par  q;  le  groupe  K  est  à  la  fois  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  tous  les  groupes  d'ordre  p'  contenus  dans  H  et  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  deux  quelconques  de  ces  groupes. 

!•  Si  Ton  désigne  par  H,  le  groupe  d'ordre  p*~^q  formé  par  les  éléments  de  H 
qui  sont  échangeables  avec  un  des  sous-groupes  Q  de  H  d'ordre  q,  et  par  G.  le 
groupe  d'ordre  p*~^q  formé  par  les  éléments  de  H  qui  sont  échangeables  avec 
chacun  des  éléments  de  Q,  on  voit  que  G,  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  G  et  de  Hg.  Le  groupe  G«  est  formé  par  les  éléments  de  G  qui  sont  échan- 
geables avec  Q;  il  est  aussi  engendré  par  les  p*'^{q  —  i)  éléments  de  H,  dont 
l'ordre  est  divisible  par  q.  Son  sous-groupe  invariant  K,  d'ordre  p*-^  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  K  et  de  Ilg.  Inversement  K  etG  sont  les  plus  petits 
multiples  communs  de  tous  les  groupes  conjugués  respectivement  à  K,  et  G«. 
Si  b  est  plus  grand  que  zéro,  on  a  la  congruence  et  les  inégalités 

/>''-+- 7  —  1    H  o  (mod. />'*~''^),        b^2{a  —  </),         Zd^-ia; 

dans  CCS  inégalités,  il  ne  faut  prendre  le  signe  =  que  lorsque  Ton  a 

p  =  2y         q  =  2*-'' -h  I. 

Les  p^'{q  —  i)  élcincnls  de  H  dont  l'ordre  est  égal  à  ^  se  répartissent  cii 


—  I 


P" 


—  classes  contenant  chacune  y;"*^'»-''  éléments  conjugués  et  engendrent  un 

groupe  L  d'ordre  p'^q  contenu  dans  G.  Ce  groupe  L  contient  un  sous-gn^upe 
invariant  M  d'ordre  />:*  qui  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  dt'u\ 
groupes  K  et  L.  Les  deux  groupes  L  et  M  sont  des  sous  groupes  invariants  de  H. 
Chaque  sous-groupc  invariant  de  H  d'ordre  égal  à  p'^^q  est  divisible  par  M  et 
chaque  sous-groupc  invariant  de  11  d'ordre  pi  est  contenu  dans  K.  Le  groupe  H 
admet  nécessairement  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  p^^q  où  y  désigne  un 
quelconque  des  entiers  {i  +  '»  H-  -+-  2,  . . .,  a  —  2,  a  —  i,  Le  plus  petit  multiplr^ 
commun  des  deux  groupes  M  et  11^  est  le  groupe  MlIo=  IL 

i'  Tout  groupe  II  d'ordre  jj'^q*'  est  résoluble  lorsque,  p  el  q  désignant  des 
nombres  premiers  diiïérenls,  q  appartient  à  l'exposant  b  modulo  p.  Si  If  ne  con- 
tient   pas  de  sous-groupc   invariant  d'ordre  />".   on   peut  le  décomposer   en  un 
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H  f"  ^ 

groupe  jT  d'ordre  />""**,  un  groupe  zz  d'ordre  ^*  et  un  groupe  K  d'ordre  /?•*. 
\J  Iv. 

L'ordre  de  chacun  des  éléments  du  groupe  rr  est  égal  à  g  y  et  deux  éléments 

IV. 

quelconques  de  ce  groupe  sont  échangeables  entre  eux.  Le  groupe  —  d'ordre 

Iv. 

p*~*g^  qui  contient  un  sous-groupe  invariant  —  d'ordre  q''^  peut  être  représente 

Iv 

par  un  groupe pr/miVi/ de  permutations  de  q''  lettres;  le  groupe  ^  est  isomorphe 

à  un  groupe  homogène  linéaire  formé  par  b  indéterminées  ayant  pour  coeffi- 
cients des  nombres  entiers  pris  suivant  le  module  q. 

G  et  K  sont  deux  sous-groupes  caractéristiques  de  H.  Le  groupe  G  d'ordre /?^^'' 
est  engendré  par  lesp^iq^ — i)  éléments  de  H  dont  l'ordre  est  divisible  par  q. 
Le  groupe  K  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  quelconques  des 
groupes  d'ordre  jD'  contenus  dans  H. 

Désignons  par  H^  le  groupe  formé  par  ceux  des  éléments  de  H  qui  sont  échan- 
geables avec  un  sous-groupe  Q  d'ordre  p''  de  H,  et  par  G,  le  groupe  formé  par 
ceux  des  éléments  de  H  qui  sont  échangeables  avec  chacun  des  éléments  de  Q  ; 
on  démontre  que  G,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  G  et  de  H«. 

3*  Tout  groupe  H  d'ordre  p*n  contient  comme  sous-groupe  invariant  K 
d'ordre  />''  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  quelconques  des  sous- 
groupes  de  H  d'ordre  p*f  pourvu  que,/i  désignant  un  nombre  premier,  n  ne  soit 
pas  divisible  par  p  et  qu'aucun  diviseur  de  n,  sauf  i  et  n  lui-même,  ne  soit 
congru  à  1  modulo  p. 

Si  le  groupe  H  ne  contient  pas  de  sous-groupe  invariant  d'ordre /?*,  on  peut 

H 
représenter  le  groupe  -rz  du  théorème  précédent  par  un  groupe  primitif  de  per- 

iv 

mutations  de  n  lettres.  Si  n  est  divisible  par  plus  d'un  nombre  premier,  le 

groupe  H  n'est  pas  résoluble. 

On  peut  dire  aussi  que  pour  qu'un  groupe  H  d'ordre  h  soit  résoluble  il  suffit 

que,  jD  désignant  successivement  chacun  des  nombres  premiers  contenus  dans  h 

et  p*  la  puissance  la  plus  élevée  de  p  qui  soit  contenue  dans  A,  le  plus  grand 

commun  diviseur  de  tous  ceux  des  sous-groupes  de  H  qui  sont  d'ordre  p*  soit 

le  groupe  principal  de  II. 

VIL  En  généralisant  le  dernier  théorème  on  obtient  la  proposition  suivante  : 
Tout  groupe  S  d'ordre  s  =  mp^q  est  résoluble,  contient  un  sous-groupe  inva- 
riant H  d'ordre  p*q  et  soit  i  soit  q  sous-groupes  d'ordre  /?*,  pourvu  que, 
p  tl  q  désignant  des  nombres  premiers  différents,  m  ne  soit  divisible  par  le 
carré  d'aucun  nombre  et  que  m^{m)  ne  soit  divisible  ni  par  p  ni  par  q, 
S  contient  un  sous-groupe  de  chacun  des  ordres  r  égaux  à  ceux  des  diviseurs 

de  9  qui  sont  premiers  relatifs  à  -• 

Ceux  des  éléments  de  S  qui  sont  échangeables  avec  un  des  sous-groupes 
d'ordre />•  forment  un  groupe  d'ordre  mp*  ou  d'ordre  mp'q;  ceux  des  éléments 
de  S  qui  sont  échangeables  avec  un  de  ses  sous-groupes  d'ordre  q  forment  un 
groupe  d'ordre  mp*-^q  où  /?*  est  un  diviseur  de  p*. 

Planck  (Max).  —  Absorption  et  émission  d'ondes  électriques 
par  résonance.  (289-301). 
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Wien  {IV.).  —  Sur  la  forme  des  vagues  de  la  mer  (suite).  (343- 
362). 

Dans  Tun  des  deux  calculs  qu'il  effectue,  M.  Wien  s'appuie  sur  une  représen- 
tation conforme,  due  à  M.  Schwarz,  de  la  lemniscaie  sur  le  cercle,  représenta- 
tion qu'il  compare  à  la  représentation  conforme  effectuée  au  moyen  de  coor- 
données elliptiques  dont  l'étude  a  fait  l'objet  d'une  partie  d'un  premier  Mémoire 
du  même  auteur  sur  la  forme  des  vagues  de  la  mer. 

Von  Bezold.  —  Sur  les  îsaDomales  du  potentiel  magnétique  ter- 
restre. (363-378). 

Ce  Mémoire  contient  la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes  concernant  ces 
isanomales  et  une  Carte  de  ces  isanomales  pour  l'année  i88o  qui  permet  de 
comparer  les  résultats  de  la  théorie  aux  observations. 


2*  semestre. 
Prix  Steiner  à  décerner  en  Van  igoo.  (746-747)- 

On  demande  de  résoudre  complète  ment  j  en  tenant  compte  des  méthodes  et 
des  principes  développés  par  Steiner,  un  nouveau  problème  choisi  à  volonté 
parmi  ceux  qui  se  rapportent  à  la  théorie  des  surfaces.  L'Académie  désire  que 
l'on  joigne  aux  recherches  géométriques  des  explications  analytiques  ayant 
pour  objet  de  vérifier  l'exactitude  des  résultats  obtenus  et  de  compléter  ces 
résultats. 

Sans  vouloir  restreindre  aucunement  le  choix  du  sujet,  l'Académie  appelle 
l'attention  des  Géomètres  sur  les  problèmes  posés  par  Steiner,  à  la  fin  de  son 
second  IMérnoirc  sur  les  niaxinia  et  niinima. 

Le  prix  sera  de  cinq  niillc  francs;  un  accessit  de  deux  mille  oinc]  cents  francs 
pourra  également  être  décerné.  Les  Mémoires  devront  parvenir  à  l'Académie 
avant  la  (in  de  l'année  iSijf);  ils  peuvent  être  rédi^'és  en  allemand,  latin,  fran- 
çais, anglais  ou  italien;  ils  doivent  être  désignés  par  une  devise  rcpr»>duite  sur 
une  enveloppe  cachetée,  à  l'intérieur  de  laquelle  l'auteur  écrira  sou  nom  et  son 
adresse.  Tout  Mémoire  dont  l'auteur  se  serait  fait  connaître  sera  exclu  du  c«>n- 
cours.  Les  résultats  seront  proclamés  en  lyoo,  dans  la  séance  cousacrco  à  la 
mémoire  de  Leibniz. 

Kôtter^F,),  —  Expressions,  au  mojcn  des  fonctions  thùla  de  deux 
arguments,  des  neuf  cosinus  des  angles  que  font  entre  elles  les 
arêtes  de  deux  trièdres  Irireclangles,  et  application  de  ces 
expressions  à  la  résolution  de  plusieurs  problèmes  de  Mécanique 
rationnelle.  (807-81,1). 

On  sait  que  l'on  peut  représenter,  au  moyen  des  fonctions  tliéta  de  deux 
arguments,  les  neuf  cosinus  a,,  a^,,  a,,  p,,  ^j,  ^.^^  y,,  Y;,  Y3  des  angles  formés  par 
les  trois  axes  d'un  triédrc  trireclan<,'Ie  mobile,  avec  les  trois  axes  d'un  Iriédre 
trircclani^le  li\e  dans   l'opace,  ainsi  que  les  composantes  r.,  /.  0.  />,  <y.  /•,  sui- 
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vant  les  axes  fixes  el  mobiles,  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  trièdre 
mobile.  Le  mode  de  représentation  est  d'ailleurs  particulièrement  simple;  dans 
les  Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences  (  t.  CXI  et  CXII  ),  M.  Caspary 
a  montré  que  a,,  ...,T3  peuvent  être  représentés  en  multipliant,  par  des 
constantes  convenablement  choisies,  neuf  des  quinze  quotients  des  seize  fonc- 
tions thêta  de  deux  arguments  u,,  1/3,  obtenus  en  divisant  par  la  fonction 
&^(ii,,  U2)  de  Weierstrass,  les  quinze  autres  fonctions  théia.  Au  moyen  de 
chacun  des  six  des  quinze  quotients  de  thêta  ainsi  formés  que  l'on  n'a  pas 
utilisés,  on  peut  représenter  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
du  trièdre  mobile. 

On  peut  espérer  que  cette  propriété  si  simple  dont  jouissent  les  quotients 
des  fonctions  thêta  de  deux  arguments  permettra  de  résoudre  un  grand  nombre 
de  nouveaux  problèmes  de  Mécanique  rationnelle.  Cependant,  jusqu'ici  on  ne 
pouvait  en  citer  que  deux  qui  aient  été  entièrement  résolus  par  des  formules 
de  ce  genre.  C'est  celui  de  M.  H.  Weber,  sur  le  mouvement,  dans  un  cas 
particulier,  d'un  solide  rigide  dans  un  fluide  {Afaihem.  Annaien.,  t.  XIV, 
p.  173-306;  comparez  aussi  Kôtter,  Journal  de  Crelle,  t.  109,  où  l'auteur 
montre  que  l'on  peut  s'affranchir  d'une  hypothèse  restrictive  concernant  les 
conditions  initiales),  et  celui  de  la  représentation  des  deux  mouvements  dans 
lesquels  on  peut  décomposer  la  rotation,  dans  le  vide,  d'un  solide  rigide  au- 
tour d'un  point  fixe,  dans  le  cas  intégrable  découvert  par  Sophie  Kowalewsky 
(KOtter,  Acta  mathematica,  t.  XVII,  p.  aog-aôS);  M.  Kôtter  fait  prévoir  qu'il 
y  en  a  un  grand  nombre  d'autres. 

En  examinant  attentivement  les  diverses  formules  donnant  la  solution  de  ces 
deux  problèmes,  on  voit  qu'elles  offrent  une  certaine  analogie  avec  les  formules 
que  Jacobi  a  données  dans  l'élude  du  mouvement  d'un  solide  pesant  suspendu 
par  son  centre  de  gravité.  On  est  ainsi  amené  à  se  demander  si  elles  ne  seraient 
pas  comprises,  les  unes  et  les  autres,  dans  un  même  groupe  de  formules  géné- 
rales. M.  Kottcr  établit  ces  formules  générales  et  montre  que  l'on  peut  en 
déduire  non  seulement  les  formules  qui  donnent  la  solution  des  deux  pro- 
blèmes précédents  et  celles  de  Jacobi  (ces  dernières  en  supposant  les  périodes 
des  fonctions  envisagées,  liées  par  des  relations  convenablement  choisies), 
mais  encore  de  nouvelles  formules,  convenant  au  cas  intégrable  de  M.  Slek- 
lofff  du  mouvement  d'un  solide  rigide  dans  un  fluide  incompressible  (^aMem. 
Annaien^  t.  XLII,  p.  378). 

Pour  étudier  le  mouvement  de  rotation  d'un  solide  rigide  autour  d'un  de 
ses  points,  lorsque  ce  solide  est  soumis  à  l'action  de  forces  données  et,  s^il  y  a 
lieu,  de  forces  superficielles,  on  peut  chercher  d'abord  à  exprimer  en  fonctions 
de  deux  variables  auxiliaires,  au  moyen  des  intégrales  algébriques  du  pro- 
blème, les  trois  cosinus  y,,  y,,  73  des  angles  que  fait  un  axe  convenablement 
choisi  dans  l'espace  (la  verticale,  par  exemple,  quand  le  solide  est  pesant)  avec 
les  trois  axes  principaux  d'inertie  du  solide  rigide  pour  le  point  envisagé,  et 
les  trois  composantes  /?,  q^  r,  suivant  ces  axes  principaux  d'inertie,  de  la 
vitesse  angulaire  de  relation  du  solide  autour  de  ce  point.  Si  l'on  suppose  que 
cette  première  partie  du  problème  soit  résolue,  il  restera  à  représenter,  en  fonc- 
tion de  /,  les  six  cosinus  a,,  s,!  ^\y  Pi>  ^s?  ?3  et  les  deux  variables  auxiliaires,  de 
façon  que  les  équations  différentielles  du  mouvement  soient  vérifiées. 

Si  l'on  suit  cette  marche,  qui  est  celle  qui  a  permis  de  décrire  le  mouvement 
dans  les  cas  particuliers  étudiés  jusqu'ici,  la  première  partie  du  problème  est 
de  beaucoup  la  plus  difficile  à  résoudre  :  elle  nécessite  une  solution  spéciale 
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pour  chacun  des  problèmes  envisagés  jusqu'ici.  La  seconde  partie  du  problème 
n'est  cependant  pas  exenopte  de  difficultés  ;  quoiqu'elle  se  raméiie  généralemeot 
à  des  quadratures,  ces  quadratures  denoandent  à  être  transformées  aTantde 
pouvoir  être  effectuées,  et  les  transformations  qu'il  faut  leur  faire  subir  ae  soat 
pas  immédiates. 

Dans  son  Mémoire,  M.  Kôtter  donne  d'abord  des  expressions  de  y„  Tai  Ti*° 
moyen  des  fonctions  thêta  de  deux  arguments  u„  u,,  des  fonctions  thèti  de 
deux  arguments  u\j  u\  et  de  trois  constantes  c„  c„  c,  liées  par  la  relation 
cj  +  c^  +cj  =  I  ;  ces  expressions  vérifient  identiquement  en  u,,  u,;  u',  u^  la 
relation  Ti  +  Ts  +  T3  ==  '  >  t\\t,%  se  déduisent  d'ailleurs  immédiatement  du  pit- 
mier  théorème  de  Gaspary  {Journal  de  Creile,  t.  94,  p.  74-^)-  H  établit  en- 
suite des  équations  aux  dérivées  partielles  auxquelles  satisfont  y^  y,,  Tj  enfi- 
sagées  comme  des  fonctions  de  u,,  u^,  u\,  u\.  Ces  équations  aux  dérivées  par- 
tielles lui  fournissent  le  moyen  d'établir  des  formules  générales  permettant 
d'exprimer  les  six  cosinus  a„  a,,  a,,  p,,  ^2»  Ps  dans  tous  les  cas  possibles,  an 
moyen  de  fonctions  thêta  de  k,,  i^,  de  fonctions  thêta  de  u,,  k,,  de  fonctions 
thêta  de  u,  ±:  u\,  u^±i  u\^  de  neuf  constantes  a,,  a,,  03,  ^p  63,  63,  c,,  c^  C} 
liées  par  les  six  relations 

aj  H-ôJ  -+-c5  =1,       a.a^.+  6,^»yH-c,Cy  =  o        (i,y  =  i,2,  3;  iVy), 

et  d'une  nouvelle  variable  auxiliaire  1/3.  A  une  variation  de  cette  variable  u, 
correspond  une  rotation  virtuelle  du  solide  autour  d'une  droite  de  l'espace 
qui  passe  par  le  point  envisagé  et  dont  les  cosinus  directeurs  avec  les  trois  axes 
principaux  d'inertie  du  corps  solide,  pour  le  point  envisagé,  sont  7,,  f,,  7,. 

Les  neuf  cosinus  directeurs  a,,  . . .,  y,,  exprimés  au  moyen  des  formules  pré- 
cédentes, dépendent  donc  des  trois  variables  auxiliaires  i/j,  !£,,  u,,  des  deux 
variables  auxiliaires  u\^  u\y  des  trois  constantes  qui  figurent  dans  les  fonctions 
thêta  de  deux  variables  et  enfin  des  neuf  constantes  a,,  ...,03  liées  par  les  six 
relations  d'un  système  orthogonal  quelconque.  Si  l'on  fait  varier  toutes  ces 
quantités,  on  obtient  un  déplacement  virtuel  du  solide  rigide  autour  du  point 
envisagé;  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  correspondante  s'expriment 
linéairement  au  moyen  des  composantes  des  variations  des  quantités  que  nous 
venons  de  mentionner. 

Si  nous  envisageons,  en  particulier,  le  cas  où,  seules  parmi  ces  quantités,  les 
quantités  w,,  Mj,  Mj  dépendent  de  ^  (ce  cas  se  présente  dans  ceux  des  problèmes 
concernant  le  mouvement  d'un  solide  rigide  autour  d'un  point  fixe  dont  on 
connaît  la  solution),  nous  obtenons  les  expressions  des  composantes  ir,  /,  p, 
/>,  q^  r,  suivant  les  axes  fixes  dans  l'espace  et  dans  le  corps,  de  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  du  solide,  au  moyen  de  fonctions  thêta  de  m,,  m,,  de  fonctions 
thêta  de  m',,  w^,  de  fondions  thèla  de  w,  itiM',,  u^±u^^  des  neuf  constantes 
a,,  ...,  c^  formant  un  système  orthogonal  et  de  1/.,. 

Si  nous  faisons  varier  les  neuf  constantes  a,,  ...,  C3,  de  façon  qu'elles  con- 
tinuent à  former  un  système  orthogonal,  nous  obtenons  un  déplacement  virtuel 
du  solide  dont  les  composantes  P,  Q,  H,  suivant  les  axes  fixes  dans  l'espace, 
fournissent  des  expressions  utiles  dans  l'étude  du  mouvement  d'un  solide  dans 
un  fluide  incompressible.  Ainsi,  dans  les  deux  problèmes  de  M.  Weber  et  A^ 
INI.  Steklofl",  elles  fournissent  aisément  les  coordonnées  du  centre  de  masses  du 
solide.  Ces  composantes  P,  Q,  R  s'expriment  aussi  au  moyen  des  fonctions  ihèla 
«le  w,,  w.,  des  fondions  ihètu  de  w',,  w'.,  des  fondions  thèla  de  w,  rt  u\^  w,  •±:  u'.. 
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des  neuf  constantes  a,,  .. .»  C3  formant  un  système  orthogonal,  de  leurs  varia- 
tions, et  de  U3. 

M.  Kôtter  termine  son  Mémoire  en  donnant  une  formule  qui  permet,  dans 
Tétude  du  mouvement  d'un  solide  rigide  dans  un  fluide,  de  mettre,  sous 
forme  d'une  différentielle  totale,  la  composante  de  la  vitesse  de  translation  du 
solide  suivant  la  direction  de  l'impulsion  qu'on  lui  a  donnée.  La  difficulté  qui 
se  présentait,  dans  l'intégration  de  cette  composante  multipliée  par  dty  se  trouve 
ainsi  écartée. 

Fuchs  (L,).  —  Sur  ia  façon  dont  les  intégrales  d'une  équation 
difTérentielie  linéaire  dépendent  de  paramètres  figurant  dans 
les  coefficients  de  cette  équation  difl^érentielle.  (905-920). 

Soit 
(i)  Jj^./,.  =  o, 

une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  dont  le  coeffitient  h  est 
une  fonction  rationnelle  de  la  variable  indépendante  x  et  d'un  paramètre^. 
Il  peut  arriver  qu'un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette  équation  difl'é- 
rentielle,  envisagées  comme  des  fonctions  du  paramètre  y,  vérifient  une  équa- 
tion différentielle  de  la  forme 

,    ^  d^z  ô^'Z  âz 

où  p^y  p^y  />3  soient  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  y,  M.  Fuchs  démontre 
que,  dans  ce  cas,  ou  bien  l'équation  différentielle  (i)  admet  au  moins  une  inté- 
grale dont  la  dérivée  logarithmique  par  rapport  à  x  est  une  fonction  ration- 
nelle de  x^  ou  bien  cette  équation  différentielle  (i)  est  nécessairement  une  de 
celles  qu'il  a  déjà  étudiées  antérieurement,  et  auxquelles  correspond  un  groupe 
de  substitutions  dont  les  coefficients  sont  indépendants  du  paramètre  j^. 

Dans  ce  dernier  cas,  l'intégrale  z  de  Téquation  différentielle  (1)  envisagée 
comme  une  fonction  de  y,  vérifie  nécessairement  {Sitzungsberichte,  189a) 
une  équation  différentielle  d'ordre  au  plus  égal  à  a,  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  y.  Si  donc,  R  désignant  une  fonction  ra- 
tionnelle de  Xf  l'équation  différentielle  (i)  n'admet  pas  d'intégrale  de  la  forme 

/Rrf.r 

l*équation  différentielle  (2)  est  nécessairement  réductiblej  puisqu'elle  est  du 
troisième  ordre.  Par  conséquent,  si  un  système  fondamental  d'intégrales  de 
Péquation  différentielle  (i),  envisagées  comme  fonctions  du  paramètre  y,  vé- 
rifient une  équation  différentielle  irréductible  (2),  l'équation  différentielle  (1) 
adnaet  nécessairement  au  moins  une  intégrale  de  la  forme 


.  =  /" 


Hx 


OÙ  R  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x. 

Mais  alors  de  deux   choses  l'une  :  ou  Téqualion  diffcrenticllc  (i)  n'admet 
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qu'une  seule  intégrale  de  la  forme 

ou  elle  en  admet  plusieurs.  Si  elle  en  admet  plusieurs  et  si  l'on  désigoe  deux 
quelconques  d'entre  elles  par 

/Ri  dx  /"Rj  dJC 

,       z^  =  eJ         , 

et  si  Ton  suppose  que  la  fonction  rationnelle  R,  puisse  être  mise  soas  la  forme 


Ri  = 


ot,  OL,  a. 


r. .  .-1 » 

X  —  a^       X  —  O]  X  —  a^ 


où  les  quantités  a^^  a^t  ...»  ^m  sont  inégales  et  où  «p  a,,  ...,  a^  sont  indé- 
pendants dex,  la  fonction  rationnelle  R,  pourra  être  mise  sous  une  forme  ana- 
logue et  M.  Fuchs  démontre  que  le  produit  z^z^  est  alors  nécessairement  une 
fonction  rationnelle  entière  de  x. 
Ceci  posé,  envisageons  l'équation  différentielle 

qui  admet  le  système  fondamental  d'intégrales 

D'après  ce  que  l'on  vient  de  voir  sur  la  forme  du  produit  z^z^^  cette  équa- 
tion difTérentieile  admet  comme  intégrale  une  fonction  rationnelle  entière  dear. 
Sauf  dans  le  cas  où  l'équation  différentielle  (i)  est  résoluble  algébriquement, 
c'est-à-dire  où  ses  intégrales  s'expriment  au  moyen  de  racines  de  fonctions 
rationnelles,  l'équation  (3)  ne  peut  d'ailleurs  admettre  comme  intégrales  deux 
fonctions  ralionnellcs  entières  de  x  distinctes,  c'est-à-dire  telles  que  leur  rapport 
ne  soit  pas  une  constante;  on  en  conclut  que,  sauf  dans  le  cas  où  réquation 
difTércnlielIe  (i)  est  résoluble  algébriquement,  le  produit  -3, 2,  est  nécessaire- 
ment de  la  forme  • 

z,z^^V}\{x), 

où  r  est  indépendant  de  x  et  où  H  (a:)  est  un  polynôme  en  x  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  rationnelles  dey.  Mais  alors  les  deux  intégrales  z  ,  «. 
qui  forment  un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  difTérentieile  (i) 
sont  de  la  forme 

r     p    dr 

z,-^s/W^)e^'^^^^\ 

C      /•    d.r 

~îrj  ùtt; 


Z^=  y/11  (x)C 


où  c  ne  dépend  pas  de  x;   le  carre  du  quotient—  est  d'ailleurs  une  fonction 

rationnelle  de  y  qui  se  réduit  à    une  quantité  indépendante  de   v  quand  a  , 
^2>  •  •  •  »  *m  sont  indépendants  de  y. 
Si  l'équation  dilTcrcnticlle  (i)  n'admet  qu'une  intégrale  de  la  forme 


Tr  d.v 
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où  R  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x^  les  coefficients  de  cette  fonction 
rationnelle  de  X  sont  nécessairement  des  fonctions  rationnelles  de  ^.  Supposons 
encore  que  l'on  puisse  mettre  la  fonction  rationnelle  H  sous  la  forme 


X  —  a,        X  —  a.^  X  —  a^ 


■  » 


où  les  quantités  a,,  Oj,  ...,  a^  sorit  inégales  et  où  a,,  a,,  ...,  a^  sont  indé- 
pendants de  X,  et  supposons,  en  outre,  que  a,,  a,,  ...,  a^  soient  indépendants 
de  y.  Uintégrale  ^,  est  alors  nécessairement  de  la  forme 

-w,    —    I   _'  I    2'  .  .  .   *    U,    » 

où  3,.  «2,  . .  •  «  a^  désignent  celles  des  quantités  a,,  a,,  . . . ,  a^  qui  sont  inégales, 
et  où  P,,  Pj.  ...,  P  désignent  des  polynômes  en  x  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  rationnelles  de  y.  La  fonction 

vérifie  aussi  l'équation  différentielle  (1)  et  l'on  sait  que  z,,  z^  forment  un  sys- 
tème fobdamental  d'intégrales  de  cette  équation  difi'érentielle. 
Ceci  posé,  substituons  à  z  une  nouvelle  variable  v  par  la  substitution 

z  =  i^P?iP*»...P*:': 
l'équation  diflTérentiellc  (i)  se  transformera  en 

OÙ  gi  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de^;  si  Ton  pose 

/dx^ 
P**«P«««...PJ|,*«' 

v^y  V2  formeront  un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette  équation  diflfércn- 
tielle  (4)-  Supposons  que  i^,  envisagée  comme  une  fonction  dey  vérifie  une 
équation  diiTérentielle  de  la  forme 

-^  f)'"z  ô'^-^z 

où />„ /iji  ••'1  Pm  désignent  des  fonctions  rationnelles  des  deux  variables  07 
et  y,  et  désignons  par  Y,  les  diverses  déterminations  de  la  fonction  de  y  dont  r, 
est  Tune  des  déterminations;  on  aura  nécessairement  pour  chacune  de  ces  dé- 
terminations une  expression  de  la  forme 


V,  =  -j  H-  ?, 


où  a^  est  Pune  dos  quantités  a,,  a. a^  et  où  p  ne  dépend  que  de  y,  cha- 
cune des  fonctions  V,  vérifiera  l'équation  différentielle  (4):  la  fonction  p  de  y 

BulL  des  Sciences  matlicm.,  2*  sério,  t.  WII.  (Aniit  189K.)  \\.\i 
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vérifiera  doac  néceasaircmnii  rùquiilion  ■HfTOreiiliclle  lintairi;  lt:>tnugcQr  {i] 
il  en  résulte  que  l'équalion  dltTi^rentielk  {5)  Ml  réductible  ta  y  k 
Pti Pit  ••••Pm  "'  ilépcndmt  pas  dr  x  ti  it  y  comme  on  l'a  »iip\ 
■oient  foactioiis  dey  seulement, 
Si,  par  eiempU.  l'i'rjuation  diOËrcnlirlIa  (S)  eit  de  t«  forme 

oii  la  fonction 


=  ï.--7.,7^  ^■- 


cst  irréductiblE  par  rapport  i  ^.  et  n 
rationaelles  de  y,  il  réiulie  de  ce  oni 


)  =  o 


\ 


il  suffit  donc  que  les  cocfQcicnts  g,,  q,,  ....  7„  de  lit  Iiiaction  cnvJMgcr  <,l(;t 
soient  des  fooccions  rationncllea  de  y,  indépendantes  de  x. 

On  rencontre  ce  cas  particulier  dans  l'étude  dfA  intégrales  dliplîque*  n 
hjperelliptiqncs ;  n  est  alors  égal  à  i;  ^  -i-t  eal  égal  *u  dejjrf  du  poljnoat 
qui  figure  sou»  le  radical;  s  est  l'intégrale  envisagéi^;  x  désigne  l'une  dft  *•' 
riables  tl  y  l'ane  des  valeurs  de  ramïGcalîon;  r,  et  r,  sont  du  roacliont  ra> 

tionnelles  de  :t  et  de  j-;  mais  g„  g, q,_,  sont  des  [onctions  ratiuaoïll» 

de  y  seulement  cl  l'un  a  bien,  si  p  désigne  un  qiirl[^iini|iic  At»  iiiodiilet  dr  p^  J 
riodicité  de  l'intégrale  onviiagée, 

Q(?)=o. 

Cet  modules  de  périodicité  p  tant  d'ailleurs  pricliémcot  des  ooelleiMU  ^^ 
groupe  de  substitutions  appartenant  A  t'éqoation  difTércntlelle  do  second  on^P-^ 

i  laquelle  satisfait  l'intégrale  s  envisagée  cnaïaie  une  fonction  de  variables 
{Journal  de  Crelte,  t. 71). 

Envisageons  maintenant  l'équation  diUérentielle  du  second  ordre,  pins  gén*^  ' 
raie  que  l'équation  (i), 

dans  laquelle  £'  et  A  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  la  variable  x  ^^ 
d'un  paramètre  y;  supposons  encore  que  cette  équation  différentielle  (6)  ad^^ 
mette  un  système  d'intégrales  fondamentales  qui,  envisagées  comme  des  (anr=^ 
tions  de  ^,  vériHent  une  équation  différentielle  de  la  forme 

#;  d"3  ùz 

(7)  jp+/',^+/'.j^ +;'.=  =  ''■ 

où  />|,  p,.  p,  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  x  cl  de^. 

On  peut  démontrer  que  l'étude  des  intégrales  de  l'équation  différeolielle  (6^ 
se  ramène  à  celte  des  intégrales  de  l'équation  différentielle  (  i),  lorsque  tes  iplé — 
grales  de  l'équation  (6)  sont  partout  déterminées  et  que  les  racines  de  l'équi' 
tion  déterminante  fondamentale  sont  indépendantes  de  y.  En  effet,  sons  tMe 
hypntbése,  et  même  sous   une   hypothèse   plus  générale,   l'équation   différtO' 
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tiellc  (7)  se  transforme  par  la  subslilution 

en  une  équation  de  la  forme 

*  (y )' '  '  ffy  ()y 

où  Pp  1%,  P3  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  ^',  comme  les  coeffi- 
cients/?,, /?,,  />3  de  l'équation  (7);  d'ailleurs,  par  cette  substitution,  l'équation 
difTérentielle  (6)  se  transforme  en  une  équation 

{^  bis)  -jj^  -^h.t  -  o, 

où  A|  e^t  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  y,  et  qui  est  donc  du  type  de 
l'équation  différentielle  (i). 

En  suivant  la  même  méthode  on  pourrait  étudier  les  intégrales  d'une  équa- 
tion différentielle  linéaire  homogène  d'ordre  quelconque  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  des  variables  indépendantes  et  d'un  paramètre, 
dans  le  cas  où  un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette  équation  diiïéren- 
rentielle,  envisagées  comme  des  fonctions  du  paramétre,  vérifient  une  équation 
différentielle  linéaire  homogène  dont  les  coefficients  soient  des  fonctions  ration- 
nelles des  mêmes  variables  indépendantes  et  du  même  paramètre. 

Ilensel  (A.).  —  Sur  les  ordres  des  points  de  ramification  des  sur- 
faces de  lliemann/(933-943). 

Soient 

(«)  fir^  X)  =  y  -\-  a^i.x))"'-'  -\-  a.{x)y"-'  \  . .  .-\-  a„{x)-  o, 

une  équation  irréductible;  y^,  y^,  ••">'«  '<**  '*  racines  conjuguées  de  cette 
équation;  Y  =  ^{x,  y)  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  ^,  c'est-à-dire  un 
élément  du  corps  algébrique  G{x,y)  engendré  par  l'équation  (i);  Y,,  V,,  ..., 
Y,  les  n  fonctions  algébriques  conjuguées 

Y,  =  ?(J*,  ri)'        V2=?(x,  Vo),         ...,        Y„=  9  (jT,  .)•„). 

Désignons   par   Y^",  Y^=-,  ...,  Y('*),   n  cléments  quelconques  du  corps  algé- 
brique G(J7, r);  formons,  au  moyen  de  ces  n  éléments  et  de  leurs  conjugués, 

le  système  algébrique 

YJ)     Y:,2'      ...      Y/') 

Ys,"    \\y    ...    ^\,«> 

que  nous  désignerons  pour  abréger  par  (Y|jî').  Chaque  diviseur  élémentaire 
de  ce  système  (Yj^f')  est  une  racine,  à  indice  entier,  d'une  fonction  ration- 
nelle de  â?  que  l'on  peut  former  par  divisions  successives  au  moyen  des  coeffi- 
cients a,,  Oj,  ••.,<'«  de  l'équation  (1).  Nous  n*envisagerons  que  des  systèmo 
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(YJ;!'  )  dont  le  déterminant 

IrStM      (î  =  i,  2,-..,  i»;*  =  it  »,...,«) 

soit  diiïérent  de  zéro,  et  nous  n'envisagerons  ces  ijHèmi  qpe  dcatlevoiiiMce 
d'un  point  x  =  a  arbitrairement  6xé;  il  sofÛtfàCMlelfeiydedétenniBerlcsfBift» 
sances  {x  —  a)^^^  {x  —  a)^*^ ...,  {x  —  a)^»  de^p-^afvi  sont  contMiMi dits 
les  n  diviseurs  d'un  système  algébrique  (Yj^);  leaif  exposants  €„  V  ..«t^* 
sont  des  nombres  rationnels,  positifs  ou  négati&  que  FoB  peut  àéUtaÊÊm»  par 
des  opérations  rationnelles. 

Nous  nommerons  {x  —  a)^t^  (x  — a)^,  ...,  (w  —  U)^  U»  dhkturê  ^U^ 
mentaires  de  (YJ^^^)  au  point  a.  Nous  ne  supposerons  pat  que  c«s  diTisenn 
élémentaires  soient  rangés  d'après  Tordre  de  grandeurs  des  exposants  h^ 
83,  ...,  8^;  nous  nous  réservons  de  les  ranger  dans  un  ordre  convenable. 

Ceci  posé,  soient  (  Yj^^)  et  (Zj^^^)  deux  systèmes  algébriques  formés  au  moyen 
d'éléments  du  même  corps  algébrique  G(j7,^).Quel  que  soit  le  point  envisagé 
07  =  a,  si  (;r  — a)^i,  (x  —  a)*»,  . . .,  (x  — a)*«  sont  les  diviseurs  élémentaires  du 
système  algébrique  (  \^l^  )  au  point  a,  rangés  dans  un  ordre  quelconque,  on  peut 

toujours  ranger  les  diviseurs  élémentaires  du  système  algébrique  {7^1)  au 
même  point  a,  dans  un  ordre  tel 

(j;  — «)••,     {x  —  a)*i,     ....     (x  — «)•«, 

que  pour  «  =  1,2,  ...,  n  les  différences  6^—  e^  soient  des  nombres  entiers.  Si 
nous  rangeons  ainsi  les  diviseurs  élémentaires  de  (Zj^!'),  nous  nommerons  divi- 
seurs élémentaires  correspondants  des  deux  systèmes  algébriques  (Yj^^') 
et  (Zj.'')  deux  diviseurs  élémentaires  tels  que  {x  —  a)^i  et  {x  —  a)*.. 

Les  plus  petits  restes  positifs  des  exposants  ô,,  6,,  ...,  5„  des  diviseurs  élé- 
mentaires des  systèmes  d'ordre  /i  du  mi^me  corps  algébrique  G{x,  y)  soûl  donc 
(les  invariants  de  ce  corps  algébrique.  Si  l'on  connaît  ces  invariants  au  pointa, 
on  peut  déterminer  la  ramification  de  la  surface  de  Kiemann  au  point  n,  ri 
inversement.  Or  on  a  vu  que  l'on  peut  déterminer  ces  invariants  par  dts  opé- 
rations rationnelles;  on  peut  donc  déterminer  la  ramification  de  la  surface  de 
Kirmann  au  point  quelconque  a  par  des  opérations  rationnelles. 

Soient  \,  H,  G,  ...,  K  les  h  points  superposés  mais  distincts  de  la  surfa«r 
de  Hiemann  envisagée,  correspondant  tous  à  la  même  valeur  w  —  a  de  la  \à- 
riablc,  et  tels  que  a  des  n  feuillets  de  celte  surface  soient  réunis  en  A,  Jl  en  H. 
Y  en  C,  ...,  A  en  K.  M.  Hensel  démontre  qu'il  existe  un  système  algébrique 
(^/.")  correspondant  dont  les  diviseurs  élémentaires  au  point  a  ont  respecti\c- 
inent  pour  exposants  les  nombres 

o        I         '.>  y.  —  I        o         I  »  3  —  I        o        I  A    -  I 

-,      -,         ,      .  .  . ,      —    —  ,         ,      -,       -,      .    . ,      .'  -  —  ,         ,      -,      .  .  . ,      —  - . 

2        a        a  a  i         i        .i  .-  ï        ï  A 

Os  nombres  étant  des  invariants  du  corps  algébrique  G{x,  y),  on  voit  que  >i 
(  VJ^"  )  <st  un  quelconque  des  systèmes  a!gébri(|ues  envisagés,  on  peut  toujourx 

rnnfi^cr  les  plus  petits  restes  positifs  des  exposants  ô,,  0^ 0^  dans  l'ordre 

précédent:  «^i  on  \e^   ran^e  dans  cet  ordn\   la   surface    de    hiemann   cnvi««aî:éo 
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aura  en  x  =  a  précisément  h  points  de  ramification  superposés,  le  premier 
d*ordre  a,  le  second  d'ordre  p,  ...,  le  dernier  d'ordre  A". 

Envisageons,  par  exemple,  le  corps  algébrique  défini  par  Téquation 

Si  r  est  l'exposant  le  plus  élevé  de  a;  —  a  qui  figure  dans/(a;),  le  nombre  de 
points  de  ramification  de  la  surface  de  Ricmann  aux  points  correspondant  à  la 
valeur  :r  =  a  de  la  variable  est  égal  au  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
nombres  n  et  r,  et  chacun  de  ces  points  de  ramification  est  d'un  ordre  égal  au 
quotient  de  n  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  de  r. 

/^robenius  (G.).  —  Généralisation  du  théorème  de  Sylow.  (981- 
993). 

1.  Sylow  a  démontré  que  tout  groupe  /  d'ordre/?^,  où  p  est  un  nombre 
premier,  admet  une  suite  de  sous-groupes  invariants  /,,  f^,  •.•,  /x-i  dont 
chacun  est  contenu  dans  le  suivant.  On  désigne  cette  suite  sous  le  nom  de 
suite  principale  de  sous-groupes  invariants  du  groupe/. 

La  démonstration  de  Sylow  repose  sur  ce  que  chaque  groupe  d'ordre/?^  con- 
tient un  élément  invariant  d'ordre  /?,  c'est-à-dire  un  élément  d'ordre  p  qui  est 
échangeable  avec  chacun  des  éléments  du  groupe.  M.  Frobenius  fait  observer 
que  ce  théorème  est  contenu  dans  cet  autre  plus  général  :  «  Tout  sous-groupe 
invariant  du  groupe  envisagé  contient  un  élément  invariant,  d'ordre  /?,  de  ce 
groupe.  » 

On  peut  faire,  à  propos  du  théorème  de  Sylow,  les  deux  remarques  sui- 
vantes :  Chaque  sous-groupe  d'ordre  />^"',  du  groupe  envisagé,  est  un  sous- 
^roupe  invariant.  Tout  sous-groupe  invariant,  d'ordre  /i,  du  groupe  envisagé 
est  formé  par  les  puissances  d'un  élément  invariant. 

2.  M.  Frobenius  démontre  ensuite  les  propositions  générales  suivantes  : 

«.  Si  a  et  6  sont  des  nombres  premiers  relatifs,  un  élément  d'ordre  ab  peut 
toujours  être  mis  sous  la  forme  du  produit  de  deux  éléments  échangeables 
entre  eux  d'ordres  a  et  6,  et  il  ne  peut  l'être  que  d'une  seule  manière. 

»  Si  l'ordre  d'un  groupe  est  divisible  par  /i,  le  nombre  des  éléments  du 
groupe  dont  l'ordre  est  contenu  dans  n  est  un  multiple  de  n. 

w  Si  l'ordre  d'un  groupe  est  divisible  par  /i,  les  éléments  de  ce  groupe,  dont 
l'ordre  divise  /i,  forment  un  sous-groupe  caractéristique  du  groupe  envisagé, 
dont  l'ordre  est  divisible  par  /i. 

»  Si  l'on  envisage  un  groupe  dont  Tordre  est  divisible  par  les  deux  nombres 
premiers  relatifs  r  et  5,  et  tel  que  le  nombre  d'éléments  A  de  ce  groupe  dont 
l'ordre  est  un  diviseur  de  r  soit  précisément  égal  à  r,  et  que  le  nombre  d'élé- 
ments B  du  même  groupe  dont  l'ordre  est  un  diviseur  de  9  soit  précisément 
égal  à  5,  chacun  des  r  éléments  A  est  nécessairement  échangeable  avec  chacun 
des  s  éléments  B,  et  les  éléments  du  groupe  envisagé,  dont  l'ordre  est  contenu 
dans  le  nombre  r*,  sont  les  rs  éléments  diflerents  AB  =  BA.  » 

3.  Cauchy  a  démontré  que  tout  groupe  fini  dont  l'ordre  est  divisible  par  un 
nombre  premier/»  contient  des  éléments  d'ordre  y?;  M.  Frobenius  montre  que 


i  -.     i-s- 
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le  nombre  de  ces  élémenis  est  dans  tous  les  cas  de  la  f<nvie 

où  n  désigne  un  nombre  entier. 

Le  théorème  de  Cauchy  a  été  généralisé  par  Sylow  qui  a  miMttré  ^m  tMl 
groupe  fini  dont  Tordre  h  est  divisible  par  une  pàîseaBOe/»*  <l*as  mtmknfl^ 
mier  p  contient  des  sous-groapes  d'ordre  /^;  If.  PfobeBitu  doAtte  «ae  ■MVii' 
démonstration  de  cette  proposition  et  il  moatre  aaaai  fve  le  mMBbrediM* 
sous-groupes  est  nécessairement  congm  à  i,  modnlo  ^;  IL  Sflow  avait  ^ 
établi  cette  proposition  dans  le  cas  où  Tordre  ^eat  la  pciaaeaoe  la  pivsâefée 
contenue  dans  h  :  dans  ce  cas,  deux  qoelcoiquea  des  gtovpca  d*efdn ^  Cli- 
tenus  dans  le  groupe  envisagé  sont  conjugués,  et  leor  Boasbie  q«i  eti  tOiQetf* 
congru  à  i,  module  /?,  est  un  diviseur  de  h. 

La  démonstration  de  M .  Frobenius  s'appuie  sur  le  théorème  rappelé  aa  a*  1 
et  sur  le  lemme  suivant  :  «  Le  nombre  de  sous>groupes  d*ordre  p^^  é*9* 
groupe  d'ordre  y?^  est  congru  à  1,  moduloy?.  »  Ce  lemme  est  démontré  de  deux 
manières  :  d'une  part  par  induction,  d'autre  part  en  s'appuyant  sur  ce  que 
chaque  groupe  d'ordre  p^  a  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  p^-*. 

On  peut  aussi  démontrer  que,  plus  généralement,  si  l'ordre  d'un  groupe  II 
est  divisible  par  la  A*'*"*  puissance  d'un  nombre  premier  /?  et  si  P  e*t  un  sous- 
groupe  de  H  d'ordre  y?^,  où  6  est  un  entier  positif  plus  petit  ou  égal  à  A:,  le 
nombre  des  sous-groupes  de  H  d'ordre  />*  qui  sont  divisibles  par  P  est  néces- 
sairement congru  à  i,  modulo /?. 

D'autre  part,  on  voit  aisément,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  plus  géoéral 
que  celui  de  Sylow,  cité  au  n"*  t,  que  le  nombre  des  sous-groupes  d'ordre  7>^~' 
contenus  dans  un  groupe  d'ordre  p^  n'est  égal  à  1  que  si  le  groupe  envisagé 
d'ordre  p^  est  un  groupe  cyclique. 

On  voit  aussi  que  si  H  est  un  groupe  quelconque  d'ordre  p^^  le  nombre  de 
sous-groupes  invariants  d'ordre  />',  où  k  est  un  entier  positif  plus  petit  que  X. 
contenus  dans  11  est  congru  à  1,  modulo  p,  et  que  si  G  est  un  sous-groupe  inva- 
riant de  11  dont  l'ordre  soit  divisible  par  p^y  le  nombre  des  sous-groupes  de  G 
(i'«)r(lrc />''  qui  sont  sous-croupes  invariants  de  11  est  congru  à  i,  modulo />. 

Frobenius  {('-)•  —  Sur  les  groupes  résolubles.  (i()'>---i()  { {). 

Dans  les  Sitzungsbcriclite  de  189.3,  M.  Frobenius  a  démontré  que  si  l'ordre 
d'un  ftroupc  II  est  cgal  an  produit  ab  de  deux  nombres  entiers  dont  l'un  a  ne 
contient  que  <les  nombres  premiers  inégaux  et  dont  l'anlre  b  est  premier  re- 
latif à  a  f  (a),  (où  .5  est  la  fonction  arithmétique  de  Gauss),  le  nombre  d'élé- 
Micnts  (lu  groupe  II  dont  l'ordre  est  un  diviseur  de  b,  est  précisément  égal  k  b. 
De  plus,  si  d  est  un  (|uelconque  des  diviseurs  de  «,  Il  contient  cerlainemeni 
un  groupe  d'ordre  d. 

On  peut  se  demander  comment  se  moililient  ces  ihcorcmes  quand  les  factcui"> 
premiers  de  a  ne  sont  pas  tous  inégaux:  c'est  pour  pouvoir  répondre  à  cette 
question  que  M.  l-'iobcnius  démontre  les  piopositions  suivantes  : 

«  Désignons  par  11,,  II.,  . . . ,  H^  des  sous-groupes  caractéristiques  du  groupe  H. 
Si  chacun  des  (v  —  1)  premiers  est  contenu  dans  le  suivant  nous  dirons  qu'ils 
forment  une  suite  de  sous-groupes  caractcri-->liques;  cette  suite  sera  complète 
lorsque,  d'une  part,  pour  aucun  des  indices  {i  =  i,  _»,  ...,  v  —  1,  il  n'existe  un 
sous-groupe  caractéristique  G   de   11  qui  contienne  11.^,  soit  contenu  dans  11^. 
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et  ne  soii  ni  H    ni  Hj^^,  et  que,  d'aulre  pari,  le  premier  groupe  Uj  de  la  suite 
est  le  groupe  principal  E  tandis  que  le  dernier  H^  est  le  groupe  H  lui-même. 
Si 

désignent  deux  suites  complètes  de  sous-groupes  caractéristiques  de  H,  il  faut 
que  a  soit  égal  à  p,  et  les  groupes 


a-l 


4  -^2  -^.1  '"'•a 


sont  nécessairement  isomorphes  (holoédriques)  aux  groupes 

^-  b;'  â'  "-  B- 

rangés  dans  un  ordre  convenable.  M.  Frobenius  en  donne  deux  démonstrations 
dont  Pune  est  identique  à  celle  du  théorème  analogue  démontré,  dans  un  pré- 
cédent Mémoire,  sur  la  suite  principale  d'un  groupe,  tandis  que  l'autre  s'appuie 
en  partie  sur  ce  dernier  théorème. 

Envisageons  un  groupe  quelconque  H  d'ordre  h  =p*'q'i^r^ . . .,  où  y?,  ^,  /*,  .. . 
désignent  des  nombres  premiers  inégaux;  ce  groupe  contient  des  groupes  P,  Q, 
H,  ...  d'ordres  />^,  7»*,  r"*, Soit 

l«'      P       P  P 

une  suite  complète  de  sous-groupes  caractéristiques  du  groupe  P;  désignons  par />^t 
l'ordre  du  sous-groupe  P,  et  par  6(P)  le  produit  (/>  —  i)(/>'—i)..  .(/?*  — 1), 
où  k  est  le  plus  grand  des  exposants  X,,  X,,  ....  Comme  deux  quelconques  des 
groupes  P  d'ordre  p^  contenus  dans  H  sont  conjugués,  le  nombre  0(P)  est  le 
même  pour  chacun  de  ces  groupes. 

Lorsque  deux  quelconques  des  éléments  du  groupe  P  sont  échangeables,  on 
peut  construire  une  suite  complète  de  sous-groupes  caractéristiques  de  P.  Si 
alors  p  désigne  le  rang  de  P  (en  sorte  que  ce  groupe  P  puisse  être  engendré 
par  p  éléments  mais  non  par  un  plus  grand  nombre  d'éléments),  nous  repré- 
senterons par  6(P)  le  produit  (y?  —  i){p-—  1).  ..(/>?—  1)  ;  6(P)  est  divisible 
par  6(P). 

On  peut  construire  une  suite  de  sous-groupes  caractéristiques  de  P  tels  que 

si  A  et  B  désignent  deux  termes  consécutifs  de  cette  suite,  le  groupe  j  soit  un 

groupe  formé  d'éléments  échangeables,  tous  d'ordre  y?  ou  d'ordre  1. 

Convenons  d'adopter,  pour  les  groupes  Q,  B,  ...  et  les  suites  complètes  de 
sous-groupes  caractéristiques  de  ces  groupes,  des  notations  analogues  à  celles 
adoptées  pour  les  groupes  P,  et  posons  enfin 

0(II)=  0(P)e(Q)0(H).... 

Ceci  posé,  M.  Frobenius  démontre  que  si  un  groupe  A  d'ordre  a  est  échan- 
geable avec  un  élément  B  d'ordre  b,  et  si  b  et  aO(A)  sont  premiers  relatifs, 
Coût  élément  de  A  est  échangeable  avec  B;  et  le  théorème  plus  général  : 

«  Si  l'ordre  d'un  groupe  A  est  premier  relatif  à  l'ordre  d'un  élément  C,  si  B 
est  un  sous-groupe  invariant  de  A,  si  C  est  échangeable  avec  chaque  élément 
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de  n  et  si  C  est  échangeable,  modulo  B,  avec  chaque  élémenl  de  A,  C  est  aus»i 
échangeable  avec  chaque  élément  de  A.  » 

Puis  il  établit  la  proposition  suivante  : 

Si  a  et  ^  sont  des  nombres  premiers  relatifs  et  si  un  groupe  H  d'ordre  ab 
contient  un  sous-groupe  invariant  A  d'ordre  a,  on  sait  {Sitzungsberichte,  iSgS) 
que  ce  groupe  II  contient  précisément  a  éléments  dont  Tordre  divise  a;  ces  a 
cléments  sont  les  éléments  de  A.  Si  Ton  suppose,  de  plus,  que  les  deux 
nombres  0(A)  et  b  sont,  eux  aussi,  premiers  relatifs,  le  nombre  d'éléments 
de  H  dont  Tordre  divise  6  est  égal  à  6;  chacun  de  ces  élément?  est  échangeable 
avec  chacun  des  éléments  de  A.  Ces  b  éléments  engendrent  un  f;roupe  H, 
d'ordre  a, 6  qui  contient  un  sous-groupe  invariant  A,  d'ordre  a^'y  chacun  des 
élémentsdu  groupe  A,*  est  échangeable  avec  chacun  des  éléments  du  groupe  H; 
le  groupe  A,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  groupes  A  et  H,  ;  le  groupe  A, 
est  sous-groupe  invariant  de  H. 

Soit  maintenant  p*"  la  puissance  la  plus  élevée  d'un  nombre  premier  y?  con> 

tenu  dans  Tordre  li  d'un  groupe  II  ;  posons  ab  =  — r*   Supposons  que  deux  quel- 

conques  des  groupes  P  d'ordre  p^  contenus  dans  H  n'aient  aucun  clément  com- 
mun. Si  les  nombres  6(P)  et  b  sont  premiers  relatifs  et  si  le  nombre  d'élé- 
ments de  11  dont  Tordre  est  un  diviseur  de  p*'b  est  égal  à  p*'by  le  nombre  d'élé- 
ments de  H  dont  Tordre  est  contenu  dans  b  est  égal  à  6  et  les  cléments  de  H 
échangeables  avec  P  forment  un  groupe  dont  Tordre  est  égal  à  p^ab.  Les  élé- 
ments de  H  échangeables  avec  P  forment  un  groupe  P'  dont  Tordre  h'  con- 
tient X  fois  le  nombre  p\  %\  —r  —  a' b\  b'  est  le  plus  grand  commun  diviseur 

de  h'  et  de  6;  on  démontre  aisément  que  a'  est  égal  à  a\  donc  a  et  j7  sont 

premiers  relatifs. 

Apres  avoir  établi  ces  propositions  M.  Frobenius  passe  à  la  démonstration  par 

iiiducLion  du  tlicorcinc  gênerai  que  >()ici  : 

»  Soil  II  un  jiroupe  dont  l'ordre  h  est  le  produit  de  deux  nombres  premitrN 

relalifs  a  et  h.  Soil 

a       h'^i^m" .  . .  p' 


.'. 


où  A,  /,  ///,  ...,  p  désignent  des  nombres  premiers  distincts.  Soient  K,  L, 
M,  ...,  P  des  sous-groupcs  de  II  d'ordres  respectivement  égaux  à  X*.  /\ 
ni'y   ...,  />'.  Si   deux  éléments  quelconques    de   chacun    de  cos   groupes  sont 

échangeables  entre  eux  et  si  les  nombres  6(K)  et  7-»  6(L)  et »    •-.    sont 

premiers  relatifs,  le  nombre  d'éléments  de  II  dont  Tordre  est  un  diviseur  de// 

e^l  égal  à  b.  Si  (/  est  un  quelconque  des  diviseurs  de  rt,  premier  relatif  à      •> 

If  groupe  11   contient  des  sous-groupes  d'ordre  d  et  deux   quelconques  de  ces 

sou-^-groupes  sont  conjugués.  » 

Parmi  les  nombreuses  consécjuences  qui  se  déduisent  de  ce  théorème  général, 
il  en  est  quelques-unes  qui  méritent  particulièrement  de  fixer  Taltention. 

\'\n>ï  lorsque  chacun  dc>  groupes  précédents  K,  L,  M,  . . .,  P  est  de  rang  i,  en 
«i'aulres  termes  est  un  groupe  cyclique,  et  lorsque  les  nombres  b  cl  a-^(a  )  sont 
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premiers  relatifs,  les  hypothèses  sous  lesquelles  on  a  établi  le  théorème  général 
sont  toutes  vérifiées.  Ce  cas  a  été  étudié  par  M.  Burnside  dans  le  Tome  XXVI  des 
Proceedings  of  the  London  Math.  Soc.  On  a  ainsi,  par  exemple,  la  proposi- 
tion suivante  : 

Si  m  est  un  nombre  impair,  tout  groupe  H  d'ordre  l'^m  qui  contient  un 
élément  d'ordre  a*  contient  un  et  un  seul  sous-groupe  H^  d'ordre  ma^-*.  Ce 
sous-groupe  H^  est  formé  par  tous  les  éléments  de  H  dont  l'ordre  est  contenu 
dans  m  3^^.  Chacun  des  sous-groupes  caractéristiques  H,,  II,,  . . . ,  11^  de  H  con- 
tient le  suivant. 

Si  chacun  des  groupes  précédents  K,  L,  M,  ...,  P  est  de  rang  i  ou  2,  les 
hypothèses  sous  lesquelles  on  a  établi  le  théorème  général  sont  encore  vérifiées 
lorsque  le  nombre  b  est  premier  relatif  au  nombre 

e(K)e(L)e(M)...e(P). 

Le  nombre  d'éléments  de  II  dont  l'ordre  est  un  diviseur  de  b  est  donc  égal 
à  b.  11  n'y  a  exception  que  quand  les  groupes  K,  L,  M,  ...,  P  d'ordres  A'%  /^ 
mT,  ...fP^  étant  rangés  dans  un  ordre  tel  que  l'on  ail  A"  <  /  <  m  <  . . .  < />, 
on  a  A'  =  3  et  /  =  3;  qu'en  outre  K  est  de  rang  2  et  qu'enfin  H  contient  un 
sous-groupe  dont  l'ordre  divise  a» 3?,  et  qui  est  composé  au  moyen  du  groupe 
du  tétraèdre. 

Si  chacun  des  exposants  a,  ^^  y>  •  •  •>  ^  ^^^  ^g^'  à  1  ou  à  2,  les  groupes  K, 
L,  M,  ...,  P  sont  chacun  d'ordre  i  ou  2.  M.  Burnside  a  envisagé,  dans  le  Mé- 
moire cité  plus  haut,  le  cas  où  l'on  a  a  =  2,  p  =  y  =.  ••=  ^  =  «  î  M-  Fro- 
benius  a,  dans  les  Sitzungsberichie  de  1893,  cité  le  cas  suivant  : 

Si  P\y  P2i  '"t  Pnt  Ci  r  désignent  des  nombres  premiers  différents  rangés  par 
ordre  de  grandeur  croissante,  tout  groupe  H  d'ordre /?, /?2. .  ./?„^'/'7  où  y,  est 
un  entier  positif  quelconque,  contient,  pour  ^==1,2,  . . .,  n  —  i,  un  et  un  seul 
sous-groupe  H^^  d'ordre  Px^\P\^2-. -p^Ç^^yi  u"  *^^  ""  seul  sous-groupe  H^ 
d'ordre  ^'rT,  un  et  un  seul  sou  s- groupe.  H  ^^2  d'ordre  rT,  un  et  un  seul  sous- 
groupe  H„^,  d'ordre  ^/'ï.  Ces  sous-groupes,  sauf  ll„^.,,  sont  nécessairement  des 
sous-groupes  invariants  de  H.  Chacun  est  contenu  dans  le  précédent  cl  H  peut 
être  envisagé  comme  le  composé  des  groupes 

"        H,  ll_,         II,         II, 


1.^1  ,1 


II.   11/    •"  -H7*  ïî::;'  h—'  "-^^ 


d'ordres  respectivement  égaux  à 

Piy    Pi*       ••»    />«,     (/,    g,    r\ 

H  est  donc  résoluble.  Il  y  a  cependant  un  cas  d'exception;  c'est  celui  où  l'on  a 
^  =  2,  r  =  3,  donc  n  =  o;  alors  un  groupe  d'ordre  2'3t,  qui  n'a  pas  de  sous- 
groupe  invariant  d'ordre  2.37,  a  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  2-3T-'  cl  un 
autre  d'ordre  3T->;  si  l'on  prend  ce  dernier  sous-groupe  comme  module,  le 
groupe  envisagé  est  le  groupe  du  tétraèdre  d'ordre  12. 

On  peut  maintenant  démontrer  que,  parmi  tous  les  groupes  dont  Tordre  est 
le  produit  de  cinq  nombres  premiers,  il  n'y  a  que  trois  groupes  simples  (c'est- 
à-dire  non  compobCS)qui  soient  formés  parles  substitution^  linéaires  fraction- 
naires propres,  modulo  /?,  où  p  désigne  un  nombre  premier.  Leur  ordre  est 
égal  à  \p{p^ — i)  et  p  est  nécessairement  égal  à  7,  11  ou  i3;  ils  sont  donc 
d'ordre  168,  660  ou  1092. 
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Si  un  groupe  non  résoluble  dont  Tordre  est  le  produit  de  cinq  nombres  pre- 
miers est  composé,  ce  groupe  est  nécessairement  le  composé  du  groupe  de 
ricosaèdre  et  d*un  groupe  dont  Tordre  est  égal  à  un  nombre  premier.  Sauf  les 
groupes  singuliers,  déjà  signalés  par  Cauchy,  d'ordre  6op,  il  n'y  a  que  deux 
groupes  non  résolubles  dont  Tordre  est  le  produit  de  cinq  nombres  premiers; 
tous  deux  sont  d'ordre  lao;  chacun  des  deux  n'admet  qu'un  seul  sous-groupe 
invariant  :  pour  Tun  c'est  un  groupe  d'ordre  3,  pour  l'autre  c'est  le  groupe  de 
Ticosaédre;  Tun  est  le  groupe  symétrique  de  degré  5,  l'autre  est  le  groupe  des 
substitutions  linéaires 

,      :-',       (mod5),  aû-?r  =  «- 

Plus  généralement,  si  /?,  </,  r  désignent  trois  nombres  premiers  rangés  par 
ordre  de  grandeur  croissante,  il  n'y  a,  outre  le  groupe  de  Ticosaédre,  aucuo 
groupe  d'ordre  p^gr  tel  que  deux  quelconques  de  ses  sous-grou{>es  d'ordre /y* 
soient  premiers  relatifs.  Toul  groupe  H  d'ordre  p^ g r^  contient  un  sous-groupe 
invariant  d'ordre  r^  et  est,  par  suile,  résoluble;  il  n'y  a  exception  que  pour 
p  =  7,  g  =  3f  r  =  5f  mais  alors  H  contient  un  sous-groupe  invariant  F  d'ordre 

rT-»  et  TT  est  le  groupe  de  Ticosaédre. 
r 

Le  théorème  général  dont  on  déduit  toutes  ces  conséquences  peut  lui-même 
être  encore  généralisé  et  étendu  au  cas  où  chacun  des  groupes  K,  L,  M,  ...,P 
contient  un  sous-groupe  caractéristique.  Si  Ton  désigne  le  sous-groupe  carac- 
téristique de  chacun  de  ces  groupes  par  la  même  lettre  affectée  de  Findice  o, 
et  si  Ton  suppose  que  Kg,  L,,  M«,  ...,  P«  soient  respectivement  d'ordre 
/-*•,  /Po,  mTo,  . .  ,  p\y  on  peut,  en  effet,  démontrer  que  H  contient  un  sous- 
groupe  d'ordi-e  d  =  A-«o/?omTo. . ./?'%.  Ce  théorème  s'applique  au  cas  où  K,  est 
Télénient  principal  E  cl  aussi  au  cas  où  K^  est  égal  à  K.  On  retombe  sur  le 
tiiéorcine  j;énéral  dcinonlré  plus  haut.,  si  Ton  suppose  que  chacun  des  groupes 
K,  L,  M,  ...,  1*  est  un  groupe  cyclique. 

M.  Frobcnius  termine  son  Mémoire  en  comparant  quelques-uns  de  ses  rt*- 
sultats  à  ceux  obtenus  par  M.  H«ilder. 

JJensel  (A.).  —  Sur  les  ramifications  des  surfaces  de  Rieniann 
à  trois  ou  qualre  feuillets,  (i  io3-i  i  i4)- 

1.  M.  Henscl  se  propose  de  montrer  comment  on  peut  obtenir  facilement, 
dans  cha(|uc  cas  particulier,  les  diviseurs  clémenlaircs  d'un  système  algébrique 
à  la  détermination  desquels  se  ramène  celle  des  rannlicalions  d'une  surface  de 
Kiemann  donnée.  Les  notations  sont  identiques  à  celles  de  sa  Coniniunicalion 

précédente  à  l'Académie. 
Soit 

(i)  y"H-a,(x),>'"-'-i-a;(x)>'"-=4-.-.-h  ûr„(x)—  o, 

une  équation  irréductible  qui  définit^  en   fonction  de  oo',  y^,  y^^    ...,  y^  les 
//  racines  de  celle  équation.  Nous  prendrons,  pour  le  système  (  G*^!^  )  de  la  théorie 
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générale  exposée  plus  haut,  le  système  algébrique 


!>(', r»rS  ••->"-']  = 


1 

ri 

y\    ■ 

1 

m     m 

y\    ■ 

•   m  •                   m 

I 

y. 

yl    ■ 

J  n 

dont  le  déterminant  est  différent  de  zéro,  puisqu'il  est,  comme  on  sait,  égal  à 
la  racine  carrée  du  discriminant  de  Téquation  (i).  Soit  a  une  valeur  finie  de^; 
telle  que  a|(â7),  a^i^x)^  ...,  a„(^)  ne  contienne  pas  le  facteur  â?  — a  au  dé- 
nominateur, de  sorte  que  toute  fonction  rationnelle  des  fonctions  algébriques 
conjuguées^,,  y,,  .-'i  y„  soit  fonction  algébrique  entière  de  x  aux  environs 
de  X  —  a. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  déterminants  mineurs  de  degré  X 
(c'est-à-dire  formés  par  X'  éléments)  du  système  algébrique  D,  est  aussi  le 
diviseur  algébrique  D[i,  y,  y-,  . ..,  >'^~*]  des  déterminants  de  degré  X  du  sys- 
tème algébrique 

»  Xx  y\    •••  r}*' 


1 

y-i 

yi    . 

•  •       J  2 

1 

Xh 

•  •     J  n 

Il  en  résulte  que  les  diviseurs  élémentaires  cherchés  E,,  E^,  ...,  E„  sont 
donnés  par  les  relations 

y,   _  I>['>r»  V- r'-'j  (\^,  o  n>i 

^^-  i)[i.x,y- r^  =j'       (>^- 1,2,..., Al). 


Si  Ton  désigne  par 


IM?(J:-)1, 


le  quotient  de  la  fonction  algébrique  ^{x)  par  son  plus  grand  diviseur  ra- 
tionnel en  Xt  il  suffit,  d'après  les  résultats  contenus  dans  la  Communication  pré- 
cédente de  M.  Hensel,  de  connaître  les  R  [E^]  pour  pouvoir  déterminer  les  rami- 
fications sur  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  celte  fonction  algébrique. 
On  formera  donc  les  R[E^]  pour  X  =  1,  2,  . . .,  /t  et  Ton  déterminera  les  expo- 
sants 8„  63,  ...,  8„  des  puissances  de  (x  —  a)  qui  y  figurent.  On  rangera  ces 
exposants,  qui  sont,  comme  on  Ta  vu,  égaux  à  un  ensemble  de  nombres  tels  qur 


01  a  —  loi  p  —  I  01  X  —  1 

22  Xppi  p  XX  X 


dans  Tordre  indiqué  par  la  suite  que  Ton  vient  d'écrire;  supposons  qu'il  figure, 
dans  cette  suite,  h  dénominateurs  différents;  il  y  aura  alors,  aux  h  points  de  la 
surface  de  Riemann  correspondant  à  la  valeur  j;  =  a  de  la  variable,  a  feuillets 
réunis  entre  eux,  p  feuillets  réunis  entre  eux,  . . .,  x  feuillets  réunis  entre  eux. 
Pour  les  valeurs  finies  a  de  x  pour  lesquelles  les  coefficients  a, (a?), 
a,  {x)f  ...,  a^{x)  ne  sont  pas  tous  finis  et  déterminés,  et  pour  â?  =  x,  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  déterminants  de  degré  X  du  système  algébrique 
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ne  coïncide  pas  avec  le  diviseur  algébrique 

mais  les  diviseurs  élémenlaires  réduits  sont  encore  donnés  par  les  expressions 
R[E-J     (X  =  i,  2,  . ..,/!),         où         E-^=  nf'^"^'"^''     ""^wl* 

dans  lesquelles,  quand  il  s'agil  de  la  valeur  x  =  cc,on  doit  supposer  j?  remplacée 

par  le  quotient  —t  de  sorte  que  ces  expressions  sont  alors  des  fonctions  homo- 

X2 

gènes  de  deux  variables  2:,,  x^. 

Tout  est  donc  ramené  à  la  recherche,  dans  chaque  cas  particalier,  des  divi- 
seurs algébriques  D[i,^,  J^'^  ...,^^-*].  iM.  Ilensel  s'occupe  seulement,  pour 
le  moment,  des  deux  premiers  de  ces  diviseurs  qui  répondent  àX  =  octàX  =  i, 
et  des  deux  derniers  qui  répondent  à  X  =  w  —  i  et  à  X  =  /i. 

On  a  manifestement 

[)[.]  =  .. 

Si  A  désigne  le  discriminant  de  Téquation  (1),  on  a  aussi 

D[i,  y]  désigne  le  diviseur  algébrique  commun  aux  déterminants  de  degré  2 
du  système  algébrique 

»     ri 

•        •  • 

c*esl-à-dirc  l'expression  algébrique  désigni^c  par 


ou  encore  par 


[ 


r,  H ,  ••  •»  j'„H — - 


Si  réqualion  (i)  est  privée  de  son  second  terme  a,,  ce  que  Ton  peut  tou- 
jours supposer,  il  suffit  donc,  pour  trouver  le  diviseur  algébrique  D[i,  ^'J,  de 
former  l'expression 

On  montre  de  même  que  l'on  a 

/'{y)  désignant   la   dérivée,  prise   par   rapport  à  j-,  du   premier   membre  de 
l'équation  (1). 

2.  Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  (i)  soit  du  troisième  degré  en  r; 
elle  pourra  toujours  être  mise  sous  la  forme 

>'■•-•- a>'-i-  3  =  o, 
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où  a  et  p  désignent  des  fonctions  de  x.  On  aura,  dans  ce  cas, 

Si  aux  trois  points  superposés  de  la  surface  de  Hicmann  correspondant  à  une 
même  valeur  x  =  a,  les  trois  feuillets  sont  réunis  de  sorte  que  ces  trois  points 
forment  un  point  de  ramification  d'ordre  2,  on  obtiendra,  en  formant  les  plus 

petits  restes  positifs  des  puissances  de  {x — a)  contenues  dans  [a^,  ^^J,  A^,  les 
deux  nombres  ^,  }.  Si  deux  des  feuillets  sont  réunis,  on  obtiendra  le  nombre  {. 
Si  les  trois  feuillets  sont  distincts,  on  n'obtiendra  aucune  fraction. 
M.  Hensel  montre  ensuite  que  la  fonction  algébrique 

X 

dans  laquelle  on  a  posé  x  =  —^j  peut  toujours  être  mise,  et  cela  d'une  seule 

X2 

manière,  par  division  par  une  forme  homogène  rationnelle  de  x^,  x^y  sous  la 

forme  réduite 


"[di]-^^-^ni)' 


où  A  désigne  une  forme  entière  de  J?,,  JJa,  B  une  forme  fractionnaire  de  j?,,  X2-, 
n'ayant  pas  de  facteurs  égaux.  Les  facteurs  linéaires  x^ —  ax^  de  A  et  de  B,  et 
eux  seuls,  donnent  des  points  de  ramification  ;  aux  facteurs  linéaires  de  A  cor- 
respondent les  points  de  ramification  simples,  aux  facteurs  linéaires  de  B  les 
points  de  ramification  doubles.  La  dimension  de  la  forme  A  est  nécessairement 

paire.  Le  genre/?  de  la  forme  algébrique  envisagée  est  égal  à  la  dimension  de 

I 
la  forme  homogène  entière  A^BiB,,  diminuée  de  deux  unités. 

Il  suffit  donc  d'envisager,  au  lieu  des  deux  expressions  D[i,>']  =  [a-,  p^  J, 
I>[i,y,y]  =  v4»  H-  ^7?  »  *  unique  expression  -^ —Y-  • 

M.  Ilensel  donne  encore  d'autres  règles  permettant  de  décider  rapidement  si 
aux  trois  points  superposés  de  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  une  valeur 
donnée  x  =  a^  les  trois  feuillets  sont  séparés,  ou  sont  tous  trois  réunis,  ou 
encore  si  deux  de  ces  feuillets  sont  réunis  mais  séparés  du  troisième.  Il  démontre, 
en  particulier,  le  théorème  suivant  qui  permet  d'éviter  Temploi  des  coordonnées 
homogènes  or,,  x,  : 

Si  oc,  p  et  A  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  de  degrés  a',  6',  d\  la  rami- 
fication au  point  qo  est  donnée  par  le  dénominateur  du  plus  grand  des  deux 

nombres  —  >  —;  si  —  =  -r-  le  dénominateur  de  —  indique  le  nombre  de  feuil- 
2     3  a         3  2 

lets  réunis  enx  =  x.  Et  plus  généralement,  si  l  est  le  facteur  du  premier  degré 

qui  s'annule  pour  x  =  a,  {x  —  a  quand  a  est  finie,  x.  quand  a  est  infinie),  et 

si  l'on  a 

arra';".         ?-?';".         A=.A';'', 


ijS                                        SECONDE  l'AHTIi;. 

^ 

\i  runiiricallun  auv  pniaLs  superposes  de  la  surface  de  It 
i  lu  valeur  eaviaagéc  de  x,  est  donnée  par  le  dénoaiinil 

ir,.,,=n,  «r,c.,.M... 
eur  dii  plu  pMilM 

deux  nombres  ".  ^;   !"■  °  =  ^  <^'»'  >«  dtaotnioaUur 

do  j  qni  indigo,  l- 

nombre  de  reuillcts  qui  sont  réunis. 

i  =  -3{i»- 1').        ^  =  -,I,j:'-x").        à  =  lx 

-.l'Ii^JW": 

i"         r     (*-o-^v'^(:r-.-»i     i 

[[.?M.  "l[-3..,.-*...î^,-*>)ÎJJ 

^l="f<* 

-„',r-.,'^.!l 

.        ? 

(..iur  a:  =  *.  on:i 

comme  ^'>-,  il  j  a  au  poim  j;  =  i5  Iruis  feuillris  n'u 

3.  Supposons,  en  Mcond  lieu,   que  l'équallon  (i)  si)i 
ta  y,  elle  poam  toujours  être  mise  soui  ta  forme 

t  du  .|UHiri«mc  drtn 

y'-l-ay'+?y-t.y  =  r<. 

Dans  ce  cas,  en  désignant  par  S,.  S,,  S^,  S,  le»  toncLian 

9  symétriques  élfmen 

:s  fonctions  ilgtSbriques  coajugu(<es  -jr 


/■IX.)  /'(J-.I  l'ky,V J\yS 


'/'Ir.i     /'(r,)     /'{j,)"'/'(r.)       ■ 


r(j;>/'(>;t      "    /'(j-,)/'0-.)  " 


'    /'<j-.)/'(r,)/'(j-.i  /'(y,>/'(r.>/'OM 


„  „b„„„,  ,.,1,  dr,i.,.,  .i,*b,i,u,  [^.  7^,.  ^f^r^.  jr-r, 

.i*g.ii|si,si.s;].  °"""" 

D[,]  =  ,, 

""■'■•''"1 = ^' [/Tki' rrki' TTki' 7^7)]  =  ^'ts;,  si,  s;  I, 
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Si  aux  quatre  points  superposés  de  la  surface  de  Riemann  correspondant  à 
une  même  valeur  x  =  a,  les  quatre  feuillets  sont  réunis,  de  sorte  que  ces 
quatre  points  forment  un  point  de  ramification  d'ordre  3,  on  obtiendra,  en  for- 
mant les  plus  petits  restes  positifs  des  puissances  de  ac  —  a  contenues  dans 
II      1      1 1       1 1    1      1      .«1      )  I     a    3 

3i'»P^»T*J»  «^^  I  SJ,  S3,  SJ  J,  a',  les  trois  nombres  j-t  jt  y  Si  au  contraire  trois 

des  quatre  feuillets  sont  réunis,  le  quatrième  étant  distinct,  on  obtiendra  les 

I     a 
nombres  ^t  ^<  Si  deux  des  quatre  feuillets  sont  réunis  on  obtiendra  une  seule 

fois  le  nombre  -•  Si  les  quatre  feuillets  sont  réunis  deux  à  deux,  on  obtiendra 

deux  fois  le  nombre  -•  Si  enfin  les  quatre  feuillets  sont  distincts  on  n'obtiendra 

aucune  fraction. 

M.  Hensel  donne  encore  d'autres  critériums  pour  reconnaître  si  l'on  est  dans 
l'un  ou  l'autre  de  ces  cas.  Ainsi  \  désignant  toujours  le  facteur  du  premier  degré 
qui  s'annule  pour  x  =  a,  c'est-à-dire  x  —  a  quand  a  est  finie  et  x^  quand  a  est 

X 

infinie  et  que  Ton  a  remplacée; par  —  ?  on  voit  que  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pointde 

X2 

ramification  correspondant  à  x  =  a,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a-, 

il  1      t      1  I 

p%  7*,  celui  de  S$,  S],  S}  et  celui  de  A*  dans  chacun  desquels  on  a  remplacé 

chacun  des  exposants  par  son  plus  petit  reste  positif  ou  nul,  ne  contiennent  pas 

Ç  en  facteur.  Si  le  point  de  ramification  est  d'ordre  3,  \  figure  à  un  exposant 

fractionnaire  dont  le  dénominateur  est  4  dans  l'une  au  moins  des  deux  cxprc>- 

sions  RLt  Ji  R[sJ  J.  Si  le  point  de  ramification  est  d'ordre  2,  ^  figure  à  un 
exposant  fractionnaire  dont  le  dénominateur  est  3  dans  l'une  au  moins  des  deux 

expressions  RL^*]»  RLSjJ>  Lorsque  l'on  n'est  dans  aucun  des  cas  précédents, 
ou  bien  l'on  a  affaire  à  un  point  unique  de  ramification  du  premier  ordre  où 
deux  feuillets  seulement  sont  réunis,  ce  que  l'on  reconnaît  à  ce  que  l  figure 

dans  l'expression  U  [  A^  J;  ou  bien  l'on  a  affaire  à  deux  points  de  ramification  du 
premier  ordre  superposés,  ce  que  l'on  reconnaît  à  ce  que  ^  ne  figure  pas  dans 

l'expression  r[a^  |. 

Von  Bezold  (/'.)•  —  ^^  magnétisme  terrestre  normal.  (1119- 

ii34). 

J.  M. 
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Raffy,  —  Sur  les  formules  fondamentales  de  la  théorie  des  sur- 
faces. (i-3). 

On  considère  une  surface,  rapportée  à  des  coordonnées  curTÎlignes  obliques 
(  u  =  consL,  V  =  const.);  soient  E,  F,  G  les  coefficients  de  son  élément  linéaire; 
A,  à\  A'  les  coefficients  de   la  seconde  forme  quadratique  fondamentale,  di- 

visée  par  H  =  /EG  —  F'  ;  si  l'on  désigne  par  h  la  demi-somme  et  par  —  k-  le 
produit  des  courbures  principales,  on  satisfait  aux  relations  finies  qui  relient 
h  et  k  avec  A,  A'  et  A"  en  posant 

_  ^yih—2k{Et-\-  F) 
Et^-h2Vt-^  G      ' 

,,       -lUke-hkiEf^—G) 

A    =    rrr:: rrr > 


A":!: 


E/'-H  2Vt-h  G 

Et'-h2Ft-hG 


t  est  la  valeur  du  rapport  dw.dv  qui  correspond  à  Tune  des   lignes  asympto- 
tiques. 

Si  l'on  substitue  les  expressions  précédentes  dans  les  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  que  vérifient  A,  A'  et  A",  on  reconnaît  que,  sauf  dans  le  cas 
particulier  des  surfaces  réglées,  la  courbure  moyenne  s'exprime  explicitement 
en  fonction  de  t  et  de  ses  dérivées  premières,  et  que  la  fonction  t  satisfait  à 
une  cqualiori  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  -Mais,  à  la  dirTérence  de> 
équations  anlcrieurenient  données  pour  résoudre  le  problème  de  la  déformation 
(les  surfaces,  cette  équation  est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  secondes. 

Mannlicim.  —  Sur  les  formules  de  Frenel.  (4-^)- 

Dcmonslralion  géométrique  de  ces  formules. 

Touche.  —  Equations  d'une  Irajecloire  fluide  dans  le  cas  général. 

(5-8). 

ryOcagne.  —  Sur  une  transformation  birationnelle   réciproque 
de  l'espace  (8-()). 

JïOcagne.   —  Sur  la    représentation  des  équations    du    second 
ordre  par  des  droites  et  des  cercles,  (q-io). 


(•)  Voir  JîiiUetin.  I.  WIL,  p.  ?.?.. 
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Appell{P.)*  —  Sur  un  mode  d'inversion  des  intégrales  multiples, 
(lo). 

Boulanger  {A.),  —  Sur  l'équation  de  la  propagation  de  la  cha- 
leur, (i  i-i5). 

Solution  du  problème  qui  consiste  à  trouver  tous  les  systèmes  de  quatre 
fonctions  \^{,m=zi^  2,  3,  /J)  des  variables  x,(£  =  i,  2,  3,  4)  et  d'une  fonc- 
tion F  de  D  et  des  variables  ^,,  telles  que,  si  l'on  remplace  les  quantités  \^^ 
en  fonction  des  variables  x^  dans  une  solution  quelconque  U  (X,,  Xj,  X,,  X4) 

de  l'e'quation 

â'V       (PV       Ô^V        ôV 

à\]  "*"  'ô\î  "^  dXJ       ()\,  ~  ^' 

la  fonction   a  (a:,,  x^,  a?3,  x^)  =  F(U,  a:,,  X2,  x^^  ^4),  ainsi  obtenue,  vérifie 

l'équation 

â'U       â'U       d-u        au   _ 

ôx]       dxl       dx]       ^x^  ~ 

Maillet.  —  Des  groupes  primitifs  de  classe  N  —  i  et  de  degré  N. 
(a6-32). 

Extension  d'un  Ihéorème  établi  par  M.  Maillet  dans  sa  thèse  de  doctorat  : 
Les  seuls  groupes  primitifs  de  classe  N  —  i  et  de  degré  N  ^  loi  sont  ceux  de 
degré  N  =/?'"  (/?  étant  premier)  et  sont  linéaires  à  indices  réels.  L'auteur 
démontre  que  ce  théorème  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  N  inférieures 
ou  égales  à  201. 

A  cet  eiïet,  il  prouve  successivement  les  trois  propositions  qui  suivent  :  Sip 
est  premier  impair,  p>  i  et  premier  à  /?,  un  groupe  primitif  de  degré 
fi  =z  pp  et  de  classe  N  —  i  /le  peut  exister  si  p  </>  4- 1;  un  tel  groupe  de 
degré  N  =  p/?*  et  de  classe  N  —  i  ne  peut  exister  *«  p  </?--h  i;  un  tel  groupe 

de  degré  N  =  p/?*'  et  de  classe  N  —  i  /ic  peut  exister  que  si  p  >  — . 

Lucas  (Félix),  —  Note  relative  à  la  théorie  des  nombres  (33-35). 

Démonstration  des  deux  théorèmes  suivants  : 

Si  x  et  y  sont  deux  entiers  premiers  entre  eux  et  m  un  nombre  premier 

impair,  si  x  -\-  y  est  premier  avec  m,  il  est  premier  aussi  avec '^—'  Si 

X  -^  y 

x"*  "+~  v"* 
X  -\-y  est  divisible  par  m,  le  produit  m{x  -h  y)  est  premier  avec  — —  • 

Picard  {Eni,).  —  Remarques  au  sujet  d'une  Communication  ré- 
cente de  M.  I.  Bendixson.  (35). 

Goursat,  —  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles.  (36-48). 

L'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
(i)  s''-^lsMJo,y)pq  -  0 

Bull,  des  Sciences  matheni.,  7*  série,  l.  XXII.  (Septembre  i8î)S.  )       K.i.l 
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est  ramenée  par  la  transfunnation 
(  2  )  p  —  u-,         g  =  v^ 

à  l'équalion  linéaire 

d'U     _  1   0  logX  au  _        _ 
Ojc  ôy       'J      t)x      ôy  ~    ' 

qui  se  rapproche  des  équations  à  invariants  égaux.  A  toute  équation  de  la 
forme  (3)  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace,  correspond  une  équa- 
tion (i)  qui  s* intégrera  par  des  quadratures;  de  plus  son  intégrale  géné- 
rale appartient  à  la  première  classe  d'Ampère,  ainsi  qu'il  résulte  d'un 
théorème  général  relatif  aux  équations  de  cette  classe. 

Lorsque  la  fonction  X  est  de  la  forme  A"(x  -t-^)~-,  k  désigruznt  une  con- 
stante, pour  que  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (3)  du  côté  des 
indices  positifs  soit  limitée,  il  faut  et  il  suffit  que  k  soit  le  carré  d'un 
nombre  entier.  L'auteur  examine  les  cas  les  plus  simples  A'  =  i.  A'  =  4^  <^t;  donne 
les  intégrales  générales  correspondantes. 

Il  raltache  ensuite  la  transformation  (  3)  à  une  question  plus  générale.  Si 
l'on  convient  d'appeler  multiplicateur  d'une  équation  linéaire 

„,    .  O'Z  ôz        ,âz 

Ox  oy  ox  ôy 

toute  fonetion  ji  renfermant  les  variables  x,  y,  z  et  les  dérivées  partielles 
de  z  jusqu'à  un  ordre  quelconque,  telle  que  le  produit  (i.F(z)  soit  de  la  forme 

ôx        f)y 

M  cl  N  étant  des  fonctions  du  même  type  que  u,  on  sait  qu'il  existe  toujour* 
une  inlinilé  de  multiplicateurs  u{x,y)  ne  dépendant  que  «le  j:  et  <le  >-:  ce  S"nt 
les  solutions  (Tune  équation  linéaire,  de  mémo  forme  que  F( -)  =  o,  et  qui  (^>i 
dite  son  éi/ nation  adjointe. 

M.  Goursat  iiKuitre  comment  on  peut  prévoir  l'existenrc  de  t:as  très  étendu* 
où  il  existe  des  multiplicateurs  ;i,  renfermant  non  seulfmcnl  l«w  VitriaMo'i  x 
ol  y,  mais  au>si  z  et  ses  dérivées,  jusqu'à  un  ordre  aussi  élf\é  qu'«ai  !«•  \c»\. 
C'est  ainsi  (ju'en  particulier  on  passe  de  l'équalion  (3)  à  s«»n  adjointe  par  un'' 
Iranstormalion  de  la  fnrme 

,,       A—  -hBr. 
Oy 

Andrade.  —  Sur  la  slabililé  (  \{)<^\^. 

L'auteur  prouve  par  un  cxem|»lo  (juc  si  deux  forces  laissent  chariino  un 
mcme  corps  en  une  nu'*mo  position  d'équilibre  stable,  leur  résultante  peut 
lais^M-  le  corps  en  la  même  position  d'équilibre  instable,  .\insi,  en  dehors  <In 
cas  ou  les  forces  dérivent  chacune  d'une  fonction  de  forces,  on  ne  peut  ifOy 
conclure  des  stabilités  partielles  à  une  stabilité  résultante. 

Lf'nirrny.  --  Sur  In  d<  riv«'c  i\o>  fondions  iu'ralives  au  poinl-li- 
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JtJangeot.  —  Sur  les  conditions  pour  qu'une  courbe  |)lanc  algé- 
brique ait  des  axes  en  nombre  limité. 

Grevy  (-^1.).  —  Équations  fonctionnelles  avec  second  membre. 
(57-63). 

L'auteur  considère  l'équation  fonctionnelle 

/'p(-)/(«) -t-/?i(5)/(-i )+-.•-»-/?„(-)/( 5j  =  7(5), 

dont  les  coefficients  Pi{z),  ainsi  que  q{z)y  sont  holomorphes  dans  le  domaine 
d'un  point  Xy  point-limite  pour  la  substitution  z-^,i=  ff{z-)y  les  deux  nombres 
p^{x)  et  Pn{x)  étant  difTérenls  de  zéro.  Il  établit  à  son  sujet  le  théorème 
suivant  : 

L'équation  fonctionnelle  avec  second  membre  non  nul  au  point-limite  x 
admet  une  solution  de  la  forme 

Ai  ^)  +  {^  -  ^)'"*  Ai^)  à{z)  +.  .  .-i-  {Z  -  xr'af^iz)  b^{z)y 

./•>  Ay  •  •  M  /«  ctant  des  fonctions  holomorphes  dans  le  domaine  du  point-li- 
mite, m,,  ...,  m^  étant  les  exposants  des  puissances  de  o' {x)  qui  sont  so- 
iutions  de  l'équation  caractéristique 

/'«(ar) -t- /?,(^)^ -+-... -f-/?„(j:)^-=o, 
plusieurs  de  ces  quantités  pouvant  être  égales. 

Lte  Roux,  —  Sur  Téquation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  (63-71). 

ftaffy.  —  Sur  certaines  équations  différentielles  d'ordre  supé- 
rieur, analogues  à  Téquation  de  Clairaut.  (71-7'jt). 

Si  Ton  désigne  par  9  Tcxpression  différentielle 


x^    .  .       ,    a?*" 


rf=y  —  xy-^  -rr"  — •••-+-(— O*"  — î>'^'"^ 


m! 


et  qu'avec  ses  dérivées  successives  -  -»  y-7>  *••>  prises  en  traitant  y,  y\  ...,^('*»J 
comme  des  constantes,  on  mette  l'équation 

où  la  fonction  F  est  arbitraire,  sous  la  forme 

\dx'  dx'^        *  Ox"* )         \ôx^  dx'*        '  d-r*"/ 

on  obtiendra  l'intégrale  générale  de  cette  équation  en  y  remplaçant  les  dérivées 
«successives  de  9  par  des  constantes  arbitraires. 
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thunoiit  (/•'.).  —  Sur  les  surfaei-s  du  lroi$i£nic  ordre  qui  sool  po- 
laires d'elles- mômes  par  riii>porL  â  une  quadrique  {_'^^-^j^)■ 

U'aprts  1p  Tublcnu  dimiic?  par  Silmon  (Im  vinat-trau  cliisc*  île  luritcud» 
Uoisiime  ordre,  les  spiiies  turfaccii  &  la  fuis  de  lroiH*mr.  urdrc  et  de  iriim««' 
cUue  sont  ;  i*  les  surfaces  A  Iruli  binod«s;  5"  les  «qt^cm  régîtes.  Cw  ilwi 
cIbsms  de  «urfactï  joiit  donc  («s  seules  qui  cootinaitenl  des  surface*  «uiccptiblu 
de  se  reproduire  elles-mêmes  par  une  Iransfarniatinn  duolîitique.  M.  Dudimi 
dilermlne  les  surtaces  qui  joucsseul  de  celle  pruprî^té  ni  lei  qiudriqura  p<t 
rapport  auxquelles  elles  ^ont  polaires  d'elles-mêmes. 

Mannheiin.  —  Noie  à  propos  d'un  tli^urème  connu  de  Géoroétriï. 

{78-82). 

Le  ihéoréiQU  en  que  ornent  jnoncj  ainsi  :  Dan»  louli/uad"- 

lalére  circomcrit  à  uitt.  ...._,  ~.^  u-.  -.coitd  ardre,  tes  giiatre  pointi  dt  w" 
tact  jon(  daia  an  même  plan.  M.  Maanheini  fait  abserrer  «{ue  cet  énnnde*^ 
trop  absolu,  car  11  exisle  de  pareils  quadrilaléres  qui  ne  jouissent  pas  de  ceU' 
propriété.  Il  faut  ajouter  ;  Pour  un  qvadrilalfre  gauctie  forint  par  Ut  to" 
gentct  L,  M.  N,  Q  à  une  quadriquv,  et  dont  f«(  pointi  de  contact  /.  m.  itl 
ne  sont  pa»  dana  un  mime  plan,  le  point  de  conlacf  q  eti  l'harotoni^"' 
conjugué,  par  rapport  auj:  nlre'fnitéi  du  cité  Q,  du  point  oU  ee  cite  ''' 
coupé  par  le  plan  (l,  m,  n). 

Derniiiiltri.  —  Siirli^s  surlaces  qui  présentent  un  réseau  coojup*^ 
formé  par  des  lourhes  dont  les  tangentes  apparlicnnonl  h    «-•' 
complexe  léti^édral  (83-tii). 


Dans  le  Volui 

me   précédent  du  Bulletin.  M.  BalTy  a  posé  et  résolu  le  p*^^ 

blême  suivant  : 

x  =  u,. 

(»)V,(^1,        y  =  V,{u,\',(v),         z  =  V,(u)\,{vh 

lei  /onetiom  V, 

et  \\  étant  lellet  que  les  courbes  u  ~  eonst.   et   •/  =  co^^^ 

forment  un  rât 

;au  conjugué.  Quatre  classes  de  surfaces  répondent  1  la  qo*"'^ 

lion;  elles  sonl  1 

(1)       x  =  tI,V, 

r-u,v,.                     =  =  V,; 

(II)       a:  =  «-.v 

y  =  u-MV-t,                       z  =  w.v-,: 

(111)     x  =  «-.e 

"■Z:^,     ^.  =  „-.,e"'/r^,     i^„-,e"-/r^.. 

/  ,           r  vdu       r  \  dv 

(IV) 

I ,            rv  du       r  \dv 

i'°'.'",/;rr-»-./rT»' 

|,.,=  ,/-LA;.  /"-ïiîi;. 

M.  Uemoutin  a 

remarqué  que  les  surfaces  des  trois  dernières  classes  jonisser»  * 

d'une  propriéli;  < 

commune  :  les  tanprnics  aux  courbes  u  -  consl.  et  aui  courb<r^ 
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V  =  const.  appartiennent  à  un  même  complexe  lélraédral  dont  le  tétraèdre 
fondamental  a  pour  faces  les  plans  coordonnés  et  le  plan  de  l'infini.  Il  montre 
que,  réciproquement,  ces  surfaces  sont  les  seules  qui  présentent  un  réseau 
conjugué  exclusivement  formé  de  courbes  dont  les  tangentes  appartiennent 
à  un  même  complexe  tétraédral,  l'une  des  faces  du  tétraèdre  fondamental 
étant  le  plan  de  l'infini. 

En  terminant,  il  indique  une  nouvelle  solution  du  problème  de  M.  HaiTy. 

Lémeray ,  —  Dérivée  des  fonctions  itératives  par  rapport  à  l'in- 
dice d'itération.  (92-94). 

Goursat.  —  Sur  les   équations  linéaires  qui  admettent  quatre 
intégrales  liées  par  une  relation  quadratique.  (95-97). 

M.  Goursat  a  précédemment  signalé  (voir  ci-dessus)  une  propriété  des  équa- 
tions linéaires 

(E)  -r— ; !-a-T--i-6^ hce  =  o 

dont  l'adjointe  (E')  se  déduit  de  (E)  par  une  transformation  de  Laplace.  Il 
fait  aujourd'hui  rentrer  dans  cette  classe  les  équations  linéaires  admettant 
quatre  intégrales  linéairement  distinctes,  liées  par  une  relation  quadratique  et 
montre  que  ji  la  suite  de  Laplace,  relative  à  une  telle  équation,  se  termine 
dans  un  sens  après  n  opérations ,  elle  se  termine  dans  r  autre  sens  après 
n  -+-  2  opérations  au  plus. 

Dricard.  —  Étude  géométrique  d'un  déplacement  remarquable 
et  d'un  hyperboloïde  articulé.  (98-108). 

Il  s'agit  de  la  figure  constituée  par  les  génératrices  d'un  même  système  et 
par  deux  sections  circulaires  parallèles  d'un  hypcrboloYde,  ces  diverses  lignes 
étant  supposées  rigides  et  articulées  en  leurs  points  de  rencontre.  L'auteur  éta- 
blit que  ce  système  est  susceptible  d'une  série  de  déformations  dans  lesquelles 
les  plans  des  deux  cercles  restent  parallèles,  et  déHnit  aussi  complètement  que 
possible  le  déplacement  de  Tun  des  cercles  (C)  quand  on  fixe  l'autre  (C), 
trois  de  ses  points  a\  6',  c'  restant  respectivement  à  des  distances  constantes 
des  points  homologues  ayb,c  du  corde  (C). 

JBeudon.  —   Sur  les  caractéristiques  des  équations  aux  dérivées 
partielles.  (108-120). 

Extension  de  la  notion  de  caractéristique  aux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles d'ordre  supérieur  et  à  plus  de  deux  variables  indépendantes,  d'après  les 
principes  énoncés  par  l'auteur  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  (t.  CXXIV, 
39  mars  1897). 

Touche,  —  Calcul  de  la  résistance  de  l'air  à  un  disque,  pour  la 
vitesse  de  ao™  par  seconde.  (ir>. i-iii/j). 
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tiaffy.  —  Sur  une  propriété  caractérUllquc  des  MIrcoïdes.  (lï^- 
laG). 

Osiisn  Boniicl.  «  rnoiiii^,  «un*  k  ili'moiiirffr.  le  tliifcircroc  «uimn  :  foirtf 
aurface  dont  les  rayinm  priaefpaux  H,,  H,  tout  tUt  par  une  rtlatio»  rt 
dont  lei  lignes  de  eoiirbare  /ont  av*e  ekd'iiu  iignt  d'tgalt  eourtuit 
(niR,  =  ctni*l.)  un  angle  eoasttint  tout  It  long  de  celle  tign*,  «tl  un  Wi- 
roide.  M.  RaCCy  fait  vuïr  î|D«  Im  prcuvf  de  en  lliAoréiiie  en  contrnuf  dut»  ui 
Alémoire  Sur  certaines  sur/aces  dont  /m  rayon*  dt  courbure  »oat  tUt  pat 
une  relation.  puLI<<«  pnr  lui  daii»  le  tome  MX  <lu  Jluttelin. 

Slepftanos.  —  Sur  le  temps  solaire  mo^cn.  (iaj-iag). 

L'auteur   montre  qu  dci  valeurs  qu«  prcnil   l'fqnMinii  du 

temps  dius   l'espace  d  que  n'eit  pas  niiUs,  ex  eatriile  I  un 

tenir  cntnple  du  dL'plac.  >xn  et  de;  Turmliinii  i\v  l'orbilc  dliii- 


D'Ocagne.  —  Sitr  les  paramèlces  de  disCribiiliou  du  paruboloïile 
lyperholique.  ()3o-i3i). 

Géncnitiiant  une  proposition  duc  A  M.  Munnheim,  l'auleur  pronie  que  U 
produit  det  paramètrct  de  distribution  du  plans  tangente  à  un  parah- 
loide  hyperbolique,  pour  deux  génératrices  gutlconquet  dt  mime  sytliml, 
est  égal  au  carré  da  quotient  de  la  plu*  courte  dUtanee  de  cet  droites  par 
le  slnu*  de  leur  angle. 

BoiirhUC).  —  Sur  les  Iranimulalions.  (i3i-i.io). 

L'auteur  poursuit  ses  recherches,  commencées  dans  les  Annales  de  l'Ecole 

Normale  {avrii-mdi  iSg,)  cl  démontre  les  deui  théorèmes  suivants  : 

1°  La  substitution  (ou  changement  de  variables)  est.  à  un  multiplicateur 
près,  la  seule  transformation  additive,  uni/orme  et  régulière,  telle  que  la 
transmuée  du  produit  de  deux  /onctions  quelconques  puisse  s'exprimer  au 
moyen  des  transmuées  de  ces  deux  fondions. 

1'  La  seule  transmutation  additive,  uniforme,  continue  et  régulière  f , 
telle  que  l 'on  ait,  quelles  que  soient  les  fondions  régulières  u  et  v,  la  relation 

Guv^i-iTu  +  HGv, 

est  celle  qui  est  définie  par  une  égalité  de  la  forme 


<■>, .<^..    . .,  (u^  étant  n  fonctions  déterminées. 
Lccor/tii.  —  Stir  l'en^'i-enagc  ù  fiiseatu.  (i4o-iiii}. 

littjf'y.  —  Coiili-ibiilion  à  la  itiéorie  des  surfaces  dont  les  rajons 

(Ir.inirl.iirc  sunl  liés  par  une  rolalion.  {t  ^--\-j-x). 
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On  peut  se  proposer  de  déterminer  toutes  les  sur/aces  à  lignes  d'égale 
courbure  parallèles  dont  les  rayons  principaux  sont  fonctions  l'un  de 
l'autre.  Oo  ne  connaissait  d'autres  solutions  de  ce  difficile  problème  que  des 
surfaces  qu'Ossian  Bonnet*  avait  rencontrées  en  s'occupant  des  déformations 
qui  conservent  les  courbures  principales,  et  qui  sont  applicables  sur  des  sur- 
faces de  révolution.  Par  une  analyse  propre  à  faire  connaître  toutes  les  sur- 
faces cherchées,  M.  RafTy  montre  que  toute  suF'/ace  à  lignes  d'égale  courbure 
parallèles^  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par  une  rela- 
tiony  est  applicable  sur  une  sur/ace  de  révolution.  On  est  alors  ramené  à 
un  problème  qu'il  a  traité  antérieurement  {Bulletin,  t.  \I\)  et  qui  n'a  pour 
solutions  que  les  surfaces  d'Ossian  Bonnet. 

Lecornu.  —  Sur  les  engrenages  à  dents  circulaires.  (172-179). 

Bricard.  —  Noie  sur  des  systèmes  de  droites  et  de  quadri(|ues 
tangentes.  (180-184). 

Des  propriétés  de  la  relation  doublement  quadratique  entre  deux  variables 
Fauteur  déduit  les  théorèmes  suivants  : 

Toutes  les  guadriques  tangentes  à  huit  droites  rencontrant  deux  droites 
données  \  et  B  sont  aussi  tangentes  à  une  infinité  d'autres  droites  rencon- 
trant également  A  et  B. 

Toutes  les  droites  tangentes  à  une  quadrique  donnée  et  rencontrant  deux 
droites  données  sont  aussi  tangentes  ()  une  infinité  d'autres  quadriques. 

Lorsqu'une  quadrique  est  circonscrite  à  un  tétraèdre,  le  faisceau  formé 
par  deux  faces  de  ce  tétraèdre  et  par  deux  plans  tangents  à  la  quadrique, 
menés  par  l'arête  suivant  laquelle  se  coupent  ces  deux  faces  ^  a  même  rap- 
port anharmonique  que  le  faisceau  analogue  relatif  à  l'arête  opposée. 

Dupont  {11')'  —  Actions  mutuelles  de  deux  atomes,  (i 85- 188). 

Uaction  d'un  atome  sur  un  autre  peut  toujours  avoir  lieu  point  à  point; 
mais  la  forme  des  atomes  et  leurs  actions  mutuelles  restent  indéterminées. 

Maillet,  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  deux  fois  transitifs  à 
trois  degrés.  (189-208). 

Lecornu,   —   Note   complémentaire   sur   Tengrenage  à   fuseaux. 

(209). 

Laisant.   —   Sur  un  procédé  de   vérification  expérimentale  du 
théorème  de  Goldbach.  (209-21  1). 

Il  s'agit  du  théorème  empirique  :  Tout  nombre  pair  est  la  somme  de  deux 
nombres  premiers.  Le  dispositif  proposé  par  l'auteur  rend  probable  cette  autre 
proposition  empirique  :  Tout  nombre  pair  a  m  est  la  différence  dt  deux 
nombres  premiers,  dont  le  plus  grand  est  inférieur  à  Km. 


■  iws  si;iU)M)i'  i'AuriE. 

Bricard.   —   Note  sur  les  fonuliwtii  i;lli|itiqiirs  du  si-cun<J  onlrc. 
(aia-aai). 

L'auieuréiaiilii  d'aliiird  It  ilicortmc  «uiïiiiil  '-  rroii /onrtiunt  rllipiijm 
du  atcond  ordre  du  même  argument,  i,  u,  v,  ayant  Itt  mfme»  ptiiodu  il 
tellft  que,  pour  chacune,  lu  tommei  det  pâte*  toient  dtt  guanlilti  difft- 
renlei.iatit/iiiit  ù  deuj:  relationt  dhtianlci,  tiniatret par  rapport  àehacuM 

j   \  i.i.'  (   Il  uv  +  G  «i  +  I)  (u  -t-  E  H-  F  u  ^  G    =  û. 

'''  /  y  tuv  +  K  uv  +  c:  „i  .<r  \ytu-¥V.t-^Vu^ù-  =  u. 

CaniJJjruiiL  eiisuilc  Je  sj'stcme  ili:  Iruis  éqaatiuns  |]Qubl«m«nl  quadntiqa^^l 

Xu'+ïluM-Z^o  -.-Z,  =  o,        X,c'+ïY,i'-t-r,=  o   ^1 

suppoïÉps  irréductible»  <..  -,  „  "ù  X,  Y,  Z.  X,.  Y,.  Z,  lunl  Hrt  polj- 

Domcs  du  secoad  degré  en  f  ;  \„  Y,,  A,  -es  polyonnies  du  ireund  drgni  eu  u,  il 
d^lermiae  les  deui  cbs  dans  lesquels  ce  système  Hdulet  une  înliiiïlt  de  lulu- 
tioiig  en  t,  u,  v.  L'un  de  ce:  cas  est  celui  où  le  tjitènie  contidi^ré  ti^ultc  dei 
relations  (i)  par  l'élimina  lion  successive  de  t,u,v. 

Petrovitch.  —  Sur  l'équalîon  différenliclle  liiit^aire  du    sccood 
ordre.  (aai-aSS). 

Ensemble  de  rilgles  fournissant  des  limites,  supcrirure  et  inférieure,  entre 
lesquelles  reste  conslaminenl  comprise  la  ïaleur  d'une  iatffriik  déleruitnê* 
dans  un  intervalle.  Proei^d^s  d'approiimation.  Formalion  de  cerlaiues  équa- 
tions qu'on  saura  intégrer. 

Dumonl  (F.).  —  Théorèmes  sur  les  surfaces  cubiques  analogues 
au  théorème  de  Chaslcs  sur  les  ciihîqucs  planes.  (sSS-aSg). 

Une  surface  cubique  peut  £trc  Iransfurniée  homologiquement  en  une  surface 
possédant  un  cône  asymptote. 

Une  surface  cubique  peut  être  transformée  homologiquenieut  en  une  surface 
possédant  deux  sections  planes  à  centres  de  symétrie,  le  centre  étant  le  méine 
pour  ies  dcu\  scellons. 

Une  surface  cubique  peut  être  transformée  homologiquemeiit  en  une  surface 
possédant  troi-i  sections  parallèles,  A  centre  de  symétrie,  les  trois  centres  étant 
en  ligne  droile. 

Kiygoivski.  —  Sur  les  funclions  à  espaces  lacunaires,  (a^o-aj^)- 

hitily  (l'althé).  —    Sur  une  furintile  de  Lagticrrc,  élcndur  aux 
psoudo-surfaccs.  (a.i;S-*40). 

Foulent'.  —  Sur  la  dreoiupusllion  d'une  conespoiithiiicc  langcn- 
lîelle.  f'^i'-ad-V 
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On  peut  appeler  élément  d'une  courbe  X  Tensemble  d'un  point  A  et  de  la 
tangente  a  en  ce  point  et  faire  correspondre  les  éléments  (a,  A  )  d'une  courbe  X 
avec  les  éléments  (a',  A')  d'une  courbe  X',  par  la  condition  que  la  tangente  a 
passe  au  point  A'.  L'auteur  donne  à  une  telle  correspondance  le  nom  de  corres- 
pondance tangentieile  et  la  désigne  par  {n^m')  si  X  est  de  classe  n  et 
X'  d'ordre  m'.  Son  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  des  cas  où  la  correspon- 
dance tangentieile  (/i,  m')  peut  se  décomposer  en  deux  correspondances  (a,  a') 
et  (?,&')  a?ec  a  h- p  =  «,  a'-hp'  =  m'. 


ATTI  DELLA  R.  AccADESfiA  DBLLB  SciENZE  Di  ToRiNO.  In-S**.  Torlno,  E.  Lœ- 

scli6r 

Tome  XXVI,  iSgi-gi  (i). 

Basso  (G,).  —  [V9]  En  commémoration  de  G.  Weber.  (4-i3). 
Peano  (G.).  —  [Gle]  Sur  la  formule  de  Taylor.  (4o-46). 

L'auteur  donne,  de  la  formule  de  Taylor,  une  interprétation  indépendante  de 
la  convergence  de  la  série.  La  voici  : 
Si  Ton  a 

x=o 


lim  ^^ — =  a,, 

x=o  ^ 

/(37)— Oq  _^ 

lim =  flj, 

1 

on  écrira  l'égalité 

pour  indiquer  que 
ou  bien 


•  •   •  ^^« t  *^ 

X  =  0  •*- 


lim  ^^ — ' — 


x=o 


X" 


— . . .—  a.x'* 

—  0. 


L'auteur  démontre  que,  à  ce  point  de  vue  aussi,  les  propriétés  connues  de  la 
somme,  du  produit  et  du  quotient  de  deux  séries  restent  applicables. 

f^asiore  (G,).  —  [R^^^]  Sur    quelques   nouveaux  conducteurs 


(  »)  Voir  Bulletin,  XXÏj,  p.  i<)]. 


go  SIICOMUC  l'AIlTIL' 

reclilignes  a|>[irocliL's  qui  se  ilt'duiNCiil  >lu 

(47-63). 


/ieina{V.).  -  [UIO]  Sur 

minus  dans  les  [)rultliWt!s  de  llaiiât^ii  et  Au  Marck.  (99-106). 

Asvhieri  (  T.).  —  [  U  )  Ephémérides  du  Soleil  c»  de  la  Lun«  y 
riiorÏEon  de  Turin  ei  jinur  i8r|a.  (107-130). 

Jti'ianza  (A'.).  —  [TJl]  Tbéorio  de  qticiques  in; 
graphiques  à  réfleïiun,  faoo-aoq). 

A/tiJ/iolti  (G.-Û.).    -  une  retalion  enire   le*  coor- 

donnée:! spliériques  muto^onu..;»  et  les  coordurmées  t.ipogr»- 
phiques.  (aio-ai(>). 

Predetla  (P.).  —  [PI,  Q2]  Sur  la  ihéorie  générale  des  bomo- 
graphies.  (270-288). 

Upe  homof  raptilc  t^rm-rale  d;ins  un  espace  S.  e<il  d:^lrrmlni<c  |»tr  In  nftca 
fond  a  m  en  (aux  et  lc!i  iovariaols  absolut.  L'ilude  est  plu*  n>m|>liqu«r  quand 
deux  ou  plusieurs  espaces  roodamcniaui  se  superposent.  Dana  ce  cas  le*  polnli 
unis  et  les  invatiams  absolus  ne  suffisent  plus;  mais  on  1  n-Kt  ciraplrsdi 
(wints  {eouplei  caiiicleriiligueg)  qtii,  avec  les  invariants  absolut,  dclemtnrat 
l'homographie.  L'auteur  empluîe  cette  nuUTclle  caiisidéraiiuo  de*  /!-+•>  couple 
caractéristiques  ri  df»  inviiri«iits  abeiilus  au  lieu  de»  n  -V  ï  couples  ds  p'>ial* 
correspondants  pour  définir  une  liomograpliie.  Il  montre  que  l'on  peut  en  dé- 
duire une  construction  simple  des  bomograpliies.  et  le  tbêuriïnie  «uivint,  dont 

«  Ktant  dnnnccs  deux  bomofïrapliies  qui  ont  mfimc  caractéristique  et  mfmt» 
iovarianls  absolus,  il  y  a  «"'''■('-'>  projeclivités  par  lcs<iudles  on  peut  passer 
de  l'une  à  l'autre,  /i  —  1  triant  le  nombre  des  nombres  caractéristiques  des  ho- 
mographies. . 

Piei-i  (M.).  —  [M'2/i,  Oo/]  Sur  les  lignes  tinifonnémeni  illu- 
minées d'une  surface  quelconque.  (347-353). 

Sur  une  surface  quelconque  les  lignes  telle»  que  dans  cbaeune  le  plan  langent 
il  la  surface  fait  un  angle  constant  avec  une  droite  fixe,  iint  pour  conjuguées, 
dans  le  sens  de  Uupin,  les  trajectoires  orthopionales  des  sections  faites  dans  la 
ïurfdce  pjr  des  plans  perpendiculaires  i  la  droite. 

Ovazza{K.).  —  [T^]  Sur  le  calcul  des  poutres  à  treillis  ellip- 
tiques à  lantos  surabondâmes.  (3<)/{-4i2,  1  pi.) 


(;,iar<liicci  {/■:).  —  [U  10]  Sur  la  d< 


terminaiioi 
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la  géodësiquc  passant  par  deux  points  donnés  de  rdlipsoïde 
terrestre.  (458-467). 

D^Ovidio  (£*.).  —  [B7rf]  Formules  relatives  à  la  forme  binaire 
du  sixième  ordre.  (535-563). 

Expressions  des  composés  (Uebersrhiebungen)  mutuels  enlre  les  formes  du 
système  complet  d'une  binaire  du  sixième  ordre  ;  cl  quelques  relations  (syzygies) 
entre  ces  formes. 

Peano^G.),  —  [C2y]  Généralisation  de  la  formule  de  Simpson. 
(608-612). 

UOvidio  {E,),  —  [^9]  Notice  nécrologique  sur  Hannibal  De 
Gasparis.  (658-659]. 

Montesano  {D.),  —  [N*  le]  Sur  un  système  linéaire  de  coniques 
dans  l'espace.  (660-690). 

Système  intersection  des  éléments  coiTCspondants  d'une  étoile  de  plans  et 
d'un  réseau  de  quadriques,  ces  deux  formes  étant  homographiques  entre  elles. 

Giudice  (/*'.).  —  [^^3]  Sur  la  résolvante  de  Malfatli  (817-826). 

Garbasso  {A.),  —  [T3c]  Le  problème  des  ondes  planes  dans  la 
théorie  électromagnétique  de  la  lumière.  (854-86 1). 

Jadanza  (/V.).  —  [U  10]  Sur  un  nouvel  appareil  pour  mesurer 
des  bases  topographiques.  (91 1-922). 

Jadanza  {N.),  —  [UIO]  Sur  quelques  différences  trouvées  dans 
le  calcul  des  coordonnées  géographiques  des  sommets  du  qua- 
drilatère joignant  TAlgéric  avec  l'Espagne.  (923-928). 

Marchesani  {D.).  —  [N^l/]  Sur  une  congruence  de  rayons  du 
deuxième  ordre  et  de  la  quatrième  classe.  (1053-1069). 

Oingruence  constituée  par  les  génératrices  de  x  cônes  du  deuxième  degré,  et 
dont  la  courbe  singulière  est  une  conique. 

I^ssona  (J/.),  D'O^ndio  (E.),  —  [V9]  Commémoration  de 
A.  Genocchi.  (1089-1 106). 


ToraeXXVlll;  iSgi-Ç)! 

Basso  (G.).  —  [V!)]  Corani<5moralion  de  E.  Bctti.  (3-G). 

Aschien{7\).  —  [U]  Épbémérideâ  du  Soleil  ol  di-  U  Lune  pu«t 
l'horizoD  (Je  Turin  et  pour  l8y3.  (7-19)- 

iyOvidio(E.).  —  [Bo]  Sur  quelques  invariants  simullanc»  et  «i 
siiltanl  de  deux  formes  binaires  de«  ordm 


parliculiet .' 
6el3.  (20-: 


es  sys^gies  pour  ta  forme  bn: 
Lies  au    moyen    de    l'opénition 


D'Ofidio  (£•).  -  [ 
natre   du  sixième  . 
d'Aronhold.  (m8-l33). 

Basso  (G.).  —  [13]  Sur  un  caraclère  de  réciprocité  appartenanl 
à  la  lumière  réHectée  par  les  milieux  cristallins,  (ij^-i^f). 


I 


Sur  ccrlaines  congrnences  de  couiqueS' 


Pieri{M.).  -  [N»3« 
(289-303). 

L'ordre  d'une  coogruencc  de  coniqaes  est  le  nombre  de  $e«  conique*  pauHi 
par  un  point  arbitraire,  eltute  le  nombre  de  celles  qui  rencontrent  deux  foii 
noe  droite  arbitraire  doonée;  l'auieur  étudie  les  cougmences  do  premier 
ordre  et  de  la  deniième  classe,  et  les  coogmences  telles  qne  de  leur  coarbe 

singulière  se  détache  une  conique,  renconirëe  deux  tois  par  celles  de  la  con- 
grueacc  (  en  particulici-,  congruence  de  cercles  de  l'espace  euclidien  ). 

Giudice  (f-)-  —  [A^a]  Sur  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions. (349-364). 

Del  Re  {A.).  —  [M*6Ôa]  Sur  cinq  manières  diiTérentes  de  pro- 
duire la  surface  du  cinquième  ordre  à  courbe  double  du 
cinquième  ordre,  par  des  formes  projcctives.  (420-427). 

D'Ovidio  (E.).  —  [B5,  7]  Sur  certaines  classes  de  syzjgies 
binaires.  (447-451)- 

D'Ovidio  {£'.).  —  [QI]  Sur  plusieurs  questions  de  métrique 
projective.  (566-58y). 

11  s'agit  principalomenl  des  aires  dans  un  espace  linéaire  de  deux  dimensions 
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G  indice  {F.).  —  [A4rfa]  Sur  la  résolution  de  réqualion  algé- 
brique du  cinquième  degré  par  l'adjoDCtion  de  l'irralionalilé 
icosaédrale.  (664-683). 

Castelnuovo  (G.).  —  [M* 2]  Sur  la  linéarité  des  involulions  plu- 
sieurs fois  infinies  appartenant  à  une  courbe  algébrique,  i'j^'j- 
738). 

Exception  faite  pour  les  involulions  dont  les  groupes  s'obtiennent  en  réunissant 
r  à  r  les  groupes  d'une  involution  irrationnelle  oc',  toutes  les  inTolutions 
Qo'"(r>i)  sont  linéaires. 

D'Ovidio  {£.).  —  [D4]  Note  à  un  écrit  de  F.  Casorati.  (812- 
8i5). 

Le  travail  de  Casorati  est  le  suivant  :  Aggiunte  a  recenii  tavori  dei  signori 
Weierstrass  e  Mittag-Leffler  {Ann.  di  Mat,^  t.  X;  1882). 

Afanaira  {A ,) .  —  [U]  Éphémérides  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
l'horizon  de  Turin  et  pour  1894.(847-862). 

Tome  XXIX;  1893-94. 

Kantor  {S,). — [M*2A]  Les  correspondances  dans  les  courbes 
elliptiques  déduites  géométriquement.  (9-16). 

Détermination  par  voie  géométrique  de  toutes  ces  correspondances  et  con- 
structions relatives  au  cas  des  cubiques  planes.  Le  travail  est  écrit  en  français. 

Castellano  (F.),  —  [R3,  76]  Application  de  la  théorie  des  vec^ 
teurs  au  mouvement  central  d*un  point,  et  à  la  résolution  des 
problèmes  relatifs.  (80-87). 

Berruti  (G.).  —  [R3]  Sur  la  théorie  des  vecteurs  composables. 
(1  i5-i  18). 

Giudice  (F.).  —  [1^2]  Sur  la  détermination  des  nombres  réels 
par  des  sommes  et  des  produits.  (188-207). 

L'auteur  appelle  somme  irréductible  l'expression  finie  ou  infinie 

I  I  I 

1 1 h.. . 


U^  1*2  1/3 


étant   t<,>i,  w„^,7;    w„(w„— 1),  et   aussi,   dans   le   cas   que    l'expression   soit 
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iofinie, 

pour  un  nombre  infini  de  valeurs  de  n. 
li  appelle  aussi  produit  irréductible  l'expression 


(-?,)(- s) 


y?,,  Ps)  •  •  •  élant  des  entiers  positifs, 

et,  pour  l'expression  infinie, 

pour  un  nombre  infini  de  valeurs  de  n.  C'est  par  ces  sommes  ou  produits  que 
l'on  peut  représenter  tout  nombre  réel,  et  chacun  d'une  seule  manière.  I/auteur 
en  donne  aussi  l'application  à  la  détermination  pratique  des  irrationnels  et  en 
particulier  à  celle  des  racines  réelles  des  équations  numériques. 

Enriques  (F,),  —  [NPlrf]  Sur  la  plus  grande  dimension  des 
systèmes  linéaires  de  courbes  de  genre  donné  appartenant  à 
une  surface  algébrique.  (275-296). 

Par  une  méthode  fondée  sur  la  projection  d'une  surface  dans  un  hyperespace 
l'auteur  obtient  le  résultat  suivant  : 

S'il  existe  sur  une  surface  un  système  linéaire  de  genre  p  et  de  dimension 
r  ^  3  />  -+-  5,  on  a  l'un  des  cas  suivants  ; 

i"  La  surface  est  représcnlablc  point  par  point  sur  une  surface  gauche  de 
genre  p. 

■a"  La  surface  est  ralionnclle  et  le  système  est  simple,  de  dimension  /•  =  3/?  -^  ô, 
ou  bien  /•  —  (|  pour  p  —  \. 

Castellano  [Pli,),  —  [RI,  NMA]  Le  complexe  des  accélérations 
d'ordre  quelconque  des  points  d'un  corps  en  mouvement.  (v^o()- 
325). 

Le  complexe  des  droites  contenant  les  accélérations  d'ordre  n  est  un  com- 
plexe Ictraédral  particulier,  le  plan  de  l'ioUni  étant  l'une  des  faces  du  tétraèdre 
fondamental. 

Mortara  {E -)-  —  [16]  Sur  Téquilibre  des  liquides  magnétiqii«»s. 

(325-336). 

Burali'Forti  (C).  —  [Dl^,  refJo]  Sur  les  classes  dérivées  à 
droite  et  à  gauche.  (382-394). 

La  note  est  écrite  en  «symboles  de  logique  mathématique. 
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Reina  {V.).  —  [UIO]  Une  loi  de  dualité  dans  la  théorie  de  la 
compensation  des  observations.  (433-445). 

Paci  {P')'  —  [06 A]  Sur  les  surfaces  minima.  (446-46i) 

Pano  (G,).  —  [N^l^]  Sur  les  congruences  de  droites  du  troi- 
sième ordre  n'ajant  pas  de  ligne  singulière.  (474-493). 

A  Texception  d'une  congruencc  (3,  6)  de  genre  5  avec  lo  cônes  cubiques,  et 
d'une  (3,  7)  de  genre  6  avec  20  cônes  cubiques,  dont  l'existence  n'est  pas 
même  certaine  [dans  une  Note  insérée  ensuite  au  Tome  XXXI  l'auteur  prouve 
que  cette  (3,7)  n'existe  pas],  les  congruences  mentionnées  dans  le  titre  ne 
peuvent  être  que  de  genre  £4» 

Dans  le  genre  zéro  il  n'y  a  que  la  crémonienne  (3,  i)  qui  n'ait  pas  de  ligne 
singulière. 

Pour  les  (3,  /i)  sans  ligne  singulière  et  de  genre  1,  on  a 

de  genre  2 

de  genre  3 

/i^  i3, 

de  genre  4 

Toutes  sont  représentables  sur  le  plan. 

Berruti  (G,).  —  [R3]  Sur  la  théorie  des  vecteurs  composables. 
(53i-534,  I  pi.). 

D^Ovidio  (£*.).  —  IV9]  Giuseppe  Battaglini.   Commémoration. 

(678-679). 

D'Ovidio    {E.).  —  [G6a]   Sur  les  fonctions   ihétafuchsiennes. 
(74  •-749)- 

Convergence,  continuité  et  dérivabilité  de  la  série  0(«). 


Tome  XXX;  189Î-95. 

Balbi  (  f^.).   —  [U]   Éphémérides  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
l'horizon  de  Turin  et  pour  1895.  (4-19). 

Peano  {G.),  —   [Dla]    Extension   de   quelques    théorèmes   de 
Cauchy  sur  les  limites.  (20-41). 

Cauchy  a  démontre  que,  /  étant  une  quantité  réelle,  fonction  des  nombres 
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entiers  posilifs,  on  a 

lim    -^^—^  =    Iim  /(x); 

n  =  «0  X  n  =  «o 

Tauleur  en  donne  l'ex tension  au  cas  où  les  fonctions  ont  plusieurs  valeurs 
limites.  Par  une  généralisation  ultérieure,  il  arrive  à  un  théorème  correspon- 
dant pour  le  cas  des  nombres  complexes.  Le  Travail  est  écrit  en  symboles  de 
logique. 

Pizzetti  (P.).  —  [L^12]  Développement  en   série  relatif  aux 
géodésiques  de  Tellipsoïde  de  rotation  aplati.  (217-226). 

Burali'Forti{C,),  —  [Dla]  Sur  la  limite  des  classes  variables. 

(227-243). 

_ê_ 

Ecrit  en  symboles  de  logique. 

Volterra  (^.).  —  [^^8]  Sur  la  théorie  des  mouvements  du  pôle 
terrestre.  (3oi-3o6). 

L'auteur  fait  ici  un  résumé  d'une  théorie  exposée  par  lui  dans  les  Astrono- 
mische  Nachrichteriy  et  par  laquelle  on  peut  expliquer  les  changements  qui  ont 
lieu  dans  la  rotation  terrestre  (changements  de  latitude  géographique),  par  des 
mouvements  stationnaires  d'une  partie  de  la  matière  constituant  le  globe 
(courants  de  la  mer,  mouvements  des  fleuves,  etc.). 

L'hypothèse  que,  dans  le  corps  considéré,  libre  et  non  soumis  à  des  forces 
extérieures,  ait  Heu  un  de  ces  mouvements,  par  exemple  que,  le  corps  étant 
homogène,  il  y  ait  dans  sa  masse  un  tore  possédant  un  mouvement  de  rotation 
autour  de  son  axe,  conduit  aux  équations  différentielles  suivantes  pour  le 
mouvement  autour  du  barycenlrc  : 

A  ^  4-(C  — B)^/-hM37-  M2/=  o, 

ia)  {  B  ^  -h(A—  C)r/?  -I-  M,r  —  M^p-  o, 

dr 

où  A,  B,  G  sont  les  moments  principaux  d'inertie  du  corps.  M,,  M,,  Mj  les 
composantes  du  couple  de  quantité  de  mouvement  dû  à  la  rotation  du  tore 
(ou,  en  général,  aux  mouvements  stationnaires  considérés)  par  rapport  aux 
axes  principaux  du  corps  et  /?,  7,  /•  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  de 
rotation  suivant  les  mûmes  axes. 
Les  équations  (a)  ont  les  deux  intégrales 

A/?2-i-B^=-f-Cr-=  2/t, 
(A/?-t-Mi)^-f-  (B7  +  M2)24-(C/--+-M3)2rr  K'. 

Dans  l'hypothèse  que  M,,  M.,  IM3  soient  des  constantes  et  que  deux  des 
moments  d'inerlie  soient  égaux  entre  eux  et  moindres  que  Tautre,  l'auteur 
donne  le  tracé  de  la  p(>lhodie  pour  trois  cas. 
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lif^tggi  {y-)'  —  [U]  Sur  la  flexion  des  lunelles  dans  la  mesure 
des  dislances  /énitliales.  {'>\o-j'\\\(j), 

Bertini  {E.).  —  [Q2cf.  L'-7]  Sur  les  espaces  linéaires  des  qua- 
driques  ajanl  noinhre  pair  de  dimensions.  (.55o-3,*)4). 

M.  Scgre  [  (  Studio  sulle  quadriche  in  itno  spazio  lineare  ad  un  numéro 
qualunque  di  diniensioni  {Mém.  de  Turin^  2*  série,  l.  WXVI;  1886)]  a 
démontré  pour  les  quadriques  V|p  d'un  nombre  pair  de  dimensions  une  pro- 
priété qui  est  une  extension  de  celle  des  systèmes  de  génératrices  sur  les  qua- 
driques ordinaires;  c'est-à-dire  qu'il  existe  sur  une  Vfp  deux  systèmes  d'espaces 
linéaires  S  ,  et  que,  si  p  est  pair,  deux  S  ne  se  rencontrent  qu'étant  d'un 
même  système.  Si  p  est  impair,  ils  ne  se  rencontrent  qu'étant  de  systèmes 
différents. 

Ici  Fauteur  démontre  d'abord  une  propriété  relative  à  la  projection  stéréo- 
graphique  d'une  quadrique,  en  trouvant  la  condition  nécessaire  et  suffisante 

pour  que  deux  S)»  de  l'hyperespace  représentatif  soient  les  images  de  deux  S^ 
de  la  quadrique  qui  se  rencontrent,  et  puis  il  applique  cette  propriété  pour 
compléter  par  le  théorème  suivant  celui  de  M.  Scgre  : 

N  Dans  Vfp,  deux  S  du  môme  système  pour/?  pair,  ou  de  systèmes  dilTércnts 
pour/>  impair,  ne  peuvent  se  rencontrer  que  dans  un  espace  de  dimension 
paire  (S^Sj,  S,,  ...,  jusqu'à  S  ,  ou  S^);  et  deux  S  de  systèmes  différents 
pour/>  pair,  ou  de  môme  système  pour  p  impair,  ne  peuvent  se  rencontrer  que 
dans  un  espace  de  dimension  impaire  (S_i,  Si^S,,  .. .,  jusqu'à  S  ,  ou  S  ), 
S_,  indiquant  qu'il  n'y  a  pas  d'espace  où  les  S    se  rencontrent.  » 

l'ollerra  (  I  .).  —  [ï^^]  Sur  le  mouvement  d'un  système  où  il  y 
a  des  mouvements  intérieurs  stationnaires.  (370.-384). 

En  reprenant  le  problème  traité  dans  la  Note  précédente  {voir  ci-dessus), 
Fauteur  établit  les  relations  en  termes  finis  entre  />,  7,  r  et  /.  Il  y  parvient  au 
moyen  des  fonctions  elliptiques. 

Volterra  (T.).  —    [I^^]-   Sur  un  système  d'équations  différen- 
tielles.  (44'>-1'^1)- 

(l'est  le 'système 

dp  _  d{f,.f,)  dq  ^  dif.J,)  dr  d  {/,,/,)  ^ 

dt   '      d{q,r)'  dt         d{r.  p)  *  dt   d{p,q)  * 

dont  le  système  relatif  au  mouvement  d'un  corps  où  il  y  a  des  mouvements 
stationnaires  est  un  cas  particulier.  Hn  traitant  ainsi  le  problème  à  un  point 
de  vue  plus  général,  l'auteur  trouve  les  expressions  en  termes  finis  de  p,  q,  r 
et  t  par  un  paramètre  u,  et  en  en  faisant  l'application  au  problème  mécanique 
des  mouvements  stationnaires,  il  retrouve  les  expressions  déjà  données  dans  la 
Note  précédente. 

Chini  ('/.).  —  ["«^j  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre.  (49Î-I98). 
liulL  des  Sciences  mathcni.,  j'  série,  t.  Wll.  (OrtJibre  1S98.)  H.i.^ 
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Pe<tno{G.).  —  jKS)  Sur  le  aé[.lii((;meul  <lti  (.Aie  sur  la  Terre. 


Calcul  det  dJpUccnicnU  priidints  «m-  la  Trnr  |)iir  le  mouirnicni  rclutil  ir 
m  parties,  h'ii  en  iipi>lit|U>nt  n-iilnnirni  le  princljiR  dr*  «fm,  et  pur  la 
mtthatio  du  calcul  Kcuin4lri({uc.  Applicaliun  «ii  dtpltccmcnl  du  pflle  pTuduu 
par  le  Cul/Slream. 

Vollerrii  (  ('.).  —  |HS]  Un  lliéorèiite  «tir  U  roUtion  des  corp*« 
applicaiion  an  tii<iiivi;menl  d'un  sj'ftiAme  oîi  il  y  a  de*  nonir- 
ineiils  intérieurs  sutionoairi!».  (ài^-^ji)- 


Voiterra  (F.).   —   [^^]    ^<"'  '^^  mouvemenls  p^iriodiques  da 

pôle  terreslre.  (547-56i). 

Celle  Note  M  rttlacbe  aui  precédeniei  de  même  intenr  ssr  ce  sojet  (  rair 
ei-dcssut).  Lei  équelions  du  monTement  relaliTe*  au  rat  ob  il  y  ait  de*  moa- 
is  qni,  toutefois,  ae  changeut  pas  la  dittribnlioe 
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peuvent  (tre  réduites  A  une  forme  plu»  simple  en  «upprimanl  certaine  tennri 
très  prlils.  L'auteur  r\rJut  ici  tnutc  pla^tîrilé  de  la  Terre.  En  Kuppo>ant  qur 
les  niauvctncnls  du  pille  puissetit  se  déromposcr  en  une  série  de  niouvrmenl) 
barman iqurs.  il  trouve  les  relations  entre  les  périodes  et  les  constaoles  rela- 
tive;. Les  mouteraenls  intérieurs  et  l'eui  du  pôle  ont  des  périodes  égales,  à 
l'eiccption   de   dcui  périodes  dnnt   l'une  est   propre  auii  aeuls   nioutemenl> 

pote  de  la  Terre,  l'auti-ur  se  base  sur  les  rerherthrs  de  Chandier.  !Si  le  cnupir 
de  quartili'  de  miiuvemi-iit  des  mouvements  intérieurs  a  une  rnmposante  sui- 
vant l'axe,  qui  suit  ,i^  du  couple  reUlif  au  mouvement  de  la  Terre  suppos<-e 

Cbandier.  L'.iuteiir  suppose  ensuite  que  la  rompouiile  nK-nlinnnée  snil  néfili 
geahle.  rrliiii>rment  au  .-'Uipir  <:>..  de  quanlilé  de  mouvement  de  la  Tern- 
rigiJe,  et  il  obliutit.  m  iu.li.]u,.iit  p..i  M  '   letlrémilé  de  l\ive  de^  mouvrmral> 
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intérieurs,  qui    produisent   un    mouvement  liarmonique   du    pôle   à    période 
aonuelle  (Chandler,  Astron.  Journal,  n"  329)  : 

!•  Que  la  projection  m-^  de  M^"*'  sur  Téquateur  décrit  une   ellipse  dont  le 
grand  axe  est  sur  le  méridien  de  4^'  Greenwich; 
3*  Que  les  axes  de  cette  ellipse  sont 

10'*  10'* 

3*  Qu'en  décomposant  le  mouvement  du  pôle  et  celui  de  m-^  suivant  les  axes 
des  ellipses  respectives,  les  deux  mouvements  qui  ont  lieu  suivant  les  grands 
axes  sont  de  même  phase,  et  ceux  qui  ont  lieu  sur  les  petits  axes  sont  de  phase 
opposée.  L'hypothèse  de  la  plasticité  de  la  Terre  est  introduite  dans  une  autre 
Note  {voir  ci-dessous). 

Pieri  {M-)-  —  [1^^]  Sur  les  principes  qui  régissent  la  Géométrie 
de  position.  (60--641). 

L'auteur  prend  sans  définition  trois  éléments  primitifs  de  la  Géométrie  :  le 
point  projectif  (qui,  dans  les  applications,  peut  aussi  bien  être,  par  exemple, 
une  droite),  la  droite  projective,  qui  est  une  certaine  classe  de  points  projec- 
lifs  déterminée  par  deux  d'entre  eux,  et  le  segment  projectif  délerminé  par 
trois.  Il  donne  dix-neuf  postulata  comme  base  de  la  Géométrie  de  position. 

[Dans  deux  Notes  insérées  au  Tome  suivant,  l'auteur  développe  les  consé- 
quences de  ces  postulata  jusqu'à  la  démonstration  du  théorème  de  Staudt. 
Dans  une  autre  Note,  insérée  au  t.  XWII,  il  réduit  le  nombre  des  éléments 
primitifs  en  donnant  une  définition  du  segment  projectif.  Toutes  ces  Notes  sont 
écrites  en  employant  les  notations  dr*  la  logique  mathématique.  Le  contenu  de 
ces  quatre  Notes  a  été  recueilli  et  refondu  par  Tauteur  même  dans  un  Mémoire 
(  JUemorie  délia  li.  Accad.  délie  Scienze  di  TorinOy  a'  série,  t.  XLVIII  ;  1897  )]• 

Jadanza  (-V.).  —  [UIO]  Sur  la  mesure  des  dislances   avec   la 
lunette  réduite.  (7i'^-7'^<>)- 

Vollcrva  (  V.^,  —  M^^]  Sur  la  théorie  des  mouvements  du  pôle 
dans  l'hypothèse  de  la  plasticité  de  la  Terre.  {-'x^'-JxTi), 

L'auteur,  en  reprenant  l'élude  qui  formait  l'objet  des  Notes  précédentes  pour 
Y  introduire  l'hypothèse  de  la  plasticité,  suppose  que  les  mouvements  intérieurs 
soient  stationnaires,  et  «pie  l'efTet  de  la  plasticité  soit  de  rapprocher  le  pôle 
d'inertie  au  pôle  instantané  de  rotation  suivant  l'arc  du  grand  crrrlr  qui  joint 
ces  deux  points,  et  avec  une  vitesse  proportionnelle  à  la  distance  (le  rapport  ^ 
entre  cette  vitesse  et  cette  distance  est  le  coefficient  d'inertie).  Les  relations  qui 
lient  le  pôle  de  rotation,  le  centre  du  mouvement  polaire,  le  pôle  d'inertie  et  le 
centre  des  mouvements  intérieurs  sont  transformées  par  projection  stéréogra- 
phique,et  cela  conduit  aux  équations  du  problème  que  l'auteur  résout  complè- 
tement en  donnant  les  expressions  des  coordonnées  des  projections  en  fonction 
du  temps.  Enfin,  il  examine  les  deux  cas  limites  {x—:o  (absence  de  plasticité)  et 
»x  =  oc.  Dans  ce  dernier  cas,  Je  pôle  de  rotation  décrit  une  circonférence  autour 
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du  centre  des  nmiivciiienls  inlérieurs  et  arec  Ij  vilirsïe  angulaire 

^/M■-f-Mj-^-MÎ 
\ 

Bianchi  {D.   —   lOO^-  réf.  Q2]  Sur  les  surfaces  i  enurhuir 
nulle  dans  les  espaces  à  courbure  coasLantc.  (743-735). 


Une  tranilstii 


Dans  nn  e-epucc  ellipliqne  de  rayon  R  (cspare  k  rnnrbure  i^ 
tive  •!- TT-,  Il  un  appelle  Irantlation  {SehUbung}  vù  mouTcmeal  cmcl^riw 
par  It  propriùié  que  tous  les  poinis  oni,  après  le  mourent«nI,  mtmr  diilian 
lie  leur»  posiiiuns  iniii.  nents  itint  repr^ntèt  par  dei  hom"- 

Eraphiet  biakUlea  duni  11  gén^ralricn  imaginaire»  conju^ut» 

de  l'tbMiu.  A  toute  tran,  linte  une  cungrucncc  (dite  congrucnr' 

de  Clifford)  ayant  pour  i\t»  ces  uchï  génératrices. 
n  est  donnée  par  les  formules 


I  x\-Kx 


-\ix. 


\  <=^  I(a-,-)-Aj-,-Dj:j+rjr„ 

I   x\  =  A  .r,  —  B  J-,      Ci,-  Il  r,. 
1  r;  =  Ilj,  +  Aj-,+  Ujr,-t;jr,. 

f  x\-Vn,+  Cx.-ïix^+  Kx, 

1-  j; -1- X- -(- j-  =  I  et  v-t- ri'-)- f.'+ 1)!  = 


ant  qu'elle  est  dextrone  un 
ingrueacc  appartiennent  k  I 


:«t-â-dirc  suivant  que  les  aiesde 
des  deux  systèmes  de  l'absolu. 


et  si  l'on  fdlt  de  celle  eourbe  une  iransUlion  eontinue 

on  engendre  une  surface  que  l'auteur  appelle  surface  de  tramlalton  {suptr~ 
ficie  di  scorrimento),  et  qui  pourrait  aussi  être  engendra  par  un  déplieeincnl 
eunlinu  de  la  courbe 


Les(JK(l)  sont  les  co. 
surfaces  do  (ranslalioD  ajHi 


rbcs  génératrices  de  la  surface. 

nulle  dans  l'espace  elliptique  de  rayon   l<  sont  de^ 

t  pour  courbes  génératrices  deux  courbes  i  torsion 
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coostanie  ±  ~  égale  et   opposée.  Toute  surface  réglée  d'une   congruence  de 

ClifTord  est  à  courbure  nulle  et,  réciproquement,  toute  surface  réglée  à  courbure 
nulle  appartient  à  une  congruence  de  Cliiïord.  Les  trajectoires  orthogonales 

des  génératrices  d'une  telle  surface  réglée  sont  à  torsion  constante  ±  -rr' 

Autres  propriétés  relatives  aux  développées  des  surfaces  à  courbure  nulle 
dans  l'espace  elliptique,  et  aux  tangentes  à  un  système  de  géodésiques  paral- 
lèles, propriétés  par  lesquelles  on  peut  trouver  de  nouvelles  surfaces  à  courbure 
nulle  au  moyen  de  seules  quadratures. 

Ces  surfaces  peuvent  être  associées  en  familles  faisant  partie  de  systèmes 
triples  orthogonaux.  En  supposant  que  dans  un  tel  système  les  tv  soient  à 
courbure  nulle,  l'élément  linéaire  deviendra 

ds-  =  IV  r  cos=e  du^ -h  s'in-b  dv-  -t-  (4^)  ^*»''  1 . 
0  satisfaisant  aux  équations 

OU'  ■'"  siii'ôUv'  àw)  "'• 

Enfin  l'auteur  examine  les  surfaces  à  courbure  nulle  dans  l'espace  hyperbo- 
lique, et  donne  une  relation  entre  ces  surfaces  et  les  représentations  conformes 
des  figures  planes. 

Berzolari{L.).  —  [M-2A  ]  Sur  un  problème  comprenant  celui  de 
trouver  le  nombre  des  ombilics  d'une  surface  générale  d'ordre  n, 
(756-760). 

F*  étant  une  surface  générale  d'ordre  n  et  T**»  une  courbe  d'ordre  m  à  sin- 
gularités ordinaires,  trouver  pour  combien  de  points  de  F'*  les  deux  tangentes 
principales  s'appuient  sur  V".  On  a 

X  =  nin  j  3  (  //i  —  I  )  [  2  (  M  —  I  )  (  /i  — •{ )  -h  I ]  -t-  (  /t  —  I )-[. 

Volterra{l\).  —  [R8]  Observations  sur  ma  Note  :  Sur  les  mou- 
vements périodiques  du  pôle  terrestre,  (817-820). 

Pincherle  (S,).  —  [J^©  ]  Sur  les  opérations  distribulives  permu- 
tables avec  une  opération  donnée.  (820-844)- 

Propriétés  du  groupe  de  ces  opérations.  Application  à  la  résolution  d'un 
système  d'équations  fonctionnelles  simultanées  et  à  la  résolution  de  l'équatioii 
fonctionnelle 

I^eano  (Ij!.).  —  ['^8]  Sur  le  mouvement  du  pôle  terrestre.  (84^- 


O^       \ 


i-^i  SF.COMU'    i'AIlTri!. 

roncluâiiin  que,  mdme  cii  suppiigiini  svn^  filasticild  U  partie  lalide  Je  U  Ton. 
1rs  mouvemenLs  relniifs  de  l'aulre  parlic  (mer)  pvuveiit  aniearr  un  il«p)iu- 
nirnt  progresaïf  du  pOlc. 

flrt//«r  (  r.).  -  I  I  i  ]  l-.|)li.îmé rides  (Iii  Soleil  cl  il.-  lu  huuc  ymr 
riioi'iïoii  de  Tiiiiu  et  pour  1896.  (86<)-«83). 


h-.-i-Ci'.lio  {T.i.  — 

iiaJes  iluijs  le  l'iiuiiip  réel.  (^J-Ji). 


Tome  WXI;  i8.)i-i)ii. 
I  \  m   i^c^i.i,  "■■sso.  Coi»iii<?mf)ralion.  (3-1-). 
—  l'inversion   des   iiiH^'rrulcs  Ot- 


=f     ■"  /(x 


/{jr,  ^)ialisf.isanl4  u 


2;.,«îr£^'-.v,.,.,--r^ë2a, 


Pcnno  (G.).  —  ("'î]  Transformation  linéaire  des  vecteurs  d'un 
|ilmi.  (i  J7-i()(i). 

Favaro  {A.).  —  [\'S]  Si-pl  lettres  inédiles  de  Josepli-Louis 
Lagranfje  au  P.  Pau!  Frisi,  tirées  des  autographes  de  la  biblio- 
thèque umbrosicnne  de  Miliui.  (i8'2-i()4)- 

(hazzit  (/;'.).  —  [T2]  Sur  la  méthode  de  fausse  position  pour  Ir 
calcul  des  arcs  élastiques.  (ao6-i2,l  ). 

t'tillerin  (I.).  —  [  Il  11  c]  Sur  l'inversion  des  intégrales  définies. 

ïii  l'un  il  ilniis  \e  rliamp  réel  réqualinn  fnncilnniirllc 
i.)  /(r>-/(»)^/"  rl-r) "(■'■■  ri ''■'•■ 
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/(y)  c^  f'iy)  «^'lanl-  finies  et  contiDues  pour  y  compris  entre  a  el  a  -4-  A,  si 

UiXfX)  cl -r—  —  11,(0:,  ^')   sont   aussi    finies   et   continues   pour  toutes   les 

valeurs  de  x  et  y  comprises  entre  a  et  a  4- A,  et  la  limite  inférieure  des 
valeurs  absolues  de  hiy)  —  H  (y,  y)  dans  le  même  intervalle  est  >  o,  il  y  a 
une  seule  fonction  finie  et  continue  9  satisfaisant  à  l'équation  (i),  pour  y 
compris  entre  a  et  a  H-  A,  et  cette  fonction  est  donnée  par 


•-  a 


étant 


S.  {  X,  y  )  ^-J     S„  (  ;,  .V  ;  S,_.,  (  X.  i  ) ./;. 


"'^'•^^  h{x) 

Jadanza  (-V.).  —  [UIO]  InHucDce  de  l'erreur  de  verticalité  de  la 
stadia  sur  la  mesure  des  distances  et  des  altitudes.  (Sjô-SSo). 

Pieri  (J/.).  —  [1^^]  S""*  '^s  principes  qui  régissent  la  Géométrie 
de  position.  Note  II  (SSi-Sgo),  Note  111  (437-470). 

Dans  ces  deux  Notes  l'auteur  développe  des  conséquences  des  postulata 
posés  dans  la  Note  I  (voir  Tome  précédent  ),  en  montrant  que  ses  propositions 
relatives  aux  éléments  primhïis  point  projecti/f  droite  projectile  et  segment 
projectif  suffisent  pour  établir  la  Géométrie  de  position;  en  effet,  il  arrive  sans 
d'autres  secours  au  théorème  de  Staudt.  (Dans  une  Note  insérée  au  t.  W.VIl 
il  montre  que  Ton  peut  exclure  le  segment  du  nombre  des  éléments  pri- 
mitifs. ) 

Volterra  {V.).  —  [II lie]  Sur  Finversion  des  intégrales  définies. 
Note  II.  (4oo-4o8). 

Voir  la  Note  I  dans  le  Tome  précédent.  Ici  l'auteur  examine  le  cas  où  h{y) 
devient  infinie. 

Brioschi  (/'\).  —  L'^^/l  (ï^ctlre  à  M.  d'Ovidio).  Le  résultant  de 
deux  formes  binaires  biquadratiqucs  et  la  relation  entre  leurs 
invariants  simultanés.  (44i'446)- 

La  relation  entre  les  huit  invariants  simultanés  est  du  sixième  degré.  Cette 
relation  ainsi  que  le  résultant  des  deux  formes  sont  trouvés  ici  par  une  mé- 
thode rapide. 

/ifttazzi{n.).  — ['l^^JJ  Sur  Ih  chaîne  d'un  cicmcnl  d'un  groupe. 

(iirt-i5f))/ 


I)euazzi(li:\.  —  |.l.'>|  IJroapc,  Bi 
(.Ï06-3,,). 


Ces  >Dle9  SE  rallHclinil  mii  lra\'i>l  ili:  ricil''klnil  :   Il  oj  ti>i>'  unit  >vni  iBlttti   | 
die  Zahlen  {Brauiuchweig,  iSSIS),  iiui|ii«l  il   Tviil  luitii  se  rapporter  )iour  II   I 
signiricalion  île  lu  parole  chaîne  (Kelie).  Lb  but  principal  de  CM  rtclicrdia  ■ 
est  la  distinction  entre  groupe  fini  cl  (iroupc   JaUni.  Dedpkiud  i 
ùifiniua  groupe  tel  que  l'un  puisse  établir  une  correspondance  univoqucefiiflfl 
-•es   éléments   et    ceu\    d'une    partie   propre   [ecbter  Tfaeil)  de   I 
M.  Bettaiti  commence  par  dérinir  les  groupes  Itnis  et  donne  te 
A  tous  les  autres.  Tous  le«  groupes  inGiiis  suivant  Dcdckiad  le  si 
nouvelle  délinition,  mai^  la  di^moDttralion  de  Dedekînd  ( /oc.  eiJ.,  n*  159)  d'ot* 
il   résulleroil   qur  la   pr"--"'*   i-"*"»»   n'est  pis  sitisfiiunte  :   M.   Bcttiiii 
appelle  groupe!  dèifelop  Icdekind  appElIr  infini*. 

Iieriolaii{L.).  —  [N'ad,  n  j  01..  .^.s  oouii>cs  |)ljines  «le  deux  faîs- 
craiix  donni^s  qui  oiit  un  contact  simple  ou  dotiblr,  ou  un  point 
d'osculaliou.  (4;G-j84>. 

Uémonstralion  des  propriiUi  sniviotes  : 

a.  Le  lieu  des  contacts  des  courbes  d'an  fiïsceau  d'ordre  nt  avec  celles  <!'■■ 
faisceaa  d'ordre  m'  est  d'ordre 


b.  Le  nombre  des  points  d'oscutitioo  de  ces  courbes  est 

î({»i-^H.)(n.-^m-6)  +  3B.m'  +  5]; 

r.   Li>  nombre  des  couples  de  courbes  ayant  un  conlart  double  fst 

les  deu\  premières  de  ces  prupriétcs  avaient  été  données  ^ans  démonblralion 
par  Sleiner  [  Allgemeine  £igenscha/ten  der  algebraiachen  Curven  (J.  de 
Cretir.  t.  W,  p.  (i)). 

M.  Ilenolari  trouve  aussi  les  singularités  du  lieu  a  et  celles  du  lieu  des 
points  uii  se  coupent  les  courbvs  tangentes. 

Srgn-  yC).  — [M-l/iJ   Sur  un  caractère  dos  surfaces  et  des  \n- 
riélés  sLii>érieiircs  algébriques.  (  i85-5oi). 

L'n  faisceau  de  surfaces  détermine  sur  une  surface  F  un  faisceau  de  courbes; 
soient  p  le  genre  des  courbes  du  faisceau,  a  le  nombre  des  points  de  base.  S  le 
nombre  des  points  doubles  qui  ne  tombent  pas  dans  les  points  de  base,  ni  dans 
les  points  multiples  des  courbes  du  faisceau.  Le  nombre  P  =  ^  —  a  —  4/>  "c 
dépend  que  de  la  surface  K,  et  cVsl  ce  que  l'auteur  appelle  le  caractère  de  la 
surface.  Pour  une  surface  générale  un  a 

Ce  nombre  1'  csl  le  même  pour  les  surfaces  du  même  lypt  suivant  Clebsch. 
c'csl-Â-dire  qui  pcutcnl  être  transformées  l'une  dans  l'autre  par  une  transfor> 
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mation  birationnelle  sans  points  fondamentaux.  Des  applications  nous  citerons 
la  suivante  : 

Si  l'on  a  une  transformation  birationnelle  entre  deux  surfaces  algébriques, 
à  points  fondamentaux  seulement,  et  que  i,  l'i  soient  les  nombres  de  ces  points 
fondamentaux  sur  les  deux  surfaces,  P,  P,  leurs  caractères,  on  aura 

i',-p  =  .-i.. 

L*auteur  établit  aussi  un  nombre  analogue  pour  une  variété  algébrique 
à  trois  dimensions,  et,  en  général,  pour  une  variété  d'un  nombre  quelconque 
de  dimensions. 

ï^evi  {A.).  —  [M-l^]  Sur  les  singularités  de  la  jacobienDe  de 
quatre  surfaces.  (5o2-5o6). 

Étant  Tj,  r^,r^y  r^  les  multiplicités  des  quatre  surfaces  données  en  un  point  O, 
l'auteur  trouve  en  quels  cas  la  jacobienne,  au  lieu  d'y  avoir  la  niulliplicité 
ordinaire  /•=/*,-+-  /•,-[-  r^-r- 1\~  3,  y  a  la  multiplicité  r  4- 1  ou  /•-+-  i. 

Vollerra  (T  .).  —  [Hl  !c]  Sur  l'inversion  des  intégrales  définies. 
Note  ni.  (55;-.)(i7). 

Voir  les  Notes  précédentes  sur  ce  même  sujet.  Ici  l'auteur  examine  le  cas 
où  h{y)  s'annule  entre  les  limites  d'intégration. 

Chini  [AL),  —  [119]  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
deuxième  ordre.  (568-578). 

J'ollerra  ('  .).  —  [H  fie*]  Sur  l'inversion  des  intégrales  définies 
Note  IV.  (G93-708). 

L'équation  fonctionnelle  est,  comme  dans  les  Notes  précédentes, 


/(r)=  f   9ix)n{x,y)dx. 

t/0 


Ici  fauteur  traite  le  cas  où  l'expression  de  H,  suivant  la  formule  de 
Maclaurin,  commence  par  les  termes  du  degré  /<  au  lieu  que  par  ceux  du 
premier  degré. 

/ùino(G.),  —  [N- 1  ff]  Appendice  à  la  Note  :  Sur  les  congruences 
de  droites  du  troisième  ordre  n  'ayant  pas  de  ligne  singu- 
Hère.  (708-715). 

Foir  ci-dessus  (t.  WIX).  Il  n*existe  pas  de  congruence  (ii,  7)  de  genre  <>. 

Cordone{G.).  —  [  B2]  Sur  le  groupe  de  substitutions  rationnelles 
et  linéaires.  (8()^-8i5). 


^oG  SECONDE  PARTIE. 

Lei'i'Ciiita  {7\).  —  [K8/a]  Sur  les  intégrales  algébriques  des 
équations  dynamiques.  (8i6-8'23). 

Kœnigs  a  démontré  [Sur  les  intégrales  algébriques  des  problèmes  de  la 
Dynamique  {  Comptes  rendus j  dioikt  1886)]  que  si  un  système  matériel,  soumis 
à  des  forces  ayant  un  potentiel,  admet  une  intégrale  algébrique  (par  rapport 
aux  vitesses),  il  admettra  aussi  au  moins  une  intégrale  rationnelle. 

L'auteur  démontre  que  le  théorème  de  Kœnigs  est  vrai  aussi  pour  les  forces 
qui  n'ont  pas  de  potentiel.  Cette  propriété,  jointe  à  deux  autres,  qui  sont  des 
conséquences  d'un  théorème  de  M.  Painlevé  {Comptes  rendus,  mai  i8ga), 
permet  de  réduire  la  classification  des  problèmes  dynamiques,  pour  ce  qui 
regarde  leurs  intégrales,  au  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  externes,  et  seulement 
pour  le  type  des  intégrales  homogènes. 

Pizzelli  (/^.).  —  [R5  réf.  UlOrz]  Sur  la  détermination  théorique 
de  la  gravité  à  la  surface  terrestre.  (859-8-0). 

yilmansi  (À,),  — [HIO^^)  Sur  Tintégration  de  Téquation  diffé- 
rentielle A^A2:=  G.  (881-888). 

I^eano  (6\).  —  [B12c]  Essai  de  calcul  géométrique.  (gSa-g-S). 

Exposition  rapide  mais  claire  de  la  méthode  de  Grassmann. 

I^^uricella  (^V.).  —  [H  10^]  Intégration  de  l'équation  A2(A2  w)  =  o 
dans  un  champ  de  forme  circulaire.  (1010-1018). 

l'olterra  {]  .).  —  [HlOr]  Observations  sur  la  Noie  précédente 
du  professeur  Lauricella  et  sur  une  Note  de  lingénieur  Almansi 
de  sujet  analogue.  (10  iH-io-î  1  ). 

Zanotti-nianco  {().).  —  |  U  \^(i\  Pour  Thisloirc  de  la  théorie  des 
surfaces  géoïdi(|ues.  (io'.>.!>»-io38). 

/lizzo  [(î .-/L).  —  [L  ]  Sur  la  durée  du  Soleil  sur  Thorixon  de 
'J'urin.  (io3()-io45,   i  \)\.). 

lialbi  {\  .),  — |LJ  Kphémérides  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
l'horizon  de  Turin  et  pour  189J.  (io^6-io(io). 
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MEMORIE   DELIA   U.   AOCADEMIV    DKLLE   SciENZE   DELL*   ISTITUTO   Dl    BoLOGNA, 

Bulogna^  tip.  Gamberini  e  Parmeggiani;  in-4''. 
5- Série,  l.  IV;  1894. 

Saporetti  (-1.).  —  [U]  Mclhode  rationnelle  d^approximation. 
difTërant  des  anciennes  el  même  des  modernes,  relative  aux 
époques  d'égalité  du  temps  solaire  au  temps  moyen,  el  à  leurs 
plus  grandes  différences.  (193-199). 

/{u//ini  (F.'P,),  — [M'Sya,  M' 3 A]  Sur  les  lignes  planes  algé- 
briques dont  les  podaires  peuvent  être  des  courbes  ayant  puis- 
sance en  tout  point  de  leur  plan.  Mémoire  H.  (235-a48). 

Une  courbe  est  dite  avoir  puissance  par  rapport  à  un  point  O  lorsque  toute 
droite  issue  de  ce  point  rencontre  la  courbe  en  des  points  tels  que  le  produit 
de  leurs  distances  du  point  O  soit  indépendant  de  la  direction  de  la  sécante 
(propriété  analogue  à  celle  du  cercle).  Une  telle  courbe  ne  peut  avoir  d^autres 
points  à  l'infini  que  les  points  cycliques  [voir  le  Mémoire  du  même  auteur  : 
Délie  curve  piane  algebriche  che  hanno  potenza,  etc.  {Memorie  d.  B.  Ace. 
d.  Se.  d.  I.  di  Bolognay  série  4)  ^'  ^)]*  L>ans  le  Mémoire  I,  dont  le  présent 
Mémoire  est  une  continuation,  et  qui  est  publié  dans  le  Tome  précédent  (t.  III), 
l'auteur  a  trouvé  qu^entre  les  courbes  de  classe  a  A*  il  y  a  une  ou  plusieurs 
familles  de  courbes  qui,  au  moins  par  rapport  à  un  p61e  donné,  ont  pour 
podaire  une  courbe  d'ordre  ik  ayant  puissance  en  tout  point  du  plan.  Il  y 
fait  aussi  la  recherche  de  la  ligne  qui  a  pour  podaire  un  cercle,  ou  une  quar- 
tiquc  bicirculaire,  ou  une  sextique  isotropique,  en  supposant  toujours  le  pôle 
de  la  podaire  placé  dans  Torigine  des  coordonnées.  Dans  ce  second  Mémoire, 
il  démontre  maintenant  que  si  une  courbe  a  cette  propriété  pour  la  podaire 
dont  le  pôle  est  dans  Toriginc,  elle  la  conserve  en  plaçant  le  pôle  en  tout  autre 
point. 

Pi'ncherle  (S.).  — [D2/]  Contribution  à  la  généralisation  des 
fractions  continues.  (297-320). 

Soit 

un  système  fondamental  d'intégrales  d'une  équation  récurrente  d'ordre  p: 
toute  autre  intégrale  peut  être  exprimée  par  ses  valeurs  initiales  et  par  les  A. 
L'intégrale 

où  les  X  sont  telles  que  le  rapport  de  cette  expression  à  toute  autre  intégrale 
ait  pour  limite  zéro  pour  /?  ■=  x,  est  appelée  par  l'auteur  Vintegrale  distincte. 


l'abonl  pour  le  cai  où  tes  cotflicîiïats  sont  numéi'iciu»,  «[  puU,  ( 
|u'ils  coniiennent  liaëairetoeal  UD  parimùLrc  conipleii;  ar.  Dam  ce  dTairrHI 
k,,  B.,  C.  étaaL  un  système  d'intégrales  facile  &  délermioer.  il  caittedalé' 
>,  S,  de  puissances  négaiiies  de  x,  pour  lesquelles  l'Intisrale 


Arze/à  (C).  —  [  D  I  -ries  do.ililc-s  Ingoncjni.-lriquM. 

(:i73-38a). 

Soit  A  une  aire  donner  du  plan  des  x.}-,  et,  au-dessus  d'rllc,  une  téni 
inTiuie  de  plans  2  =  z,.  s  ~  Sj,  . , .,  s  ^  s,,  . . .,  ayant  un  plan  limite  i  =  c,. 
Au  dedans  de  A  on  considère  sur  chaque  plan  s  =  s,  des  portions  déterminai 
el  sépariies  iu5",ul",  . ..,  «),'',  dont  le  nombre  peut  mfme  augmenter  1  mesorf 
que  s,  tend  vers  i,.  Si  la  somme  de^  aires  de  ces  portions  est  toujoun  (lur 
chaque  plan)  plus  grande  qu'un  nombre  d,  il  existe  au  moins  une  droilt 
a-  =  X,.  y  ~-  y,  (z-„  ^,  fiant  înléricur  à  l'aire  A  )  qui  rencontre  un  nombr 
iniini  de  portiODs  w. 

Cette  propriété  est  une  extension  d'une  autre,  relatire  i  une  térie  de  droites 
dans  le  plan,  que  l'auteur  a  établi  dana  sa  Note  :  SuUt  Mtriê  di  JuiiMoid 
{Rendiconti  deiLineei,  18SS)  et  dont  il  dédaisît  dana  une  autre  Note  (iUrf.) 
un  théorème  sur  les  séries  Irigonométriques  limplit.  Ici,  de  la  propriété  iiui 
étendue,  il  déduit  une  proposition  générale  qui  contient  comme  cas  particulier 
un  théorème  relatif  aux  séries  doubles  tri  go  nom  étriqués,  donné  par  M.  Ascoli 
(  Sulla  rappreserttazione  di  una  Junzione  a  due  variabiti  ptr  terie  doppia 
irigonomelrica  [Memorie  dei  I.incei,  i8;g)]. 

J''abri  {('.).  —  [S2/J  Les  inouveinenls  lourLîllonnaires  d'ordre 
supérieur  au  premier  en  relation  avec  les  équations  du  mouvc- 
inenl  des  Ihiidcs  visqueux.  (383-3i)2). 

I^s  équations  du  mouvement  sont 


.',  Il*  étant  le  composantes  de  Ni  vitesse,  X,  V,  Z  celle» de;  forces  extérieures 
a  pression,  h  la  densité  et  I.  une  quantité  constante  pour  un  fluide  homo- 


\ 
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gène.  L'auteur  recherche  les  particularités  du  mouvement  ducs  à  la  viscosité 
qui  entraîne  dans  les  équations  les  derniers  termes  A'A^u,  kà^^Vj  AA-tv.  Kn  dé- 
veloppant u,  Vf  w  en  série  de  Taylor,  et  en  ne  s'arrétant  pas,  comme  le  fait 
Helmholtz,  aux  premiers  termes,  on  peut  considérer  une  série  de  mouvements, 
représentables  par  des  vecteurs,  et  que  Ton  a  appelés  mouvements  tourbillon- 
naires  d'ordre  supérieur.  Les  termes  k^^u,  A'A'i^,  A' A'tv  sont  proportionnels 
aux  composantes  X,  |x,  v  du  mouvement  tourbillonnaire  de  deuxième  ordre, 
appelé  mouvement  de  flexion. 
Si 


^        iH  ()o  â^ 

ox  oy  az 


y 


c*est-à-dire  s'il  existe  un  potentiel  de  flexion  ^,  et  si  les  forces  extérieures  ont 
un  potentiel  V,  le  mouvement  a  lieu  comme  si  le  fluide  n'était  pas  visqueux, 
et  que  le  potentiel  des  forces  était  V  —  6A'f . 
Le  théorème  d'Helmholtz 


-T-    /   { u  dx  -{-  V  dy  -h  IV  dz)  =  o. 


c  étant  un  contour  fermé  quelconque,  n'a  lieu  pour  un  liquide  visqueux  que 
dans  le  cas  où  il  existe  un  potentiel  de  flexion. 

Suivent  quelques  autres  propriétés  qui  ont  lieu  dans  le  mouvement  per- 
manent. 

Donati  {L,},  —  [T2rt]  Observations  ullcrieurcs  sur  le  théorème 
de  Mcnabrea.  (119-174)- 

Jtighi  {A,),  —  [T7]  Sur  les  ondes  éleclromagnélîques  engendrées 
par  deux  petites  oscillations  électriques  orthogonales  ou  bien 
par  une  rotation  uniforme.  (657-670). 

Tome  V,  i8cj5-<)6. 

Hitjfini  (/'\-/\),  —  [M*  3y  a  réf.  M' SA]  Sur  les  podaires  des  para- 
boles cubiques  divergentes.  (65-76). 

(^s  podaires  sont,  en  général,  du  dixième  ordre,  avec  deux  points  quadruples 
dans  les  points  cycliques  et  un  point  sextuple  dans  le  ptMe. 

I^inclierle  (S,).  —  [J  i^']  J/algrbre  des  formes  linéaires  aux  dilïé- 
rciices.  (87-126). 

Étude  sur  Topération  fonctionnelle  0  définie  par  lu  relation 

0/.= A.  ■• 


aïo  SECONDE  PARTIE. 

el  sur  les  opérations  formées  lioéaireinent  avec  6  et  ses  puissaoces  et,  par  cod- 
séqueDt,  aussi  avec  le  symbole  de  la  différeoce  finie.  Ce  sont  ces  opération» 
que  Ton  appelle /ormei  linéaires  aux  différences. 
La  puissance  6*  nous  donne 

^   J  X       J  X  k  a 

pour  a  quelconque,  et  elle  a  la  propriété  distributive  par  rapport  â  raddition. 
à  la  multiplication  et  à  la  division.  La  forme  linéaire  aux  diiTérences  d'ordre  m 
est 

et  elle  est  aussi  distributive.  L^auteur  définit  la  multiplication  et  la  dirision 
de  ces  formes,  et  montre  que  l'on  peut  construire  pour  elles  une  algèbre  ana- 
logue à  celle  des  fonctions  rationnelles  entières  et  qui  contient  celle-ci  comme 
cas  particulier.  Puis  (§  2),  après  avoir  donné  une  extensioa  des  coefficients 
binomiaux,  il  étudie  le  développement  de  la  puissance  entière  et  positive  d'une 
forme  aux  différences  du  premier  ordre 

(ou,  symboliquement,  E  =  8  — a,),  el,  inversement,  le  dcveloppcnient  de  9"* 
par  les  puissances  de  E.  Ensuite  il  étend  la  notion  de  dérivation  et  arrive  i 
une  formule  analogue  à  celle  de  Maclaurin  et  qui  se  réduit  à  celle-ci  lorsque 
a^  est  constante.  Après  une  étude  sur  les  intégrales  de  E***,  ou  solutions  de 
Ya*^—  g,  le  §  2  se  termine  par  une  application  à  la  recherche  des  formules  pour 
Texpression  des  puissances  au  moyen  des  factorielles.  Le  §  3  est  relatif  aux 
séries  de  puissances  de  6,  à  leur  convergence  et  à  une  espèce  de  continuation 
de  l'opération  fonctionnelle  d'un  champ  fonctionnel  à  un  autre,  analogue  à  Id 
continuation  analytique  des  fonctions.  Dans  le  §  4  et  dernier,  l'auteur  applique 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés  au  développement  de  E-*  et  de  F-' 
vï\  série  de  puissances  de  6,  ayant  indiqué  par  F  une  forme  linéaire  en  9  cl 
d'ordre  quelconque,  cL  il  cherche  un  champ  fonctionnel  où  les  opérations 
représentées  par  c<s  (lcvclopj)eincnls  soient  applicables.  Knfin  il  trouve  If  dé- 
veloppement de  K-'". 


\rzclà  [C .\.  —  I  1)]  Sur  les  fonctions  do  li<;nes.  {'à-i^^-'a  \  \ 


i. 


O  sont  les  fonctions  dont  M.  Voltcrra  a  traité  pour  la  preiiiière  fois  djiis 
les  liendiconti  dei  Linrei,  1887,  f«)nctiotis  (|iii  dépendent  de  Umlrs  les  valcur> 
du  ne  ou  de  plusieurs  autres  fonctions.  M.  Arzelà  (onunence  par  une  nouvelle 
démonstration  de  la  condition  nécessaire  et  sufdsanle  pour  l'existence  d'une 
fonction  (courbe)  limite  dans  une  succession  donnée  de  fonctions  continu»'-» 
(  courbes),  l'uis  il  dénionlre  pour  les  fonctions  des  li^^nes  d'une  variété  /crnicc 
(c'est-A-dire  telle  que  les  courbes  limites  apparliennent  à  la  variété)  df> 
théorèmes  analogues  à  ceux  qui  ont  lieu  pour  les  fonctions  ordinaire**;  en  par- 
ticulier, le  théorème  de  Weierstrass  sur  la  limite  supérieure  el  les  propriété^ 
relatives  à   la  C(mlinuilc  et  à  la  dérivation. 

Arzclà  (('.).    -  \\\\ff\  Sur  l'inh'grahililc  des  é(|iialion>  diflVrcn- 
liellcs  (M'dinaircs.  ('.>.')j-'2-o  ). 
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Nouvelle  manière  de  démontrer  Texistence  de  l'intégrale  d'une  équation 
différentielle  ordinaire  en  s'appuyant  sur  les  propriétés  démontrées  dans  la 
Note  précédente  {Sur  les  /onctions  de  lignes).  L'auteur  montre  que  la  question 
se  réduit  à  former  une  certaine  succession  de  fonctions  pour  lesquelles  on  voit 
que  la  condition  d'existence  d'une  fonction  limite  est  satisfait»,  et  que  cette 
fonction  limite  est  l'intégrale  cherchée.  Il  retrouve  ainsi  le  résultat  de 
M.  Peano,  que  dans  les  équations  du  premier  ordre,  il  suffit  de  supposer  la 
continuité  des  seconds  membres. 

Saporetti{A,),  — [VI]  Nouvelles  considérations  sur  la  mctapliy- 
sique  du  Calcul  infinitésimal.  (309-822). 

/^inc/ierle  (S.).  — [J  ^-o  ]  Sur  quelques  équations  symboliques. 
(663-675). 

Une  équation  symbolique  a  lieu  entre  des  symboles  d'opération,  et  exprime 
une  propriété  d'après  laquelle  il  s'agit  de  déterminer  l'opération  inconnue. 
L'équation  est  appelée  différentielle  symbolique  lorsque  l'opération  cherchée 
est  liée  à  une  ou  plusieurs  de  ses  dérivées  fonctionnelles.  Dans  ce  Mémoire, 
on  donne  les  solutions  et  les  propriétés  de  quelques-unes  de  ces  équations 
différentielles  symboliques. 

Les  opérations  sont  supposées  distributives,  et  les  propriétés  de  ces  opéra- 
tions sont  celles  qui  ont  été  exposées  par  l'auteur  même  dans  les  Rendiconti 
dei  Lincei,  février  iSgS.  La  dérivée  fonctionnelle  d'une  opération  distributive  A 
est  l'opération  A'  définie  par 

.\'(9)  -A(/9)-x\^?), 

9  étant  la  fonction  sur  laquelle  porte  l'opération,  t  la  variable  de  9  et  j:  celle 
qui  entre  dans  le  résultat  de  A  (7). 

En  indiquant  par  le  symbole  D  celte  opération  de  dérivation  et  par  S  ou  S^ 
celui  de  la  substitution,  o^éT^ilion  qui  consistée  poser  dans  cp(^)  une  fonction 
donnée  oi{x)  au  lieu  de  /,  l'auteur  obtient,  comme  solutions  des  équations 
différentielles  symboliques,  des  opérations  formées  linéairement  par  des  S 
combinées  avec  les  puissances  de  D.  Ces  opérations  qui,  dans  leur  expression  la 
plus  générale,  sont  données  par 

r 

E-Vr.,.s..-^-v,,î^..i>-v.,:S.,i>=-+-...+  v.,..>^..i>'''. 
1.-1 

les  V.  .  et  les  a-  étant  des  fonctions  analytiques  de  la  variable  x,  forment  un 
groupe  ou  corps,  transformé  en  lui-même  par  l'addition,  la  multiplication  et 
la  dérivation  fonctionnelle.  L'auteur  ne  manque  pas  de  relever  l'analogie 
remarquable  qu'il  y  a  entre  cette  partie  de  la  théorie  des  opérations  fonction- 
nelles et  la  théorie  ordinaire  des  fonctions. 


Saporelti  (-Â .) .  —  [  LJ  ]  Dé  Le  rnii  nation  lies  (lilfcicncf»  cnir 
t«inps  moyens  el  viais  solaires  suivanl  les  ihiSorîet  expaM^M|itf 
Kepler,  réduites  n  une  forme  plus  simple  et  |)Iu»  uio(1(>nie, cl 
aoalyliquemem  développée.  (47-62). 

Arselà(C.).  —  [D  réf.  H  lo]  Sur  l'existcace  des  iatt^gr^lcs  da»» 
les  équations  iJiU'éruntielles  ordinaires.  (i3i-j  jo). 


En  madifiant  im   jieu 
/unxioni  di  IÙU&  (  t.  V, , 


1  donnée  dans  s 


I  Méai 


■.Salli' 


n  de  foDctioni.l')!^ 


oDlinuc,  en  supposant  que  les  fooflian 

nécessairement  continues,  mais  ((u'elles  retienl  tODJaiin 

appliquant  cette  général isïtîun  il  peut  simpliAcr 


r  éUblit  U 
fonclioni  admette  uni 
données  ne  «ojeai  pas 
entre  deux  limites  fini 

Il  démoaslTBtion  de  l'evisLence  des  intégrales  des  équation»  ditTércnliFlIet 
ordinaires,  qu'il  arait  donnée  dans  le  Mémoire  :  Suit  integrabililà  dclle  t^ua- 
xioni  differeasiaii  ordinarie  (l.  \,  voir  ci-dtitui).  Enfin  il  Uh  l'eitentian 
des  propositiuns relatives  aux  Tonclions  limites  pour  les  fonctions  de  deux  ti- 


Righi  {A.).  —  [T7]  Sur  les  ondes  secondaires  des  diélectriques. 
,    (595-Gi.). 


ur  rcxislence   des 
c  et  le  temps  uiojen 


Saporetti  (A.).  ~  [U]  Nouvelle  analyse 
instants  011  la  diiVéïencc  entre  le  temps  solal 
devient  maximum  ou  zéro.  (fn:i-(>,i9). 


Iliccaidi  (1'.).  —  [\']  Contribution  des  Italiens  à  l'histoire  des 
Sciences  mathématiques  pures  et  appliquées.  Essai  bibliogra- 
|,l,i,,„c.  (-iii-yy:,). 
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ACTA  MATHEMATICA. 

Tome  XIX,  iSgi. 

Cousin  {P')'  —  Sur  les   fonctions   de  n   variables   complexes. 
(1-62). 

M.  Cousin  démontre,  par  une  voie  nouvelle  et  plus  directe  que  la  primitive, 
le  théorème  de  M.  Poincaré  : 

Si  une  fonction  analytique  de  deux  variables  complexes  n'admet  à  dis- 
tance finie  que  des  singularités  non  essentielles,  elle  est  le  quotient  de  deux 
fonctions  entières. 

Il  établit  môme  pour  le  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables  complexes, 
un  théorème  plus  général  que  celui-là.  Les  raisonnements  qu'il  emploie  con- 
servent Tanalogie  avec  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  :  en  particulier, 
le  théorème  de  M.  Poincaré  se  trouve  relié  à  des  théorèmes  analogues  à  ceux 
de  MM.  Weierstrass  et  Mittag-Leffler. 


1.  Propositions  préliminaires.  —  L'intégrale 

_i_  r"fii 


"/(n^. 


prise  le  long  d'un  chemin  quelconque  ne  se  traversant  pas  lui-même,  est  une 
fonction  de  y  qui  admet  ce  chemin  comme  coupure  et  s'augmente  dc/(^) 
lorsque  le  point  d'affixe  y  traverse  la  coupure  (dans  un  sens  convenable).  On 
en  déduit  que,  si  Ton  considère/?  chemins  c,,  c^,  ...,  r  aboutissant  en  un 
môme  point  B  et  /?  fonctions  correspondantes/,,/,,  .. .,  /  ,  que  l'on  pose 

-'^  ^'ih ^ 

il  existe  une  fonction  régulière  tout  autour  du  point  B  et  qui,  dans  une  des 
régions  comprise  entre  deux  chemins  c  consécutifs,  coïncide  avec  4>,  pourvu 
que  /,  -H/j  -H. .  .-f-/p  =  o. 

Les  résultats  ne  sont,  d'ailleurs,  pas  essentiellement  modifiés  si  l'on  suppose 
que  les  fonctions  /  contiennent,  outre  la  variable  y,  n  autres  variables  indé- 
pendantes X,,  x^^  . . .,  x^. 

IL  Démonstration  d'un  théorème  fondamental,  —  On  dira  que  deux 
fonctions  sont  équivalentes  dans  une  certaine  région  si  leur  différence  est  ré- 
gulière dans  cette  région.  On  considère  alors  un  certain  nombre  de  régions 
Rp  R,,  . . .,  H  ,  contigucs  les  unes  aux  autres  de  manière  à  former  par  leur  en- 
semble une  région  unique;  un  pareil  nombre  de  régions  cR.,,  c^R.,  . . .,  Ji  telles 
que  la  région  R^  soit  entièrement  intérieure  à  cR^^;  et,  d'autre  part,  des  fonc- 
tions /p  /j,  ..../-,  telles  que   chacune  d'elles,  définie  dans  la  région  c'R  de 

Bull,  des  Sciences  mat  hem.,  a*  série,  t.  WII.  (Novembre  1898.)       R.it 


m  SECONnU  l'AHTlE. 

mtmc  indice,  suit  iiiijiiulru)ie  dans  crue  réfiioa.  Qa  tuppusc  de  |ilu»  f 
chac|ue  fois  que  deux  régiuns  A  uni  une  pnrlic  t^ominuoe,  Im  fonction* /mt> 
respaadanitct  luiit  équiviil«al«i  d«ns  cette  partie  nmnmunc.  Dao»  co  roadi- 
tioDi,  le  théorf me  ilémonti'é  pir  l'auteur  est  l«  suivant  :  //  «xittr  unr  /onCtioR, 
tivfinie  et  monolrope  dam  la  région  totaiétt  équivalent^  ttan*f.kacu3ttém 
m'giom  particlUi,  à  la  fonction  f  qui  cùrrtiponii  a  c»lt*  région,  l^  dt 
niunstratinn.  Tondée  sur  Im  prlni^ip»  rilal>H«  dtn»  la  pnini^ra  Partie,  f^ 
plifjue  d'elle-même  bu  cas  nù  l'na  ^Icnd  Ig  dénoinin«tîoo  d'ri/uivalenUt  1  den 
fonctions  qui  ditîârent  piir  le  logitilbme  d'un*  touclionriguli^rt. 

III.  Extention  aux  f  onction»  d«  n  variablet  cornptsx«t  d«M  théoHmuét 
MM.  Mittag-Leffler  et  Wtierurati.  Théorème  de  M.  Poinvnr4.  —  Sop^ 
snna  Bcturllement  qu'A  chaque  'point  d'une  aire  dïterminée,  on  {«tu  coma- 
poudre  une  (aDclioo  ài{^  e  autour  de  oe  point,  ette  cette  Ma> 
ditinn  (|u(?  les  fonciians  us  des  rJgioD)  ayant  une  partie  con- 
munr  saicnt  ^quivalenlfs  ..  os  celle  partie  commune  :  il  ciisten 
encore  une  (boctîon,  (Kllnïe  et  luonntrope  dans  toute  l'aire  considérée  et  ^ut- 
valcnlc,  autour  de  chaque  pdiot,  à  la  fonction  qui  eorrctpand  i  ce  point.  Ceci 
est  vrai,  que  la  notion  d'Aquivalcncc  s'applique  a  des  fonctions  dlfKrant  entre 
elles  par  une  fonclioD  ritguliére  ou  par  le  logarithme  d'une  fonction  ri^gatière. 
L'^nonci  subsiste  d'ailleurs,  mutatit  mulandii,  lorsqu'on  passe  au  cas  de  plo- 
siours  variables. 

Il  suffit,  dis  lors,  de  faire  appel  au  théorème  connu  de  Weierslrau  sut  1m 
fonctions  de  plusieurs  variahics  qui  s'annulent  pour  un  Système  de  valcnn  de 
ces  variables,  pour  arriver  &  l'énoncé  suivant: 

Si  »,,  t„  ■■■,*,  sont  de»  airet  connexe»  finie*  reipectivemeni  êitueei 
dont  let  plantdet  variablet  x„Xj,  ...,  f.;  S,,  S,,  ....  5,  da  airet.  liuiée» 
retpettiaement  dan» le»  mime» plan»,  telle» que  t^toit  entUrement  inttritur 

li  S„  toute  /tnrtion  qui,  à  l'intérieur  de  (S,,  S, S.),  c'esl-i-.lire   pour 

X,,  Xj,  -..,  x„  respectivement  intérieurs  à  S,,  S„  ,..,  S.,  n'a  que  de»  liitgu- 
laritéa  non  eiienlielles,  ett,  dan»  (  »,.  5,,  . . . ,  j„  ),  le  quotient  de  deux  fonc- 
tiona  régulière». 

La  démonstration  suppose  essentiellement  que  i,  est  entièrement  inlèrienre 
(t  S,  (aucun  point  de  i,  ou  de  son  périmètre  ne  pouvant  être  situé  sur  le  péri- 
mètre de  S,)  :  il  est  nécessaire  de  l'étendre  au  cas  où  i,  est  confondu  avec  S,. 
Supposant  d'abord  que  les  aires  S  soient  circulaires,  M.  Cousin  parvient  an 
résultat  par  une  marche  analogue  i  celle  que  suit  Weierstrass  pour  démontrer 
le  lliéorcmc  de  M.  MiltaR-Lefner. 

Les  aires  S  {leuvent,  d'ailleurs,  être  indéllnics  ;  on  arrive  alors  au  théorème 
lie  M.  Poincaré. 

IT.   Généralisation   des   théorème»  précédent».  —   Cette   dernière    Partie 

précédents  reposent  uniquement  sur  ce  que,  étant  donnée  une  fonction  /  des 

variables  ir„  J^„  ..  .,a^,  régulière  dans  un  système  d'aiies  circulaires  S,,  S, 

S,,  on  peut  trouver  un  polynôme  qui,  dans  tout  système  d'aires  eirculaires  i,, 
jt ,  ji„  entièrement  intérieures  auv  premières,  ail  avec/  une  difrérence  par- 
tout moindre  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  donné  t,  il  suffit  de  généraliser 
ce   fait  au  ca?  des  aires  non   circulaires.  [On  y   arrive  par  dei  séries  de  poly- 
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nomes  ou  des  fraclions  rationnelles  analogues  à  celles  de  M.  Painlevé  (Thèse, 
Gauthier-Villars,  1887)  et  dont  Tuniformc  convergenee  fournit  la  conclusion 
demandée. 

IViman  {A.).  —  Sur  la  courbe   double   des  surfaces   réglées. 
(63.72). 

Recheri^he  des  relations  qui  existent  entre  les  nombres  : 

/z,  degré  (ordre  et  classe  tout  à  la  fois)  de  la  surface  réglée; 

a,  ordre  du  cône  circonscrit  d'un  point  quelconque,  égal  à  la  classe  d*une 
section  plane  quelconque; 

6,  nombre  des  génératrices  doubles  du  cône  circonscrit,  ou  des  tangentes 
doubles  de  la  section  plane; 

X,  nombre  des  génératrices  de  rebroussemcnt  du  cône  ou  des  inflexions  de  la 
section  ; 

6,  ordre  de  la  courbe  double; 

D,  nombre  des  points  (s'il  en  existe)  où  deux  génératrices  se  rencontrent 
avec  même  plan  tangent,  et  où,  par  conséquent,  la  courbe  double  a  un  point 
double; 

/^(m^3),  nombre  des  points  multiples  d'ordre  m  de  la  surface; 

T,  nombre  des  torsales  ou  génératrices  le  long  desquelles  la  surface  offre  le 
caractère  de  dévcloppable  ; 

p,  classe  de  la  dévcloppable  engendrée  par  les  plans  tangents  le  long  de  la 
courbe  double; 

p,  genre  de  la  surface; 

F,  genre  de  la  courbe  double. 

Les  résultats  ne  sont  pas  mis  en  défaut  lorsqu'il  y  a  des  génératrices  de  re- 
broussemcnt; mais  les  démonstrations  cessent  de  s'appliquer  lorsqu'il  y  a  en 
même  temps  une  courbe  multiple  et  une  dévcloppable  multiple,  et  l'on  ne  peut 
y  suppléer  par  des  considérations  de  continuité,  parce  qu'une  surface  de  cette 
espèce  ne  peut  pas  toujours  être  considérée  comme  cas  limite  de  surfaces  de 
même  degré. 

L'auteur  étudie  également  les  cas  où  il  y  a  des  génératrices  doubles,  des 
lignes  d'auto-contact  ou  d'auto-osculation  ;  une  droite  directrice  multiple;  etc. 

Selivanojf  {D,),  —  Sur  les  expressions  algébriques.  (73-92). 

Exposition  de  théorèmes  et  de  raisonnements  connus  sur  les  équations  algé- 
briques résolubles. 

Markoff  (^.).  —  Deux  démonstrations  de  la  convergence  de  cer- 
taines fractions  continues.  (93-104). 

/»''    /(y) 

L'intégrale   /      •^    ■       dy,  où  le  chemin  d'intégration  est  réel  et  tel  que  la 

Jn   ^~y 

fonction /(>")  y  soit  réelle  et  positive,  étant  développée  en  fraction  continue, 
M.  Markolf  démontre  d'une  façon  très  simple  la  convergence  du  dévelop- 
pement. 
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Purlaol,  A  CCI  ciïel,  Jes  prnprk-lés  curiiiucx  de  lu  n"-'  rîijoilc 


Mil 


y  II  fil  ■■•1  Xm  i-'lunl   le;  ra<:inos  de   ?,(£)  ri   u   un  pcilyantne  iinclroaqac  4r  I 
it%ti  intérieur  i  in- 

Si  ator*  on  di^signc  par  j;  un   oninbrc  tel  que  l'un  ail,  kui  t»ul   le  (Iieml* 
à'ïnitistaiioa 


(  l'I   TriD  i-nnslatc  aistmeot  qu'il  eiifilc  loujoi 
■l'iiT'iii;  s  n'appuriieDl  pas  A  ce  clieinin  ). 

"'■"  =  ;-.  ■,.—!• <.-,)-  -.-^-(7 

cl  te  premier  ineinbrcdcla  Furmutc(i)  sera  de  modulepluji  petit  que  le  produit  dn 
)  dy  pax  le  mniimum     nfinimeal  petit  ponr  n  iaflai)(tii  n 

limite  supérieure  de  l'erreur  co 
limite  que  l'on  rend  la  plus  pcti 


l'inli^Brale/"  fiy)d 


dulc  de  Yi —      .,,,' ;■   Le  rai$onaenient  fournit,  coinnie  on  te  » 


niùrc  que  le  maiimum  de    \-~ —    sut  le  chemin  d'intégration  soit  lui-même 
aussi  petit  que  possible. 

Une  seconde  démonstration,  basée  sur  une  Torme  un  peu  plus  compliqua 
donnée  au  polynôme  arbitraire  tt,  présente  l'avantage  de  s'appliquer,  au  c» 
où  soit  l'une  des  limites  a,  b,  soit  même  toutes  les  dcui  seraient  infinies.  Elle 
conduit  au  lliéorcme  plus  gt'néral  suîrant  : 

Si  deux /onction)  récite).  f{y)el  /{y),  d'une  variable  réelle  y,  tatUJtuU 
aux  inégaliléi  /'{y)  > /{y)  >o  pour  toutet  les  valeurs  de  y  eomprUet 

entre  a  et  b>  a:  en  développant  tei  intégrale!  I     ■_--_^  '  dy  et  j     ~^'tty 


n  fraction!  continues,  l 'erreur  commise  en  s 'arrêtant  à  la  n''"  réduite  st 
si  z  >  b.  plus  grande  pour  la  première  intégrale  que  pour  la  seconde. 

A'etlo  {£■')■  —  Sur  la  ihéorte  des  détermiDanls  orthogonaux.  (io5- 

.14). 

L'auteur  a  prëoédemmcnl  établi  (  Aela  Math.,  I.  1\,  p.  '->i|j-3oo)  la  pioposU 
sont  les  coej/icients  de  deux  substitutions  orthogonales  de  déterminant  ■*- 1, 
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le  déterminant 

ne  peut  s'annuler  sans  que  tous  ses  mineurs  d*ordre  n  —  i  s'annulent  aussi. 

La  nouvelle  analyse  qu'il  présente  cette  fois  a  l'avantage  de  conduire  à  des 
identités  algébriques  mettant  en  évidence  la  proposition  en  question,  en 
même  temps  qu'elle  en  fournit  une  généralisation. 

On  démontre  d'abord  que  l'on  peut  ramener  le  cas  général  à  celui  où  la 
seconde  substitution  se  réduit  à  la  substitution  identique.  Dans  ce  dernier  cas, 
soit  D  le  déterminant  de  la  première  substitution;  A,  le  déterminant  (i),  c'est- 
à-dire,  ici,  le  déterminant  D  modifié  par  addition  de  l'unité  aux  éléments  de 
la  diagonale  principale;  A,-^,  A,-^  ^'-,  ...,  les  mineurs  des  divers  ordres  de  A; 

il  vient 

A„(,  +  D)  =  A 

La  première  de  ces  identités  montre  que  la  condition  A^o  entraîne  A,,  =  o 
si  D  n'est  pas  égal  à  —  i;  la  seconde  conduit  au  même  résultat  pour  à^^  à 
l'aide  des  relations  connues  entre  les  mineurs. 

Aux  identités  précédentes,  on  peut  en  adjoindre  d'autres  analogues,  relatives 
aux  mineurs  des  {n  —  2  )'*•»••,  (n  —  S)**"",  . . .  ordres,  lesquelles  permettent  de 
généraliser  l'énoncé  de  Stieltjes  sous  la  forme  suivante  :  la  première  série  de 
mineurs  de  A  non  tous  nuls,  résulte  de  la  suppression  d'un  nombre  pair  de 
lignes  et  de  colonnes  si  D  =  -hi^  et  d'un  nombre  impair^  si  D  =  —  i. 

Kantor  (S.).  —  Nouvelle  théorie  des  transformations  iinivoques 
périodiques  dans  le  plan,  (i  1 5-194). 

L'auteur  a  déjà  obtenu  les  transformations  en  question  dans  un  Mémoire 
couronné  par  l'Académie  de  Naples  en  1891;  il  donne  une  nouvelle  méthode 
pour  résoudre  la  même  question,  en  se  fondant  sur  la  considération  des 
courbes  qui  restent  invariantes  par  les  transformations  cherchées. 

1.  liecherches  sur  les  courbes  invariantes  dans  une  transformation  bira- 
tionnelle.  —  1.  Rappel  de  principes  connus  relatifs  aux  transformations  de  cette 
espèce.  A  une  telle  transformation,  efTectuée  sur  une  courbe  C,  correspond  une 
homographie  établie  entre  les  adjointes  de  C  et  celles  de  sa  transformée.  Étude 
du  cas  où  toutes  les  adjointes  de  C  se  décomposent,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
que  dans  deux  cas  :  i**  si  toutes  ces  adjointes  ont  une  partie  commune;  2°  pour 
certaines  courbes  C  hyperelliptiques. 

2.  Les  courbes  adjointes  9  ayant  toutes  les  mêmes  singularités,  on  peut  con- 
sidérer leurs  adjointes  9'  et  parler,  par  conséquent,  du  second  système  adjoint 
d*une  courbe  C,  et  ainsi  de  suite.  Si  une  courbe  C  se  conserve  par  une  trans- 
formation birationnelle,  il  en  est  de  même  de  tous  ses  systèmes  adjoints  suc- 
cessifs, du  moins  en  ce  qui  concerne  leurs  intersections  avec  C.  On  peut  ainsi 
substituer  à  la  considération  d'une  courbe  invariante  celle  de  systèmes  de 
courbes  de  genres  de  plus  en  plus  petits,  ce  qui  permet  d'établir  une  classifi- 
cation des  types  possibles  (mais  peut-être  non  tous  existants)  de  transforma- 
tions. On  trouve  ainsi  (comme  formes  réduites)  :   i'  des  transformations  con- 
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servant  un  système  linéaire  de  cubiques  à  4i  ^i  6,  7  ou  9  points  bases;  3**  des 
transformalions  conservant  un  système  linéaire  de  coniques  (transformations 
de  Jonquières)\  3"  des  transformations  conservant  le  système  des  droites  du 
plan,  autrement  dit  des  homographies.  La  discussion  de  ces  différents  types 
est  préparée  par  un  certain  nombre  de  propositions  auxiliaires,  telles  que  la 
suivante  : 

Toute  transformation  birationnelle  qui  transforme  le  système  des  cubiques 
qui  ont  p  points  communs  (4  =  /'  =  9)  ^  '^'(^  '^  points  /oruUimentaux 
parmi  ces  points  communs. 

3.  D'autre  part,  toute  transformation  birationnelle  périodique  admet  des 
courbes  invariantes.  On  obtiendra,  en  effet,  une  telle  courbe  en  établissant  une 
relation  projective  quelconque  entre  un  point  et  ses  (i  —  i  transformés  (fié tant 
Tindice  de  périodicité);  par  exemple,  si  la  transformation  est  de  période  3,  le 
lieu  des  points  qui  sont  en  ligne  droite  avec  leurs  transformés  est  manifeste- 
ment une  courbe  invariante. 

4.  Application,  à  l'étude  des  transformations  périodiques,  de  la  représentation 
paramétrique  des  courbes.  Calcul  des  courbes  invariantes  pour  les  différents 
types  de  transformations  réduites. 

II.  Méthode  pour  l'obtention  des  transformations  périodiques  existantes. 
—  La  question  se  présente  simplement  pour  les  transformations  de  Jonquièreset 
les  transformations  qui  conservent  les  systèmes  de  cubiques  à  quatre  ou  cinq 
points  communs,  et  l'on  arrive  sans  difficulté  aux  résultats  déjà  obtenus  dans 
le  Mémoire  précédemment  cité.  L'auteur  n'élucide  en  particulier  que  les  cas  res- 
tants. 

1.  Transformations  conservant  les  cubiques  à  six  points  fixes.  —  Une 
transformation  de  cette  espèce  peut  être  considérée  comme  l'image  d'une  homo- 
graphie de  l'espace,  homographie  concernant  une  certaine  surface  du  troisième 
ordre.  Une  telle  homographie  doit  être  périodique  et  par  conséquent,  en  la 
prenant  sous  sa  forme  canonique,  on  peut  admettre  qu'elle  multiplie  chacune 
des  quatre  coordonnées  par  une  racine  de  l'unité.  Il  est  alors  bien  aisé  de  former 
un  Tableau  des  valeurs  que  doivent  avoir  ces  racines,  et  des  formes  correspou- 
dantcs  d'équations  conscr\ces  par  la  substitution. 

2.  Cubiques  à  sept  points  fixes.  —  La  jacobienne  du  réseau  des  cubiques 
est  invariante  et  l'on  a  dès  lors  une  transformation  birationnelle  en  elle-même  de 
cette  courbe,  laquelle  est  du  sixième  ordre,  mais  est  birationnellement  équiva- 
lente à  une  quartique  générale.  On  constate  que  la  transformation  ainsi  opérée 
sur  cette  dernière,  et  qui  la  change  en  elle-même,  peut  être  considérée  comme 
provenant  d'une  homographie  plane.  On  est  donc  ramené  à  un  problème  tout 
analogue  A  celui  (|ui  a  été  traité  au  paragraphe  précédent:  trouver  les  homo- 
graphies qui  conservent  des  quarliques. 


3.  Cubiques  à  neuf  points  fixes.  —  Le  problème  se  ramène  à  l'étude  d'une 
courbe  <lu  neuvième  degré  admettant  une  correspondance  birationnelle;  à  son 
tour,  «  ctie  correspondance  est  équivalente  à  une  homographie  plane  conservant, 
soit  1°  une  courbe  du  sixième  degré  à  deux  points  triples  infiniment  voisins, 
soit  î"  une  <  ourbc  du  cinquième  degré  à  deux  points  doubles  infiniment  voi- 
sins, lesquelles  se  recherchent  par  les  méthodes  précédemment  indiquco. 


KEVUE  DBS  PUBLICATIONS.  219 

Les  résultats  obtenus  dans  ces  trois  numéros  sont,  bien  entendu,  en  accord 
avec  ceux  qui  figurent  dans  le  Mémoire  cité. 

4,  5,  6.  Modifications  diverses  des  méthodes  précédentes.  —  En  particulier, 
la  méthode  du  n**  3  relative  aux  transformations  à  huit  points  fixes  peut  se 
remplacer  par  Tétude  des  homographies  de  l'espace  conservant  à  la  fois  un 
cône  quadratique  et  une  surface  cubique. 

7.  La  méthode  du  n**  1  (cas  de  six  points  fixes)  peut  se  généraliser;  si  Ton 
remarque  que  toute  transformation  périodique  transforme  en  lui-même  un  sys- 
tème linéaire  de  courbes  dont  la  dimension  peut  être  prise  aussi  élevée  qu'on 
▼eut,  on  en  conclut  que  cette  transformation  peut  être  considérée  comme  image 
d'une  homographie  sur  une  surface  tracée  dans  un  espace  d'un  nombre  de 
dimensions  suffisamment  grand.  Si  l'espace  en  question  est  l'espace  ordinaire 
et  que  la  surface  soit  représentable  uniquement  sur  un  plan,  l'homographie 
considérée  reproduit  aussi  une  surface  cubique,  ou  une  surface  du  sixième 
ordre,  ou  une  surface  d'ordre  n  à  droite  multiple  d'ordre  /i  — 2  (à  un  cas 
d^exception  prés). 

8.  On  démontre  que,  pour  les  types  de  transformations  périodiques  vérita- 
blement existants,  la  surface  reproduite  appartient  bien  à  l'espace  ordinaire  et 
est  représentable  sur  le  plan. 

9.  10,  11.  Recherche  des  homographies  qui  transforment  en  elles-mêmes  les 
surfaces  énumérées  au  n**  7,  homographies  auxquelles  on  est  conduit  par  les  con- 
clusions des  n<*'  7-8. 

12.  L'auteur  étudie  en  elles-mêmes  les  transformations  qui  conservent  un 
système  linéaire  de  cubiques,  classe  à  laquelle  appartiennent  celles  qui  ont  fait 
Tobjet  des  numéros  précédents.  Le  problème  se  divise  en  deux  autres  : 

«  I.  Étant  donné  un  faisceau  de  cubiques,  déterminer  sur  chaque  courbe 
une  correspondance,  telle  que  le  résultat  soit  une  transformation  de  plan  à  plan 
conservant  toutes  les  courbes.  » 

«  n.  Établir,  dans  un  faisceau  de  cubiques,  une  homographie  et,  entre  les 
courbes  ainsi  transformées  les  unes  dans  les  autres,  une  correspondance  point 
par  point,  telle  que  la  répétition  de  la  transformation  ainsi  obtenue  conduise  à 
une  des  transformations  considérées  en  L  » 

Plus  généralement,  on  peut  se  proposer  d'étudier  les  transformations  qui 
conservent  un  faisceau  de  courbes  d'ordre  3«  à  neuf  points  communs  multiples 
d'ordre  5. 

13.  Enfin,  à  une  transformation  birationnelle  périodique  dans  l'espace  d'un 
nombre  quelconque  de  dimensions,  on  peut  substituer,  par  une  substitution 
simplement  rationnelle  convenablement  choisie,  une  homographie  ayant  la 
même  période. 

Vahlen  (K.'Th.).  —  Sur  les  binômes  réductibles.  (195-198). 

On  connaît  l'importante  proposition  d'Abel,  d'après  laquelle  une  équation 
binôme  de  degré  premier  ne  peut  être  réductible  sans  admettre  une  racine 
rationnelle. 


H.  VahlcD  rechere)j>^ 
degré  cesse  d'ttre  pi 
par  ■■  snbstitDtiOD  ; 
Mit  du  binôme  ^'-f 


Vahltii(,K.-Tk.}.  -S. 


Démon ttntion  [s 

Lecornu  (L.).  - 
(aoi-sSo). 
L'antenr  traite  ti 


ionnrl  )  uiit  do  binôme 
gnslé  par  Supiiie  Germ»!». 

r  la  surface  île  Steiner.  (199-aoo). 
ce  fiil  que  caul  plan   tinitenl   eoup«   la 


lo  ileui  coniques. 
Mémoire  sur  le  pendule  de  longui 

ca5  0  I)  [jcnijiilr  vnric  |irop( 


I 


I.  L'éqnitloa  da  monvement  est 

rf-B         <fi<rt 

où  Z  devra  ttre  remplacé  par  M  Jongnenr  Taiiable,  «oit,  dans  Chrpotbéae  ea 
queitJoo,  l  =  a-i-bt.  Elle  peut  alors  s'écrire,  en  prenant  l  coDine  vuiaUe 
ind^ndante, 

II.  Pour  les  oscillations  très  petites,  l'équation  précédente  de«ient 

ou,  en  posant  ft/  =  h,  /  =  —  x. 


a  dépend  des  ToDClions  de  Bestel.  Une  solnl 


Pour  que  le  mouremeul  soit  représenlé  par  celle  soluiion,  il  faut  et  il  sorGl 
que  la  vitessed'allongement  Asoilliée  il  la  longueur  /  qui  correspond  1  noeélon- 

gation  par  la  relation 


c  de  l'équalion 

1  T.ix  3.4*'  ,    /        f-\ 

rïr-ïîT?  +  TÏÏÏ'— ■''■<■  »^'  = 
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et  réciproquement,  dans  ce  cas,  en  remplaçant,  dans  la  relation  (3),  ^  par  les 
racines  successives  de  cette  équation,  on  trouve  les  longueurs  correspondant 
aux  élongations  successives.  Lorsque  la  longueur  tend  vers  zéro,  Tamplitude 
des  oscillations  s'exagère;  toutefois  le  rapport  de  cette  amplitude  à  Tampli- 
tude  initiale  reste  fini,  de  sorte  que  l'équation  des  petites  oscillations  cesse  en 
général  d'être  applicable,  mais  le  reste  cependant  lorsque  les  oscillations  pri- 
mitives étaient  extrêmement  faibles. 

La  solution  générale  u  se  déduit,  par  la  méthode  connue,  de  la  solution 
particulière  (p;  comme  les  zéros  de  k  et  de  cp  alternent,  on  voit  que  les  pas- 
sages à  la  position  d'équilibre,  dans  un  mouvement  quelconque,  sont  séparés 

par  la  position  où  la  longueur  du  pendule  est  mesurée  par  /  =  -. —  2^,  z  étant 

4  8 
une  racine  ()e  l'équation  Ji(-3)  =0. 

Lorsque  le  mouvement  n'est  plus  représenté  par  la  solution  particulière  (p, 

l'écart  6,  supposé  donné  par  l'équation  des  oscillations  infiniment  petites, 

augmenterait  indéfiniment  lorsque  la  longueur  /  tendrait  vers  zéro  1  on  trouve, 

/  6'         I         6'\1 
comme    expression    asymptotique,   6  =  A:  sina  1  -. — j  -+-  j  log  — 7  )    ;  donc  celte 

équation  n'est  assurément  pas  applicable  dans  le  voisinage  de  /  =  o. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  que  le  pendule  s^allonge  beaucoup,  la  théorie 
des  fonctions  de  Bessel  permet  de  prévoir  quelle  sera  l'allure  du  mouvement; 
on  a  l'équation  approchée 

(4)  a  =  j:*[A  cos(2  v/ï) -+- Bsin(2  v^)]. 

L'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  un  passage  par  la  verticale  et  Félon- 
gation  suivante  est  sensiblement  égal  à 


-4/ o,i3- 

-^y  g  g 


(/  étant  la  longueur  au  moment  du  passage  à  la  verticale)  et  la  dilTérence 
d'amplitude  est  sensiblement  r'n  4  Z-^* 

^    y  gl 

La  formule  précédente  peut  servir  à  exprimer  0  en  fonction  de  t.  Mais  on 
peut  procéder  d'une  façon  plus  rigoureuse  en   posant  4/^  =  y,   ——.^=^p 

I  ce  qui  donne  à  l'équation  la  forme  (' -+-/'T^)-777  -h  y'm  =  o    et  cherchant  à 

développer  la  solution  suivant  les  puissances  de  la  quantité  p  (laquelle  est 
très  peti'e  pour  les  grandes  longueurs  du  pendule).  On  trouve  ainsi,  par 
exemple,  que  la  durée  de  l'oscillation  (temps  qui  sépare  deux  passages  consé- 
cutifs à  la  position  verticale)  est  un  peu  plus  petite  que  celle  qui  correspond 
à   un  pendule  ayant    pour  longueur  la  moyenne  des  longueurs  aux  deux 

passages;  la  dilTérence  est  sensiblement  6,47 — -7=.  (a,  longueur  au  premier 

g  v^ 
passage). 

IH.  Lorsque  les  amplitudes  ne  sont  plus  très  petites,  le  problème  ne  semble 
pas  abordable.  L'auteur  examine  deux  cas  limites  : 
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I*  Le  |>endule  se  raccourcit  très  vile,  de  sorte  que  le  rapport  |-  =  *  a  une 

très  petite  valeur;  en  développant  suivant  les  puissances  de  5,  on  trouve,  tant 
que  la  longueur  n'est  pas  très  petite, 

2  5  '^L  25  ^flj 

et,  en  négligeant  5^,  l'équation  polaire  de  la  trajectoire  de  rextrémité  du  pen- 

dule  est  de  la  forme  8  =  AH-B/-+-y; 

a"  La  longueur  varie  très  lentement;  on  emploie  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  en  parlant  du  mouvement  du  pendule  ordinaire  comme  pre- 
mière approximation,  et  l'on  développe  suivant  les  puissances  du  module  les 
fonctions  elliptiques  qui  figurent  dans  l'équation  de  ce  mouvement. 

IV.  Pendule  conique.  —  Les  équations  sont 


d}^  .  rf9  .    ^       c'cosB 

i 

ou 


/-rrr-+-26-,    -f-  gsinB  —  ,,   .    ^,   =  o 


avec 


,d}^       adô        g    .    ^         c^cosO 
dl^         dl        b^  ô'Z-'sin'O 

/Jsin^e^^  =c. 
at 

L'auteur  se  borne  aux  oscillations  infiniment  petites,  lesquelles  peuvent 
s'obtenir  en  composant  les  mouvements  de  deux  pendules  plans,  tels  qu'ils  ont 

été  étudiés  dans  la  seconde  partie. 

Liouvillc  {/i}'  —  Sur  les  équations  de  la  Dynamique.  ('25i-28^). 

Etude  de  certaines  catégories  d'intégrales  (juadratiques,  en  relation  avec  le 
problème  de  la  conservation  des  trajectoires. 

1.  L'auteur  commence  par  le  cas  où  la  constante  des  forces  vives  est  donnée, 
de  sorte  que  le  problème  se  ramène  à  une  recherche  de  géodésiques  (tnijcc- 
toires  de  systèmes  sans  forces  accélératrices).  Soient,  dans  ces  conditions, 

^^  jL  ^•.'  dt^  "''  jL  \  ox,     2  "^7/  ~dt  ~jr  -^ 

il,  (A./i'. 

les  équations  du  mouvement  (2T  —  Xe^x/x'^  étant  la  force  vive  ). 
Considérons  le  système 


dz     —  \  z''  dXf^  —  o, 


(0 


i   c/w^')  -4-  V  p[['l^''"'^  dXi  —  r»  (/—!,!>, //i  ) 


-  //.  A-  . 
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(  les  p  étant  des  fonctions  des  j?),  et  proposons-nous  d'établir,  entre  les  x^nx  —  i 
relations  telles  que  si, dans  ces  conditions,  on  élimine  les  inconnues  z^^^z^^  ..., 
«^,  on  obtienne  pour  la  dernière  inconnue  z^  une  équation  du  second  ordre. 
On  trouve  que  cela  aura  lieu  si  Ton  a,  quels  que  soient  les  indices  h  et  /i', 


(3) 


U>) _   KiM 

dxi,  dx^' 


d}z 
la  valeur  commune  de  ces  rapports  sera  alors  celle  de  -r^* 

Or,  les  équations  ainsi  obtenues  coïncident  avec  les  équations  (i),  (^  repré- 
sentant la  variable  /),  pourvu  que  les  fonctions /7JJ[)  soient  convenablement  choi- 
sies. Elles  sont  d'ailleurs  plus  générales  que  les  équations  (i)  :  si  Ton  choisit 
au  hasard  les  fonctions  /?,  on  n'aura  pas  un  système  appartenant  à  la  catégorie 
des  équations  de  la  Dynamique:  ce  sont  ces  systèmes  plus  généraux  que 
M.  Liouville  nomme  systèmes  d'équations  de  même  CLspect  que  les  équations  (i). 
Si  les  équations  (3)  sont  seules  données,  on  peut,  pour  achever  de  déterminer 
les/7,  se  donner  une  condition  supplémentaire,  à  savoir  qu'il  existe  une  fonc- 
tion 8  dont  les  dérivées  partielles  soient 

Le  système  linéaire  (a)  est  dit  associé  au  système  (i).  Le  discriminant  de 
la  forme  T  est  proportionnel  à  8'. 

2.  La  diiïcrentiation  des  équations  (3)  fournit  des  équations  d'ordre  supé- 
rieur qui  peuvent  servir  à  trouver  des  invariants  des  équations  de  la  Dyna- 
mique et  des  équations  de  même  aspect. 

3.  Lorsqu'il  s'agit  d'un  problème  de  Dynamique  proprement  dit,  le  système 
linéaire  associé  admet  une  intégrale  quadratique,  et  son  système  adjoint 

(  2'  )  6/y,  -  ^  p\[l  7;.  dxt^  =  o 

admet  l'intégrale  quadratique 

<  ^  )  ^^1—  ^  ^h,h'7hf/h'  =  const., 

quelles  que  soient  les  relations  établies  entre  les  x^. 

Moyennant  une  transformation  simple,  le  système  (3)  est  changé  en  un 
autre  tout  analogue,  mais  où  les  coefficients /7J.j{>  sont  remplacés  par  d'autres  b^jj^ 
vérifiant,  non  plus  les  équations  (4)»  mais  les  équations 

(6)  2*'*  =  °- 

Si  d'ailleurs  E,i  désigne   le  mineur  du  discriminant  de  la  forme  aT  relatif  à 
l'élément  ^,4,  ik  ces  quantités  E  correspondent  de  nouvelles  quantités /,4,  don- 


(7)  <-5î; 


'I]t*l!il/'^-*i**/.>-»ï*/Ml 


■)('"  +  ^) 


^uBtioi»,  leiqDelle*,  tinii  que  lea  équatioM 


composé  de  - 

(E),  «ont  iodé  pendantes  de  S.  L'eiislence  de  foDctioDs^Térifiantle  sjst^me  (7) 
est  une  cooditioa  pour  que  le  sjsiéme  lioéiire  (1)  soit  associé  i  dd  probléaie 
de  Dynamique. 

Supposons  maintenant  que  le  système  (7)  admette,  dod  pis  une,  mais  deai 
solutions  distinctes.  Alors  le  ajatème  analogue  A  (>)•  déduit  des  coefGcicDla  A, 
admet  deux  intégrales  quadratiques,  et  aussi  le  système  (3)  corrcipoodiau 

Hais  le  syslèoïc  (7],  étant  linéaire,  admet,  dans  l'hypothèse  actaelle,  nae 
infinité  de  solutions  dépendant  d'une  constante  arbitraire  c  (les  combinaiioBS 
liaiiaires  des  dcui  premières).  Si  l'on  forme  l'intégrale  quadntiqae  des  éqaa- 
tioDs  (3)  correspondant  i  celte  solution  générale,  on  TOit  que  c  y  figure  aa 
degré  m -1. 

Doiu:  la  équations  de  la  Dynamique  admettent,  dan*  ee  eoi,  m  —  ■  ufe- 
grale»  quadratiquet,  distinctes  de  celle  des  forces  vives. 


t  plusieurs  syslcmes  des  p  et, 
\>rrespondent  avec  conserva- 
e  la  loi  de  variation  de  f  suit 


De  pluSp  au  mi^mc  ayatèmc  dca  b  corrc^pon 
par  conséquent, /)/mie«rj  mouvements  qui  1 
lion  des  trajectoires.  11  peut  mfme  arrirci 
elle-même  conservée,  dans  cette  correspondance. 

j.  Les  intégrales  quadratiques  considérées  ci-dessus  présentent  un  caractère 
tout  spécial,  à  savoir  que  le  système  linéaire  (a')  adjoint  au  système  associé 
admet  une  intégrale  quadratique,  quelles  que  soient  les  relations  établies  entre 

Le  système  (1')  peut-il  admettre  des  intégrâtes  d'ordre  supérieur  et  indé- 
pendantes des  relations  entre  les  xt 

Un  théorème  de  M.  Darboui  montre  que  si  l'on  a  une  pareille  intégrale  ii, 
tout  covariant  de  1<  est  aussi  une  intégrale.  Comme,  parmi  ces  covariaats,  il 
y  en  a  toujours  de  linéaires  «u  de  quadratiques,  on  est  ramené  aux  cas  qui 


t  d'èlre 


luf  dan 


t  fonctions  de  II. 


ceptionnellc  où  ces  cova- 

valion  des  trajectoires. 
c  un  sysicme  de  variations  virtuelles  des  quantité»  x,,  =. 
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^(A)  et  que  Ton  considère  ces  variations  comme  de  nouvelles  inconnues 
adjointes  aux  premières,  les  systèmes  d'équations  diflférentiellcs  auxquelles  on 
parvient,  ont  une  forme  entièrement  semblable  à  celle  des  systèmes  primitifs, 
avec  un  nombre  de  variables  double  (la  moitié  des  variables  n'entrant  qu'au 
premier  degré  dans  les  coefficients). 

R 

7.  Si  un  problème  de  dynamique  admet  l'intégrale  rationnelle  •^)  on  peut 

loi  faire  correspondre  un  système  de  même  aspect  possédant  l'intégrale 
entière  R. 

8.  L'auteur  considère  le  cas  où  il  n'y  a  pas  d'intégrale  des  forces  vives,  ou 
bien  où  (s'il  en  existe  une)  la  constante  des  forces  vives  reste  arbitraire.  Il 
introduit  l'inconnue  auxiliaire  x^^^=  t  et  réussit,  par  ce  moyen,  à  former 
encore  le  système  linéaire  (de  même  forme  que  précédemment)  associé  au 
système  donné. 

S'il  y  a  un  mouvement  correspondant  avec  conservation  des  trajectoires,  un 
calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  présenté  précédemment  prouve  qu'il  existe 
une  intégrale  quadratique.  C'est  le  théorème  énoncé  par  M.  Painlevé  pour  les 
équations  de  la  Dynamique,  mais  qui  s'étend  aux  équations  de  même  aspect. 

Goursat  (E-)-  —  Sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  et  sur  la  théorie  des  intégrales  intermé- 
diaires. (285-34o). 

I.  Rappel  des  résultats  relatifs  au  premier  ordre,  en  ce  qui  concerne  le 
problème  de  Cauchy  et  la  définition  des  caractéristiques  qui  en  résulte. 
Une  marche  tout  analogue  peut  être  suivie  en  ce  qui  concerne  les  équations 
du  second  ordre  quelconques  F(j:,  y,  -3,  /?,  q,  r,  «,  f  )  =  o.  Si,  en  effet,  on  se 
donne  une  suite  de  valeurs  (dépendant  d'un  paramètre)  de  Xj  y^  «,  /?,  q  et 
qu'on  essaye  de  déterminer  une  surface  intégrale  contenant  les  éléments  de 
contact  ainsi  donnés  (problème  de  Cauchy),  on  constate  que  /*,  s,  t  sont 
donnés  par  des  équations  dont  le  déterminant  fonctionnel  est 

1  dx'- -- 2?>  dx  dy  +  n  dy^         [\\=  'II,  S  =  î^>  T=  ^j, 

où  les  différentielles  dx^  dy  se  rapportent  à  la  suite  donnée,  et  que  les  dérivées 
suivantes  sont  fournies  par  des  équations  linéaires  dont  le  déterminant  est 
une  puissance  du  premier.  Si  donc,  sur  les  éléments  de  contact  donnés, 
T dx^ — iS  dx  dy  -^  H  dy^  est  je  o,  il  y  aura  une  seule  surface  intégrale; 
sinon,  le  problème  pourra  être  impossible  (du  moins  si  l'on  demande  une  solu- 
tion régulière  dans  le  voisinage  des  points  donnés)  ou  indéterminé.  Dans  la 
seconde  hypothèse,  on  a  nécessairement  deux  nouvelles  équations  différen- 
tielles qui,  avec  les  premières,  définissent  les  caractéristiques  (en  laissant 
néanmoins  une  fonction  inconnue  arbitraire).  Toute  surface  intégrale  est  un 
lieu  de  caractéristiques. 

Mais  deux  cas  sont  à  distinguer  :  l'indétermination  peut  commencer  dès  le 
calcul  des  dérivées  du  second  ordre,  de  sorte  que  deux  surfaces  intégrales 
peuvent  avoir   un  contact  du   premier  ordre  seulement  le  long  de  la  carac- 
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térislique;  cette  sorte  de  caractéristiques,  dite  caractéristiques  du  pre- 
mier ordre,  se  présente  lorsque  l'équation  F  =  o,  où  r,  s,  t  sont  considérées 
comme  des  coordonnées  cartésiennes,  représente  une  surface  S  ayant  des  géné- 
ratrices rectilignes  parallèles  à  celles  du  cône  (T)  {rt  —  s^=o),  et  alors 
seulement.  Dans  le  cas  général,  au  contraire  {caractéristiques  du  second 
ordre)  l'indétermination  ne  commence  qu'aux  dérivées  troisièmes.  Quatre 
espèces  d'équations  sont  donc  à  distinguer  :  i"^  les  équations  de  Mongc- 
Ampère,  caractérisées  par  l'existence  de  deux  systèmes  distincts  de  caractéris- 
tiques du  premier  ordre;  2"  les  équations  à  caractéristiques  confondues  et  du 
premier  ordre;  3**  les  équations  à  caractéristiques  du  premier  ordre  dans  an 
système,  du  second  ordre  dans  l'autre;  4**  '^^  équations  générales  à  carac- 
téristiques (distinctes  ou  non)  toutes  du  second  ordre.  La  considération  de  la 
surface  £  permet  de  distinguer  sans  difficulté  ces  différents  cas. 

II.  Propriétés  des  éléments  de  contact  de  Lie  et  généralisation  de  la  notion 
d'intégrale.  Application  à  certaines  catégories  d'équations  intégrables. 

IIL  Ce  qui  précède  montre  immédiatement  qu'une  équation  du  second  ordre 
n'admet  d'intégrale  intermédiaire 

\{Xy  .V,  z,  p,  q)  =  o 

que  dans  le  cas  où  elle  admet  des  caractéristiques  du  premier  ordre,  puisqu'on 
sait  que  l'équation  V  =  o  admet  des  surfaces  intégrales  ayant  entre  elles  un 
contact  du  premier  ordre  seulement  le  long  d'une  de  ses  caractéristiques. 

Supposons  qu'il  existe  des  caractéristiques  du  premier  ordre,  passant  par 
tout  élément,  c'est-à-dire  que  £  soit,  quels  que  soient  x,  y,  z,  /?,  q^  une  sur- 
face réglée  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  celles  de  (T). 

Si,  dans  les  deux  équations  qui  définissent  les  caractéristiques  du   premier 

ordre,  nous  remplaçons  les  dilTércntielles  dx,  dy^  dpy  dq  respectivement  par 

(>V     d\  (d\       '    â\\         (i)\  d\\  ,   .      ,  ,       j 

-T— >  -—■>  —  [-. h/?  -—  )>  —  (  -, 1-  7  -7-  )'  nous  obtiendrons  les  deux  equa- 

ôp     Oq  \0x       '  (Jz  J  \0y        ^  ôz  J  ^ 

tions  qui  déterminent  la  fonction  V. 

Dans  le  cas  des  équations  d'Ampère,  on  obtient  deux  équations  linéaires  et, 
si  Ton  connaît  deux  intégrales  intermédiaires  V,,  \\,  on  connaît  une  intégrale 
intermédiaire  dépendant  d'une  fonction  arbitraire.  Dans  le  cas  général,  il  faut, 
pour  arriver  au  même  résultat,  avoir  formé  une  intégrale  intermédiaire  dépen- 
dant de  deux  constantes  arbitraires;  on  applique  alors  la  raétbode  de  la  varia- 
lion  des  constantes. 

IV.  Cas  où  Jes  deux  équations  qui  déterminent  V  sont  en  involution.  — 
F'our  obtenir  l'équation  du  second  ordre  la  plus  générale  pour  laquelle  cette 
(  irconstancc  se  rencontre,  on  prendra  (  dans  l'espace  rapporté  aux  coordonnées  r, 
s,  t)  Tenvcloppe  du  plan  mobile 

/•  -+-  2sm  H-  tnr  -^  .»  y  (  x,  r.  -•  P^  </.  "^  )  =  *N 

par  rapport  au  paramètre  variable  m\  la  fonction  ^  n'est  pas  quelconque,  mais 
satisfait  à  une  certaine  équation  du  second  ordre  aux  variables  indépendantes 
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Soit  alors 

(i)  \{x,  y,  Zy  Pj  q,  a,  b)  =  o, 

une  intégrale  intermédiaire  contenant  deux  constantes  arbitraires. 

L'équation  V  =  o,  du  premier  ordre  en  z^  admet  une  intégrale  complète  dé- 
finie par  l'adjonction  des  deux  équations 

rl^  ="-  "'  dÔ  =  P' 

de  sorte  que,  une  fois  connue  Tintégrale  intermédiaire  en  question,  on  peut 
arriver  à  l'intégration  complète  de  l'équation  du  second  ordre.  L'intégrale 
générale  est  représentée  par  un  système  de  la  forme 

(2)        \  (hP  (ht»        ,,    ,  fhP        „^    ^  (hP        ,,    , 

\  da        ()T.{a)  ÔTz{a)  '       <^/(«) 

(où  7c  et  X  sont  fonctions  arbitraires  du  paramètre  variable  a). 

L'équation  en  ^  parait  difficilement  intégrable.  Un  exemple  simple  d'équa- 
tions appartenant  à  la  catégorie  considérée  est  fourni  par  le  cas  où  ^  ne  dépend 
que  de  m.  L'intégrale  intermédiaire  (i)  est  alors  de  la  forme 

V  =  5  -H  ax  -h  by  -^  G{p  -ha^  q  -h  b)=  0, 

(G  étant  homogène  quadratique). 

Dans  l'intégrale  (2),  la  fonction  4>  n'est  pas  quelconque,  car  il  est  aisé  de 
constater  qu'en  général  l'élimination  des  fonctions  arbitraires  dans  le  sys- 
tème (2)  ne  conduit  pas  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
pour  z.  On  trouve  que  la  première  équation  (2),  résolue  par  rapport  à  z 

z  =  V{x,j\  a,  r,  T.\  /), 

doit  être  telle  que  l'on  ait 


9  ne  contenant  ni  x  ni  ^. 

Slôrnier  (C).  —  Sur  une  généralisation  de  la  formule 

cp        sino        sin2cp        sin3^ 
21  ■>.  3 

(.'^4ï-35o). 

'*^"  ?i>  ?-•»  •••»  ?M»  *i>  ^2y  '"y  *M  sont  assujettis  à  l'inégalité 


matbématiqac.  On  a  ainsi  au  dtTClQppeniWt  &i 
lion  de  <f„  avec  une  ioflnil*  de  ï»lttin 
toananl,  puisque  t'inlerrallc  'le  ijirîj- 


IMmootntîon  par  iadi 
premier  membre,  cnnsii 
pour  let  coefScieniâ,  ce 
tion  de  f,  eit  inf«f-Uu/ 

Oo  peut  H  propoMr  de  déterminer  la  Taieur  de  la  série  da  second  membre 
pour  les  valeurs  des  9  qai  ne  satisfont  pas  i.  l'inégalité  (1).  Le  raiaoïiDemcnl 
direct  donne  bien  aisément  la  aolution  dans  chaque  cas  particulier,  mais  ne 
permet  d'apercevoir  aucune  loi  générale.  Au  contraire,  la  méthode  fondée  sur 
la  transformation  des  produits  de  ligne  trigonométrique  en  sommes,  ramène 


le  problème  ft  la  sommation  des  séries  \ 


(-.)>- 


dont  la  valeur  peut  être  exprimée  au  mojen  de  l'argument  [ip],  dé6ni  comme 
congru  4  f  <modiic)  et  compris  entre  —  it  et  -t-s. 

Hunvils  {A.).  —   Sur  le  nombre  des  classes  de  formes  (juadra- 
tiques  binaires  de  déterminant  négatif.  (35i-384). 

Soit   A(D)   le   nombre  des  classes  de  furn 
parlant  des  cipressions  données   pour  ce  m 


le  développement  de   lang;);  suivant   les  puissances  de  x.  Si  p  est  un 
premier  =î(n)od4),  A(/))  est  le  plus  petit  reste  positif  (mod/j)  du 


a-  Soit 


=  ^-*-?.  7ï+- ■■-<-?,  7 


'  (:in|! 

le  développement  de Si  p  est  un   nombre  prci 

Ml  le  reste  posiiif  {mod4)  de  (—  i)    '    -  'fi   _j. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  219 

3.  Résultats  de  nature  analogue  pour  A(2/7),  déduits  des  développements  de- 
et  de  )  lesquels  sont,  comme  les  précédents,  à   coefficients   tous 


cusax  COS2J; 

entiers  positifs. 

La  démonstration  utilise  les  notions  de  nombres  fractionnaires  finis  suivant 
un  module,  de  nombres  fractionnaires  congrus  entre  eux  suivant  un  module; 
de  séries  de  Maclaurin  finies,  et  de  séries  de  Maclaurin  congrues  entre  elles 
suivant  un  module.  Dans  cette  notation,  on  a,  par  exemple, 

r3— (i -I- cosj:)        (mod3), 


COSJ7 


congruence  qui  exprime  que  le  coefficient  p^C/i^*"**  nombre  d'Euler)  est  congru 
à  — I  ou  à  -f-i  (mod  3),  suivant  que  n  est  pair  ou  impair.  De  même  la  con- 
gruence 

-■-^  <lnj:        (mod  4  ) 


COSJ7 


exprime  que  tous  les  nombres  d'Euler  sont  =3 1  (  mod  4  )«  etc. 
Soit  maintenant  p'  —  ^-— —  (y?  premier);  la  congruence 


(J)  =*'"        (mod  p) 


permet  de  remplacer,  dans  les  expressions  données  pour  h{p)  par  Dirichlet, 

les  symboles  de  Legendre  par  des   puissances  :  la   somme  de  ces  dernières  re- 

p'~\ 

présente,  pour  />  =  41  -+-  3,  le  coefficient  de  (—1)         — 7-^^  dans  le  développe- 

ment  de  la  fonction 

X  px 

P  cos cos 


o{x)  =  y.  siniix  = 


2  î 

-  » 


X 

i  2sin  — 

1  XP' 
cl,  pour  p  =  ^n  -\-i^  le  coefficient  de  (—1)     — r,  dans  la  fonction 

p  -f- 1 
sin  ^-—i —  X 


1^  {X)  =  2.  2COSJJIJ7  =  —  I  H — 


sin  — 
2 


Mais,  à  leur  tour,  les  fonctions  <f{x),  ^(x)  sont  congrues  (mod  p)  à  des 
fonctions  indépendantes  de  />,  ce  qui  permet  d'arriver  au  résultat  annoncé. 

Après  avoir  établi  les  théorèmes  analogues  pour  A  (a/?),  Fauteur  passe  à 
rétude  de  h{pq)  et  de  A (2/79),  p  étant  encore  premier,  mais  g  étant  assu- 
jetti à  la  seule  condition  de  n'être  divisible  ni  par  a,  ni  par/?,  ni  par  un  carré. 
Une  méthode  analogue  à  celle  qui  convient  au  cas  de  ^  =  i  donne,  pour  le 
nombre  cherché,  des  congruences  suivant  le  module  /?,  congruences  qui,  mal- 
heureusement,^ ne  suffisent  plus  à  la  détermination  complète,  sauf  les  cas  (par 
exemple  7  =  3)  où  Ton  sait  que  le  nombre  en  question  est  plus  petit  que  p. 

Knfin,   les  recherches  précédentes  se    complètent   par  celle  des  restes  que 

/iulL  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  WH.  (  Décembre  1898.)         R.i^J 
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donnent  les  nombres  h{P)  par  rapport  aux  puissances  de  2.  La  théorie  des 
genres  montre  aisément  que,  si  X  est  le  nombre  des  facteurs  premiers  de  P. 
le  nombre  h{P)  est  divisible,  suivant  le  cas,  par  2^  ou  par  2^-'.  Le  quotient 
représente  le  nombre  de  classes  de  formes  de  déterminant  —  P  comprises  da» 
chacun  des  genres  correspondant  à  ce  déterminant.  De  plus,  la  parité  de  ce 
quotient  peut  se  déterminer  simplement  lorsque  X  est  égal  à  i  ou  à  3.  Eo 
combinant  les  résultats  ainsi  obtenus  avec  les  résultats  antérieurs,  on  peot 
assigner  le  reste  de  h{pq)  suivant  le  module  7p  ou  4/>y  ce  qui  détermiiK 
h{pq)  dans  une  série  de  nouveaux  cas  correspondant  à  ^  =  5. 

Meyer  {Fr,),  —   Sur  la  structure  des  discriminants  cl  des  résul- 
tants des  formes  binaires.  (SSS-SgS). 

Soit 

un  polynôme  quelconque,  dont  nous  diviserons  les  termes  en  deux  groupes,  co 
posant 

Çj   sera   une  forme  partielle  de/,  ^^.^  Va  forme  partielle  adjointe  (Nebcn- 
Iheilform)  correspondante. 

Si   l'on    assigne  aux    A    premiers  coefficients  de  f^  les  poids  respectifs  k, 
k  —  I,   ...,  I,  aux  autres  le  poids  o,  l'ensemble  des  termes  de  moindre  poids 
/  dans  le  discriminant  de /„  sera 

(_,)à;«-k.a|.D4D(— »\ 

où  D^  est  le  discriminant  de  ^i,  D  "*"*'  celui  de  •y^_i. 

Pour  le  démontrer,  on  suppose  les  A  premiers  coeflicients  multipliés  re^f-cc- 
livement  par  c^,  £^-',  ...,£:  de  sorte  «jue,  dans  le  discriminant  du  pnivn«.'rae 
ainsi  modifié,  le  eoerficient  de  la  plus  l»asse  puissance  de  i  représente  I  en- 
semble de  termes  cherché. 

Lc'i  valeurs  que  prennent  alors  les  racines  du  polynôme  peuvent  se  devel«^p- 
per  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  et  commencent  respectivement,  le* 
unes  par  les  termes 

Z1   .    '',»     .-..    î3ti' 

les  autres  par  les  termes 

OÙ  3    représente  successivement  :  pour  i]=k\  les  racines  de  Çi  :  pour/>A,  les 
racines  de  0 


1  m 


-r 


Dès  lors,  il  suffit  de  remplacer  le  discriminant   par  son  expression  en  fonc- 
tion des  racines  pour  arriver  au  résultat  annoncé. 

Lne  proposition  tout  anal«>;:uc  s'applique  au  résultant  de  deux  formes 

J.     IllDAMAnD. 
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SnrZUNGSBERICHTE  der  Komglicii  Prelssisciiex  Akvdemie  der  Wissen- 
sciiAFTEX  zu  Berlin. 

i'^'^  scmcslre  i8yG. 

Frobenius  (G,),   —    Sur   les    transformations   cogrédientes   des 
formes  bilinéaires.  (•j-i6). 

1.  Deux  faisceaux  de  formes  bilinéaires 

A  =  mA,  h-  t'A,, 
B  =  aB, -4-  i'B., 

sont  équivalentSj  lorsque  x,,  x^,  . . .,  j?^,  ^'p  y^,  --  ">  y,  désignant  les  deux  sys- 
tèmes de  variables  dont  dépendent  les  formes  bilinéaires  A,,  A.,  B,,  B^,  chacun 
des  deux  faisceaux  A  et  B  peut  être  transformé  dans  Tautre  par  des  substitu- 
tions linéaires,  indépendantes  des  indéterminées  u  et  v. 

Si  F  et  Q  désignent  des  substitutions  linéaires  transformant  A  en  B,  la  sub- 
stitution P  affectant  les  variables  x,,  x,,  ...,  x^  tandis  que  la  substitution  Q 
affecte  les  variables^,,  y,,  ...,  y,,  et  si  les  déterminants  de  ces  substitutions 
sont  différents  de  zéro,  B  sera  transformé  en  A  par  les  substitutions  P-',  Q-'. 

Si  Ton  range  les  coefficients  du  faisceau  A  en  /*  lignes  et  s  colonnes  corres- 
pondant respectivement  aux  r  variables  x  et  aux  s  variables  j%  et  que  Ton  forme 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  déterminants  d'un  degré  quel- 
conque k  ne  dépassant  pas  le  plus  petit  des  deux  nombres  r,  5,  on  obtient  un 
invariant  du  faisceau  A  ;  nous  le  désignerons  par  2^. 

En  se  limitant  au  cas  où  les  deux  nombres  r  et  ^  sont  égaux  et  où  le  déter- 
minant du  faisceau  A  n'est  pas  nul  identiquement,  Wcierstrass  a  montré  {Mo- 
natsberichte  de  l'Académie  de  Berlin,  1868)  que,  quand  la  suite  des  inva- 
riants 3|,  J],  Jj,  ...  du  faisceau  A  coïncide  avec  la  suite  des  invariants  3,,  3,, 
J.,,  ...  du  faisceau  B,  les  deux  faisceaux  sont  équivalents. 

D'autre  part,  Kronecker  a  étudié  {Sitzungsberichte,  1890,  3*  semestre)  les 
faisceaux  de  formes  bilinéaires  à  déterminant '/lu/,  dans  le  cas  où  les  deux 
nombres  r  et  1  sont  égaux,  et  aussi  les  faisceaux  de  formes  bilinéaires  à  déter- 
minant quelconque  dans  le  cas  où  les  deux  nombres  r  et  5  sont  inégaux;  il  a 
obtenu,  dans  ces  deux  cas,  le  système  complet  des  invariants  des  faisceaux 
envisagés  en  adjoignant  aux  invariants  3,,  3,,  3^,  ...  certains  nombres  dont  le 
mode  de  formation  a  été  expliqué  dans  le  compte  rendu  de  son  Mémoire  (voir 
Bulletin,  1896,  p.  ii3).  Apres  avoir  introduit  la  notion  de  faisceau  réduit»  il 
montre  que  deux  faisceaux  de  formes  quadratiques  ayant  même  système  com- 
plet d'invariants  peuvent  être  transformés  en  un  même  faisceau  réduit. 

Lorsque  deux  faisceaux  équivalents  de  formes  bilinéaires  A  et  B  sont  tous 
deux  symétriques,  ou  tous  deux  alternés,  ou  que  A,  et  B,  désignent  des  formes 
symétriques,  A,  et  Bj  des  formes  alternées,  et  lorsqu'en  outre  les  deux  entiers 
r  cl  s  sont  égaux,  le  cas  où  les  coefficients  des  deux  substitutions  linéaires  P 
et  Q  sont  identiques  est  particulièrement  intéressant.  On  dit  alors  souvent  que 
les  deux  substitutions  P  et  Q  sont  congrues;  M.  Frobenius  les  appelle  cogré- 
d  tentes. 


a3a  SRCOiNOK   PAUTIE. 

Il  est  manifesli!  que  les  ondili-ms  nùceswîres  el  surfistnlcs  pour  réjniii 
lence,  dans  le  sens  général  do  mot,  de  deui  faisceaox  A  et  El,  noat  àe»  caai 
tiops  n^^ressaires  pour  l'équiTalence  de  ces  deui  faisceaui,  dans 
treÎDt  ^ae  nous  venons  de  préciser,   Il  esL  par  contre  loin  d'jlre  manifwLe  qu  I 
CM  conditions  sont  suffisantes;  elles  le  sont  cependant  el  c 
tats  les  plus  curieux  de  la  théorie  des  formes  bilinéaires. 

On  est  si  loin  de  s'y  attendre,  que,  même  après  l'avoir  Ctahli,  on  éprouve 
besoin  d'en  rechercher  les  raisons  cachées.  C'est  cette  recherche  qui  fait  rohjel   j 
pHncipal  du  Mémoire  de  M.  Froben 

Il  M  trouve  que  quand  on  connaît  deux  substitutions  P  et  Q  A  déterminanU    | 
différenis  de  léro.   qui  transforment  une  (orme  sïmélrique  A  w  une  (orme 
•/métrique  B,  ou  une  (orme  alternée  A  en  une  forme  alterna  B,  on  peut  dé- 
duire de  ces  deui  suhstitutinni  P  et  fi  unt  subslitution  R  qui,  appliquée  t 
chacun  des  deux  système»  r„   <r,,    •■.    el  y,,  y^,    ...,  trans- 

forme A  en   li.  On  peut  d  r  ta  substitution  cogrédiente   11  au 

moyen  des  substitutions  P  ci   ij   sans  tonnallre  les  Tonni's  envisa^-ées    \  et  Tl. 

M.  FrobeniDS  est  parvenu  i  ce  résultat  en  formant  d'abord  un  certain 
ensemble  de  substitutions  tJ,  V  transformant  la  forme  bilinéaire  A  en  elle- 
même;  parmi  les  substitutions 

X  =  PU,        Y  =  VQ 


obtenues  en  envisageant  s'nccessivement  tous  les  couplet  U.  V  de  cet  eaienble 
et  en  les  composant  avec  les  substitutions  connues  P,  Q,  il  y  tn  a  toty'ourt 
un  nombre  fini  qui  sont  cogrédientes. 

On  peut  d'ailleurs  (Journal  de  Crelle,  t.  8f>>  obtenir  des  subititntioos  P 
et  Q  A  déterminants  diGTérenls  de  zéro,  qui  transforment  la  forme  ou  le  faiteeaa 
de  formesA  en  la  (orme  ou  le  faisceau  de  formes  B  par  des  opérations  mtioii- 
nef Zei  effectuées  sur  les  coefGcients  de  A  el  de  B.  La  détermination  des  substi- 
tutions cogrédienles  R  au  moyen  de  ces  substituLloas  P  et  Q  eiige  que  l'en 
résolve  un  certain  nombre  d'équations  algébriques;  on  ne  peut  éviter  celte 
résolution  d'équations  algébriques,  car  elle  est  dans  la  nature  des  choses,  mais. 
dans  la  méthode  de  H.  Frobenius,  elle  est  renvoyée  tout  i  la  Gn  des  calculs, 
ce  qui  constitue  un  avantage  précieux. 

2.  M.   Frobenius   commente   par  démontrer   le   théorème  fondamental   que 

«  Si  l'on  envisage  deux  formes  bilinéaircs  quelconques 

^=-X""^'^*' 
Il  ^  y  b^aX'j/^. 

à  Jélcrminanls  |  n,,  |  el  \b,f\  difTérenls  de  zéro,  il  oiste  toujours  un  couple 
de  -«ubstitniion»  linéaire' 

qui  liansformc   V  en  H  v. 
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En  appliquant  ce  théorème  au  cas  où  les  formes  A  et  B  sont  toutes  deux 
symétriques,  et  plus  particulièrement  au  cas  où  ces  formes  sont  quadratiques, 
on  obtient  le  résultat  suivant  : 

«  Toute  forme  quadratique 

à  déterminant  |  a^a  |  différent  de  zéro,  peut  être  transformée  en  une  forme 
quadratique 

B  =  2]  *.ji^a^p»        où        6.JJ  =  op., 

à   déterminant    \b^p\   différent  de   zéro,  par  une  substitution  linéaire  de  la 
forme 

^a  =  ^PaP^'^  (a  =  I,2,   ...), 

P 

dont  les  coefficients /».a=: /7g.  forment  un  système  symétrique  ». 

En  appliquant  de  même  le  théorème  fondamental  au  cas  où  les  formes  A  et 
B  sont  toutes  deux  alternées,  on  voit  que  : 

«  Toute  forme  bilinéaire  alternée 

à  déterminant  ]  a.g  |  différent  de  zéro,  peut  être  transformée  en   une  forme 
bilinéaire  alternée 

à  déterminant  i  6.^  |  différent  de  zéro,  par  des  substitutions  cogrédientes 


X 


dont  les  coefficients  ^«p=— ^p«  forment  un  système  alterné. 

3.  M.  Frobenius  parvient  ensuite,  par  une  voie  très  simple,  au  théorème 
capital  de  Kronecker  : 

«  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  formes  bilinéaires  A 
et  B  puissent  être  transformées  l'une  dans  l'autre  par  des  substitutions  cogré- 
dientes est  que  les  faisceaux  de  formes 

uB-+-  vB', 


Il  observe 
fnrnuc*  pour  Wrjudli 


iSECONDË  PAIITIE. 
I  les  foniiM   cuajuguécs  di?   ^ 

que  t»  méthode  s'applique  aux  I 


rlc'jii  cl^niontrt  il»m 


n  Si  deux  tormts  sjniHriquu,  «Iternie»  ou  urliiugoaalcs.  A,  B,  sanl  w«i- 
Mablet,  c'esl-i-dire  peuvent  Wrc  trinsturm^es  l'uae  duof  ['iiutr«  p»r  dn  tob- 
ïogréi) lentes,  de  tarie  qu'il  existe  une  «ubstitutian    P  telle  q«t 


goaaie  soit  t  Tolaaié  propre  ou  bien  impropre  [Cadcht,  Bxercùxt  d'Analjte, 
t.  I,  p.  53),  sauf  le  cta  d'exception  où  le  d^termiaaat  ou  fonction  cancttrU- 
tique  de  PP'  serait  nn  carré. 

Ainsi,  lea  recherches  de  M.  Probenias  permetteot,  d'une  part  de  panenir 
aux  théorèmes  de  I(ronecker  {SiUuagtberiehU,  1874,  iBgo,  1891)  par  »ac 
Toie  pins  simple  que  celle  luivie  p*r  Kroneckcr  lui-même  et  elles  dispenseai, 
d'antre  part,  de  faire  usage  des  considérations  subtiles  au  iDojreii  desquelles 
Weierstrass  ■  pu,  le  premier,  étudier  A  (oad  le  cas  ob  les  formes  btlinéaires 
tout  sjmétriqnes. 

Planck  (^Max).  —  Sur  les  oscillations  électriques  qai  soot  exci- 
tées par  résoDance  et  amorties  (lar  rayonoenienl.  (iSi-i^o). 

Merlens  {F.).  —  Sur  les  sommes  de  Gauss.  (aiy-aig). 
Si  l'on  désigne  par  S  la  somme 


,  il  est  aisé  de  voir  que  le  carré  de  S  est  égal  i 


:,(^)'„. 


OÙ  R  désigne  l'une  des  deux  racines  carrées  de  n.   La   difUculté   consiste  i 
trouver  celle  de  ces  deux  racines  carrées  de  n  qu'il  faut  prendre  pour  R. 
Pour  résoudre  ce  problème,  M.  Merlens  sépare  d'abord,  dans  l'expression 
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les  termes  pour  lesquels  l'indice  s  est  pair,  de  ceux  pour  lesquels  il  est  impair; 
la  somme  des  premiers  est  manifestement  égale  à  S,  celle  des  seconds  est  égale 
à  <"S,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  les  groupant  convenablement;  on  a  donc 
la  relation 

(i)  2]  ^  *"    =(i4-i'*)S. 

Les  deux  relations 

(2)  y  e  8'»   =  2   y  e  ï'»  , 

s=.0  5  =  0 

*'»  — *    in  s*  4n  — 1    /^y< 

(3)  ^  e*'»    =2  2]  c  8'»  , 

s'obtiennent  aussi  en  groupant  convenablement  les  termes  de  leurs  premiers 
membres. 
Comme  n  est  impair,  on  a 

(i-t-i")A    *   /  =i-hi; 

les  trois  relations  (i),  (2),  (3)  entraînent  donc  la  relation 

*"  — *  in  s* 

S  =  0 

qui,  si  Ton  y  égale  séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  purement  ima- 
ginaires, fournit  les  deux  égalités 

4n  — 1  4/1  —  1 

(4)  '^~  ^  COS80*',        '^=   y]  sinSo^S 

5=0  s=0 

m 

OÙ  Ton  a  posé,  pour  abréger, 

64/1 
Des  relations 

-    ,0  1  .      ^  sin'[(2*-Hi)'o]  —  sin'[(2*  — i)'n] 

sin(8*'-h  2)0  =  !^ — fi—r i^^ — - 

sinS^d 

qu'il  est  aisé  de  vérifier,  et  que  Ton  supposera  écrites  pour^  =  i»  2,  . . .,  4/i  —  i, 
on  tire  par  addition  la  formule 

4n  — 1  4/1  —  1 

cos2a   /^  sinSj-o  +  sin  20  \    cosS^^a 

s=\  S=l 

_  sin^(3^a)  — sin'(l^o)        sin^(5^gl)  —  sin^(3'.n) 
sinSo  sioioo 

sin^[(8/i  -  i)^a]  —  sin^ÇSn  —  3)^ct] 
sin8(/|n  —  1)0 


a36  SECONDE  PARTIE, 

qui,  en  tenant  compte  des  deoz  égalités  (4)i  peut  s'écrire 

R[cos3o  +  sin9e) 

(sinao        sioa  \        .  _^„     */      •  ■       \ 

sino        8in8o/  \sin8a       sin  160/ 

-l-8in'(5'.o)(-7— ^ .    V     )-h... 

\sini6o       sin340/ 

H-sin«[(8ii-3)»i3]|    .    ,^.' Tv ^-077-^ 7"  1 

•^  '     ''|[sin8(4ii  — 3)ci       8in8(4n'*i)oJ 

sin'[(8«  — i)»ol 
sin[8(4n  — 1)0]' 

Or,  chacun  des  termes  du  second  membre  est  positif,  puisque  e  =  gr-; 

donc  le  premier  membre 

(cosao  +  sinaa}R 

est  aussi  positif,  donc  R  est  positif  et,  par  suite,  dans  Texpression  de  S, 

S  =  A    *    /  R, 
R  désigne  la  racine  carrée  positive  de  n. 

Helmert  {F.-B.),  —  Résultats  des  mesures  de  Tintensité  de  la 
pesanteur  efTectuées  sur  la  ligne  Kolberg-Schneekoppe.  (409- 
4i3). 

De  nouyelles  mesures  de  l'intensité  delà  pesanteur  viennent  d'être  effectuées 
sous  la  direction  de  l'Institut  géodésique  prussien,  au  moyen  de  pendules  ioTS- 
riables  battant  la  demi-seconde,  en  vingt-deux  stations  échelonnées  entre 
Kolberg  et  Scbneckoppc  et  reliées  aux  stations  principales  de  Vienne  et  de 
Potsdam. 

La  mesure  directe  des  latitudes  astronomiques  a  permis  de  déterminer,  en 
chacune  de  ces  vingt-deux  stations,  la  dilTérence  locale  pour  les  latitudes,  c'est- 
à-dire  la  valeur  de  la  latitude  astronomique  diminuée  de  celle  de  la  latitude 
géodésique.  Cette  diiïérence  locale  est  la  plus  grande  aux  altitudes  les  plu«i 
élevées;  elle  est  toujours  positive  sauf  à  une  seule  station  où  elle  est  négative; 
elle  atteint  jusqu^à  18', i. 

Les  mesures  efTectuées  au  moyen  du  pendule  ont  été  réduites  au  niveau  de 

la  mer,  en  tenant  compte  de  rallilude,  des  inégalités  de  terrain  et  de  Tattrac- 

tion  de  la  partie  de  la  couche  de  niveau  comprise  entre  la  surface  de  niveau 

de  la  station  et  la  surface  de  niveau  des  mers.  Si  g'  désigne  la  valeur  observée 

de  g  ainsi   corrigée  et  si  y«  est   la   valeur  de  g  déduite  de  la   formule  de 

M.  llclmcrt 

Yj,  =  g-j-ySooli -h  o,oo53io  sin-ç], 

où  9  doit  être  remplacée  par  la  latitude  de  la  station,  on  observe,  sur  les 
Tableaux  dressés  par  M.  Helmert,  que  la  différence 


.  n 
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varie  de  +  4^0  ù  —  aSo  millionièmes  de  mètre  sans  que  Ton  aperçoive  bien  nette- 
ment une  relation  entre  la  valeur  plus  ou  moins  grande  de  cette  diiïcrcnce  et 
Taltitude  ;  ainsi  à  deux  stations  voisines,  situées  l'une  à  177*,  l'autre  à  180* 
d'altitude,  la  différence  ^ —  y,  est  respectivement  de  -+-  a3o  et  de  —  70  millio- 
nièmes de  mètre.  Cependant  aux  stations  élevées  situées  dans  la  région  de 
Schneekoppe  elle  est  toujours  négative  et  varie  de  —  90  à  —  aSo  millionièmes 
de  mètre.  Il  serait  intéressant  de  voir  ce  que  deviennent  ces  difi'érences  quand 
l'on  remplace  ^  par  la  valeur  observée  de  g  corrigée  par  la  méthode  de 
M.  Paye;  il  n'en  est  pas  fait  mention  dans  la  Communication  de  M.  Helmert. 

Frobenius  (C).  —  Sur  les  matrices  échangeables.  (6oi-(5i4). 
Désignons  par 

«  =  I  «a?  I 

le  déterminant  d'une  forme  bilinéairc 

A  =  ^a^^x^y^        (a  =  I,  2,  ...,  n;  ?  =  i,  2,  . . .,  /i). 

On  démontre  aisément  que,  si  a  est  différent  de  zéro,  il  existe  une  forme  A~* 
définie  univoqucment  par  chacune  des  deux  relations 

AA-'=K,        A-'A  =  K, 

où  E  désigne  la  forme  bilinéaire 

E  =  ^x^y^       (a  =  i,  2,  ...,  n;  p  =1,  2,  ...,  n), 

dont  les  coefficients  sont  tous  égaux  à  i;  on  dit  que  cette  forme  A-*  est  la 
forme  inverse  de  A  et  que  la  forme 

aX-\ 

que  nous  désignerons  par  A,  est  la  forme  adjointe  de  A.  Soient  b^^  les  coeffi- 
cients de  cette  forme  adjointe;  b^^  est  celui  des  mineurs  du  déterminant  a  qui 
correspond  à  l'élément  a^^  de  ce  déterminant.  Comme  A  est  une  fonction  entière 
des  éléments  a^g,  on  peut  aussi  former  A  quand  le  déterminant  a  est  nul.  Enfin 
on  a  _ 

AA  =  AA  =  a  E. 

On  appelle  fonction  caractéristique  de  A  et  l'on  désignera  par  ^(r)  la 
fonction  de  r  obtenue  en  développant  le  déterminant  dont  les  éléments  sont 
les  coefficients  de  la  forme 

rE-A; 

l'équation 

?(r)  =  o, 

est  V équation  caractéristique  de  A. 

La  forme  adjointe  de  rE  —  A  est  une  forme  F  dont  les  coefficients  sont  des 
fonctions  entières  de  r;  si  ç(r)  est  de  degré  n  en  r,  ces  fonctions  entières  sont 
de  degré  /i  —  1 .  On  a  d'ailleurs 

(/•K- A)F=  F(rE-  A) 

(/•E-A)F.--5(r)K; 


c'est  là  un  théorème  rondamental  de  la  théorie  de»  [ormei  biliaéaîn 
dû  à  Caylej  {PhU.  Trani..  t.  CXLVIII). 

Uo  second  théorème  fondamental  de  cette  mérae  théorie  est  le  sni 

(   Si  l'on  déligne  par  B(r)   te  plus  grand  commun   diviseur  de 
mineur»  de  degré  n  —  i  du  déterminant  qui  définit  la  fonclion  caT*ctéristiq*e 
ip(r)  de  A,  et  si  l'on  pose 

l'équalion 


ion  de  des 


c   moins   ûle 

é  poi 

ible  i 

laquelle  satistail  A 

n.lionz(,) 

s'annu 

le  pou 

r^K.  cette  fond. 

bic   par  ^{r 

).   La 

i  puis 

ancc  de  <f{r)  est 

par  ç<r|.  . 

Ce  théorème  est  di)  )  M.  Frobcnius  qui  l'a  démontre  dans  le  t.  81  du  Journal 
de  Crrlle,  on  f'appujant  sur  le  dOicloppenient  en  série  de  (rE  —  A  )-'.  M^i» 
on  peut  aussi  le  déniontrer  sans  faire  usage  de  ce  développement  en  série; 
c'est  ce  que  M.  Lipsrliitt  avait  déjà  montré  dans  le  cas  particulier  où  y  (  r)  est 
un  diviseur  de  r~— i  (Lifschitz.  Afta  Miilh.,  I.  \;  comparai  aussi  Kno- 
NECKFH,  Sil:iini;sbfriehte,  iSçto);  c"est  ce  que  M.  Krohenius  montre  mainte- 
nant dans  le  cas  général.  II  convient  de  rappeler  que  M.  VVevr  avait  déjà  donné 
une  autre  démonstration  de  ce  second  théorème  fundamenlat  dan>  tous  les  cas 
(  MonaUhefle  fur  Malbfmatik  and  Phvsik,  l.  I). 


.  Tr, 


>al  de  CretU  du  thwi 
me  I!  csl  échangeable 
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nulle,    le   déterminant   de   la   forme   A  +  B   est   égal    au   déterminant    de   la 
forme  B.  » 

On  rappelle  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  puissance 
d'une  forme  A  soit  nulle  est  que  les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  A 
soient  toutes  nulles. 

Ce  théorème  permet  de  se  passer  de  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires  de 
Weierstrass  pour  effectuer  la  démonstration  des  théorèmes  suivants  : 

3.  «  Si  r^,  Tj,  ...,  r^  sont  les  racines  de  Péquation  caractéristique  d'une 
forme  A,  les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  la  forme  /(A),  où  /  dé- 
signe une  fonction  entière  quelconque,  sont /(/*,), /(r^),  ...i/(r„)-  » 

En  s'appuyant  sur  ce  théorème  déjà  démontré  par  M.  Frohcnius  dans  le  t.  84 
du  Journal  de  Crellet  on  peut  aussi  montrer  que  : 

«  Si  A  et  B  désignent  deux  formes  échangeables  et  si  x^  y  désignent  deux 
variables,  les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  la  forme  A^4-  XSy  sont 
des  fonctions  linéaires  entières  de  x  et  de  y.  » 

Des  deux  théorèmes  que  nous  venons  d'énoncer,  on  peut  ensuite  déduire  le 
théorème  général  suivant  qui  les  contient  tous  deux  comme  cas  particuliers  : 

«  Si  /(x,  ^%  5,  . . .)  désigne  une  fonction  quelconque  des  ni  variables  ar,  y, 
z,  .. .  et  si  A,  B,  C,  . . .  représentent  m  formes  dont  deux  quelconques  soient 
échangeables,  si  enfin  a^^a^^a^^  ...  désignent  les  racines  de  l'équation  caracté- 
ristique de  A  ;  6,,  b^^  63,  ...  les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  B;  Cj, 
C;,  Cj,  ...  les  racines  de  l'éciuation  caractéristique  de  C,  etc.;  on  peut  ranger 
ces  racines,  et  cela  indépendamment  de  la  fonction  /  envisagée,  dans  un  ordre 
tel  que  le  déterminant  de  la  forme  /(A,  B,  C,  ...)  soit  égal  au  produit 

/(a,,  6,,  c,,  ...)/(a2.  *2»  c,,  ...)/(a^,  6j,  c^)  ...  ». 

Ce  théorème  est  d'ailleurs  identique  au  suivant  qui  parait  d'abord  plus 
général  : 

«  On  peut  ranger  les  racines  a,,  a^,,  a„  ...;  6,,  62,  ^j,  ...  des  équations 
caractéristiques  de  A,  B,  ...  dans  un  ordre  tel  que  les  quantités 

y  (  fltj,  f>i,  C|,  .  .  .  ),     y  (^';.,  vj,  Cj,  . .  •  )f     J  \  flj,   ^j»  C3,  . . .  )>       •  •  •  » 

soient  les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  la  forme  /(A,  B,  C,  ...).  » 

•i.  De  ce  théorème,  on  déduit  des  conséquences  importantes  pour  la  théorie 
des  formes.  Ainsi,  en  désignant  par  A,,  A,,  ...,  A„,  des  formes  dont  deux  qucl- 
conifues  soient  échangeables,  de  sorte  que  Ton  ait 

\.,  A^=  A^  \..        (y  =  I,  a.  . . .,  m  ;  û  =  1,  a,  . . .,  m), 
el  par 


vi 


lc«4  ti-  coefficients  de   la   forme    \„,  où  y  e<t   un   quelconque  des  nombres  1, 
">■ m,    on    a.    pour   chaque   roupie   d'indices    y,   5,    où    Y  =  i,  3.  ....  m\ 
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c  =  i,  2.  ,..y  nif  la  relation 

n  n 

Si  r,  Xi,  x^^ ...,  x^  désignent  des  variables  indépendantes  et  si  /^*\  /^^', ..., 
r^"^  sont  les  racines  de  l'équation  caractéristique  de  la  forme  A^,  le  détermi- 
nant dont  les  éléments  sont  les  coefficients  de  la  forme 

m 

J^\^x^-rE, 

Y  =  > 
est  égal  à 

n 

iQ  [  r\*)  j?, -h  ri^)  a?j H- . . . -h  rt,i>  j:„  -  r  ]. 

Ce  théorème  ne  diffère  que  par  la  forme  du  théorème  fondamental  de  la 
théorie  des  nombres  complexes  formés  au  moyen  de  n  unités,  théorème  d'où 
toute  cette  théorie  découle  sans  difficulté,  comme  Ta  fait  voir  M.  Dedekind  en 
i885  {Gôttinger  Nachrichten)* 

Si,  en  particulier,  m  est  égal  à  /t  et  si  les  quantités  a.^^  et  a^^^  sont  égales, 
les  coefficients  r^^)  des  focteurs  linéaires  que  nous  venons  d'écrire  et  daos 
lesquels  se  décompose  le  déterminant  envisagé,  vérifient  les  équations 

n 

rpr^  =  ^  a^P^r^        (  P  =  i,  a,  . . .,  n;  Y  =i,  2,  .. .,  /i), 
a  =  i 

et  sont  les  seules  solutions  de  ces  équations. 

On  peut  aussi  déduire  du  tliéorèmc  général  du  n*  3  le  théorème  suivant  dû 
à  M-  Dedekind  : 

«  Si  les  n^  quantités  a^o^  vérifient  les  équations 


n 


X  =  1  X  -  1 

et  si  le  déterminant  du  /i'*"*  ordre  dont  les  éléments  sont  les  quantités 

n         n  n  n 

a  =  i  ^  =  1  a  =  i  fJ=  I 

est  différent  de  zéro,  le  nombre  de  solutions  différentes  des  équations 

a=  1 
dans  lesquelles  /•,,  r. /;,  désij^ncnt  les  inconnues,  est  égal  à  n.  Si  l'on  do- 
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signe  ces  n  solutions  par 
le  déterminant 


(X  =  I,  2,  ...,  /î), 


r^n 

/^^    • 

•     '•y' 

rit) 

ri,»)     .. 

•  '•;." 

rln) 

•   •    •           •   • 

'^1 

•           •    •    • 

est  diflerent  de  zéro. 

On  obtient  également,  comme  conséquence  du  même  théorème  général,  le 
théorème  de  Weierstrass  d'après  lequel  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  ce  dernier  déterminant  soit  nul,  est  que,  dans  le  faisceau  de  formes 

i\i  <37i  ~T~  -'»2  <3'2    •"  •  •  *  "•  j»      n* 

il  y  ait  une  forme  dont  une  puissance  soit  nulle,  sans  que  cette  forme  elle-même 
le  soit. 

Busse  (/^.).  —  Sur  la  correspondance  univoque  de  deux  parties 
de  surfaces  telles  qu'à  toute  ligne  gëodésique  de  l'une  des  deux 
surfaces  corresponde  une  ligne  à  courbure  gëodésique  constante 
de  l'autre  surface.  (65 1-664). 

Beltrami  et  Dini  ont  étudié  {Annali  di  Afathematica,  t.  VII  et  3*  série,  t.  III) 
la  correspondance  univoque  de  deux  parties  de  surfaces  telles,  qu'à  toute  ligne 
géodésique  de  Tune  des  surfaces  corresponde  une  ligne  géodésique  de  l'autre 
surface.  M.  Busse  se  propose  de  rechercher  plus  généralement  sous  quelles 
conditions  on  peut  faire  correspondre  univoquement  deux  parties  de  surfaces 
réelles  S  et  £,  de  façon  que,  à  toute  ligne  géodésique  de  S  corresponde  une 
ligne  à  courbure  géodésique  constante  de  £. 

Les  coordonnées  Xf  y,  z  des  points  de  la  surface  £  sont  envisagées  comme 
des  fonctions  de  deux  paramètres  imaginaires  li  et  i^  tels  que,  si  dv  est  la  lon- 
gueur de  l'élément  linéaire  tracé  sur  cette  surface,  on  ait 

d9-  =^  <s{Uy  v)  dudv; 

si  Ton  envisage  les  coordonnées  x^y,  z  des  points  de  la  surface  S  comme  des 
fonctions  des  mêmes  paramètres  u,  v^  le  carré  de  la  longueur  dt  de  l'élément 
linéaire  tracé  sur  cette  surface  sera  donné  par  la  formule  générale 

rf*=  =  E  rftt»  -+-  2  F  du  dv  -h  0  cf  i^S 

et  les  points  correspondants  des  deux  surfaces  £  et  S  seront  les  points  dont  les 
coordonnées  correspondent  sur  ces  deux  surfaces  aux  mêmes  paramètres  u 
et   V. 

L'équation  difTcrenticllc  des  lignes  à  courbure  géodésique  constante  de  la 
surface  £  est 


(iu 


(d^y 

.^.  \du-) 


du 


3^3 

undis 


SECO.NDi;  l'AIiriE. 
r^qualion  dilTiireutiellr  lit»  liKncn  ei'oilé«ti)HC*  ie  U  surfnM  S  c 


^  =  A^U^  +  C| 


du' 


55"* 


nO  A,  n,  C,  D  lUDt  du  roDcliabs  de  K,  f ,  G  cE  de  leurs  d&'ivje;  prcmîèru  par 

U'apré«  le»  CQdditions  imposiies,  il  faut  «i 
obtii^ni  en  reniplnçïiit  diias  la  prcmi^ii^  de 


{denli'iuïiiicnl  i< 


il  «ur<ll  que  tVqailion  que  l'nn 

EM  deux  équitîoDS  di1Ti-r«n(idl» 

didéreulielk.  >"il 


1rs  vulturs  lirfc»  de  la  seconde  ëqn«li 

ifiée  en  ^>  Il  faut  dont'  el  il  sd(ûI  que  I'ob  ail,  cuoimc  iin 

L'alcul  facile,  let  cinq  rdiUons 


àB     1 

au 

|b'=    I 

iS- 

K^y^ 

5?  +  ; 

ÏC'  =  -! 

fS- 

\{^ï- 

H.  Buse  démontre  d'ailkDrtqBe  i 

^ciaq 

relatioi»  oe 

f  Oa  fiiui 

A  =  0,       B  = 

..^, 

c  = 

_._.^, 

pcomi  tue  Tfrifiées 


el  l'on  peut  prendre,  dans  ce  cas,  pour  le  coefficieni  s  de  dudv  qui 
dans  l'expression  de  da'  et  dans  ces  relations,  une  fonction  qiiciconqui 
et  de  o  prenant  des  valeurs  positives  réelles  quand  u  et  v  sont  imaginaire 
juguéea 


•  Ou  bici 


_  dlog/(« 


-") 


dlog/(a  +  f) 


oii  f(uA-v)  désigne  une  fonction  quelconque  de  u  +  c  prenant  des  i 
réelles  positives  pour  des  valeurs  réelles  de  u  +  c.  Dans  ce  dernier  cas,  le 
cient  ?(u,  v)  de  dudv  qui  figure  dans  l'eiprcssion 


d!i==ç(u,  v)dudv 

est  Égal  à  la  fonction  ç  de 

u  +  v  définie  par  1»  relation 

9  = 

/("  +  "! 

[-^--//("--X^C-H  .■)]'■ 

oii  c  désigne  une  constanii 

Si  l'on  interprète  géomé 

n'est  pas  applicable  sur  un< 

t  arbitraire. 

Iriquemcnl  ce  résulta),  on  v< 

:  surface  de  révolution,  les  scii 
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répondant  à  la  question  sont  :  i°  les  surfaces  de  Dini  Sp  qui  correspondent 
univoquement  à  S,  de  façon  qu*à  toute  ligne  géodésique  de  S  corresponde  une 
ligne  géodésique  de  ces  surfaces  et  inversement,  et  2°  les  surfaces  qui  sont 
applicables  sur  ces  surfaces  de  Dini  S,.  Si,  au  contraire,  la  surface  S  est  appli- 
cable sur  une  surface  de  révolution,  il  y  a,  outre  ces  surfaces  de  Dini,  d'autres 
surfaces  II  répondant  à  la  question;  ce  sont  les  surfaces  Z  dont  les  surfaces  de 
Dini  S,  sont  des  images  obtenues  par  des  représentations  conformes  telles  qu'à 
chaque  ligne  géodésique  d'une  surface  de  Dini  S,  corresponde  une  ligne  à  cour- 
bure géodésique  constante,  en  général  non  nulle,  de  S.  Ces  surfaces  S  et  les 
surfaces  de  Dini  S,  sont  d'ailleurs  les  seules  répondant  à  la  question. 

On  démontre  aussi  qu'à  toute  ligne  à  courbure  géodésique  constante  de  Tune 
des  deux  surfaces  21  et  S,,  dont  la  seconde  est  l'image  de  la  première  obtenue 
par  la  représentation  conforme  précédente,  correspond  une  ligne  à  courbure 
géodésique  constante  de  l'autre  surface.  Les  seules  surfaces  jouissant  de  ce  mode 
de  correspondance  univoque  sont  d'ailleurs  les  surfaces  dont  l'une  est  l'image 
de  Tautre  obtenue  par  ce  mode  de  représentation  conforme. 

Il  est  intéressant  d'appliquer  les  résultats  précédents  aux  surfaces  S  à  cour- 
bure constante.  Bellrami  et  Dini  avaient  déjà  montré  que  l'ensemble  des  sur- 
faces 2,  telles  que,  à  chaque  ligne  géodésique  de  la  surface  S  à  courbure  con- 
stante, corresponde  une  ligne  géodésique  de  2,  est  formé  par  l'ensemble  des 
surfaces  S,  à  courbure  constante  et  par  celles-là  seulement.  D'après  le  théorème 
général  démontré  par  M.  Busse,  l'ensemble  des  surfaces  £  telles  que,  à  chaque 
ligne  géodésique  de  la  surface  S  à  courbure  constante  corresponde  une  ligne 
à  courbure  géodésique  constante  de  £,  est  formé  par  les  surfaces  précédentes  S| 
à  courbure  constante  et  par  les  surfaces  S  dont  une  quelconque  de  ces  surfaces 
S,  puisse  être  envisagée  comme  l'image  obtenue  par  représentation  conforme 
effectuée  de  façon  qu'à  chaque  ligne  géodésique  de  S,  corresponde  une  ligne  à 
courbure  géodésique  constante  de  S.  M.  Busse  évalue  la  longueur  d'un  arc  de 
courbe  élémentaire  tracé  sur  ces  dernières  surfaces  £  et  en  déduit  que,  comme 
dans  le  problème  de  Beltrami-Dini,  ces  dernières  surfaces  se  confondent  avec 
les  surfaces  S,  :  on  voit,  en  effet,  que  leur  courbure  est  constante. 

On  déduit  de  ce  théorème  des  propositions  particulièrement  simples,  en 
prenant  pour  S,  soit  un  plan,  soit  une  sphère. 


FIN    DE   LA   SECONDE    P.VRTIE   DU   TOME   XXII. 
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